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PROBLÈME  D'ANALYTIQUE 


Lieu  des  sommets  des  coniques  bitangentes  à  l'ellipse 
za         y»  _ 

a2    +   b2 
Zes  coniques  passent  par  un  point  fixe  P  (x'y)  et  l'un  des  axes  est 
lirigé  suivant  le  grand  axe  de  V ellipse.  Distinguer  les  différentes 
'ormes  du  lieu.  (Concours  académique  de  Poitiers.) 

La  condition  imposée  que  l'un  dés  axes  soit  dirigé  sui- 
vant XX',  revient  à  la  condition  de  symétrie  par  rapport  à 
jette  même  ligne,  et  cette  condition  sera  satisfaite  si  la 
ïorde  commune  EF  est  toujours  perpendiculaire  sur  OX. 

L'équation  des  coniques  bitangentes  et  confondant  l'un 
ie  leurs  axes  avec  XX'  sera  donc 

T2  11* 

£■  +  &•-■  +X(«-«)-  =  o,  (1) 

>.  étant  l'abscisse  à  l'origine  de  la  corde  EF. 

La  condition  pour  ces  coniques  de  passer  par  le  point  P 
fcyj  se  traduit  par  la  relation 

—  +  4^  —  '  +  Hx'  —  *)*  =  o  (2) 

a2     '     bl  '     v 

$t  les   coordonnées  des    sommets  dont  on    cherche   le    lieu 
fériiieront  l'équation  de  l'axe  parallèle  à  OY,  qui  est 


/V  =  x(— f-  XJ  —  où  =  o.  (3) 


On  aura  le  lieu  en  éliminant  les    paramètres  a  et^  entre  (1). 
1,(3). 


Elimination.  —  Ecrivons,  pour   simplifier,   les   relations 
précédentes,  sous  la  forme 

A  -f-  l{x  —  a)2  =  O  OU      l{x  —  a)2  =  —  A  (1) 

P  +  Hx  —  a)2  =  O  OU     l(x  —  a)2  =  —  P  (2) 

iL-f-  A(œ  —  a)  =  O     OU     Xx  —  y.)=—^r        (3) 

(on  voit  ce  que  représentent  A  et  P)  ; 

Aa2 


x  —  a  = 


formons  le  rapport  (1)  (3) 


x 
x*  —  Aa2 


x 
cette  valeur  de  a  substituée  dans  (3)  donne 

A= Â^; 

les  deux  paramètres  a  et  X  déterminés,  l'équation  (2)  devieni 

x2     (  ,         x%  —  Aa2 
P : — —    x 


Aa4    \  x 

a*P.A  =  [œa/-œ2-f  a2  (~  +  -gl  -  i)J 

L    a2     ~    62  J 

d'où  l'équation 

Cette  forme  A.P  =  G2  prouve  à  la  fois  que 

1°  L'ellipse  A  = \-  4 1  =  o,  la  parabole  G=  — ? 

1  a2  ~  62  '■      *  a 


-j-  jt-  —  1  =  o  et  la  courbe  A.P  —  C2  =  o  se  coupent  air 

mêmes  points; 

2°  En  ces  points  la  courbe  est  tangente  à  l'ellipse. 
Déterminons  ces  points  remarquables. 
Intersection  avec  l'ellipse.  —  Il  suffit  de  résoudre 

*=£+£-  — 


x  ,  ^ 

rmons  A  —  C  =  o,  —  (x  —  x)  =  o  ce  qui  conduit  a   ce 
a1 

sultat:  les  points  d'intersection  du  lieu  avec  l'ellipse  sont 

r  les  droites  ]  .,. 

(  x  =  x  (2) 

Le  premier  système  donne  les  sommets  B  et  B'. 

Le  second  système  donne  les  poinls   dont  les  ordonnées 

x"1     .     y* 

1/  __  x2 

Ces  points  seront  réels  si  x'  <  +  «• 
Ces  points  seront  imaginaires  si  ce'  >  +  n  ; 
1  cas  particulier  où  x  =  a,  les  points  se  confondent. 
L'équation  est  bicarrée  en  y  ;  du  second   degré  en  x,  elle 
sut  donc  être  résolue  par  rapport  aux  deux  variables;  cette 
trticularité  servira  pour  la  discussion. 
Elle  est  symétrique  par  rapport  à   l'axe  des  x  (évident  à 
ion). 

La  courbe  passe  parle  point  P  (x'y)  et  en  ce  point  la  tan- 
snte  est  horizontale  (ce  que  nous  vérifierons  plus  loin  par 
;  calcul).  Ces  deux  remarques  se  justifient  facilement. 
1°  Elle  passi  pur  le  point  P.  —  En  effet  on  peut  déterminer 
ae  conique  en  ajoutant  aux  conditions  de  bilangence  et 
3  symétrie  (ce  qui  fait  3  conditions)  deux  autres  conditions, 
ïlles  d'avoir  pour  sommet  le  point  P.  Cette  conique  par- 
Bulière  rentrera  donc  dans  la  famille  considérée  et  donnera 
a  point  du  lieu  qui  sera  le  point  P. 

"2"  En  ce  point  la  tangente  est  horizontale,  car  les  coniques 
msidérées  formeront  dans  le  voisinage  de  P  un  ensemble 
ipréscnlé  soit  par  la  figure  (a),  soit  par  la  figure  (b). 
Les  coniques  du  groupe  (a)  ont  toutes  l'axe  parallèle  à  OY, 
us  grand  que  cemi  de  la  conique  particulière  dont  nous 
irions. 

("est  le  contraire  pour  le  groupe  (b).  Dans  les  deux  cas,  la 
Mirlic.  lieu  des  sommets  M,  sera  tangente  à  y=  y'. 
Chcrchous  donc  les  tangentes  horizontales  : 


—  6  — 


(£+£-■)(£+£- o=(^+£-<y 


formons 


a2 


xx     ,     m* 

a2     ~   b2 


=  o 


03 


I  -77  —  I 


Fiflf.  a. 


fiflf.  b. 


Cette  relation  est  vérifiée  par  les  deux  systèmes  de  valeur 


1° 


x  =  o 


2/  =  ±6 

ce  sont  les  points  B  et  B'  que  nous  avons  déjà  trouvés. 

go  I  x  —  x 

c'est-à-dire  le  point  P  (ou  son  symétrique). 

En  résumé,  l'ensemble  des  tangentes  horizontales  est 

(y2  -  ih  (y"  -  v)  =  o 

Tangentes  verticales.  —  Résolvons  l'équation  bicarrée  en  y. 
y1        y2  /  2xx'        x'2        y'2  \        x2  /  y'2        \      2xx 

IF  ~t~  lïXâ2       HF  ~~  T2        /""  l^vF-  l)      âT 
[x2   ,y'*_n 

la  condition  B2  —  4AG  >o  de  réalité  des  racines  donne 


I  2XX 


<    +■£- 


—  (ÏL—   ,\        I      2XX'  X%  ïL\>n 

a2  \  62  /    "*"     a2  a"  6*   S  " 

ou  en  groupant  les  termes 

Jl^P_-L^.P4- JLp>0 

4a;2  —  4.XX  -f-  a2P  >  o 
Ce  trinôme  admet  des  racines  qui  représentent  des  droites 
verticales  tangentes  et  en  même  temps  droites  de  séparation 
des  points  réels  d'avec  les  points  imaginaires  du  lieu. 
On  a  donc 


x  =  î- 


V  a'         6*  / 


x  =  j£l±Jî]/I_ 

■1  1     1 


11 

2  r  •      &' 

telles  sont  les  deux  tangentes  verticales  données  par  cette 
discussion. 

Pour  que  ces  tangentes  verticales  existent,  il  faut  que  le 
point  P  soit  compris  entre  les  deux  parallèles  y  =  ±b. 

Les  positions  que  le  point  P  peut  occuper  par  rapport  à 
ces  deux  parallèles  et  à  l'ellipse,  vont  servir  de  base  à  la 
discussion,  en  divisant  le  plan  en  régions  ;  chacune  de  ces 
régions  imposera  un  caractère  particulier  à  la  courbe. 

Pour  construire  les  tangentes  verticales,  on  remarquera 
que  I  et  D  sont  les  milieux  de  PK  et  de  PH. 

Car  le  point  K,  par  exemple,  intersection  de  l'ellipse  avec 
la  droite  y  =  y,  a  pour  abcisse 


de  sorte  que  X  = 


x  +X 


Intersection  du  lieu  avec  oy.  —  Ces  points  sont  donnés  par 

y*      y*  /«**  .  y'*       \_i_fï: 

V         b2  \a2    "*"   h*         7        a 
on  aura  donc  en  général  quatre  points 


yk         y2  /  x'2        y'2  \        x'2         y'* 


—  8  — 
y=±b 


J  "    a*   ~   b* 

il  y  aura  donc  toujours  quatre  points  d'intersection. 

Intersection  du  lieu  avec  ox.  —  Les  points  sont  donnés  par 
l'équation 

qui  conduit  à 

x*  /  y'2  \        ixx         ce'2        y'z  _ 

~âT\bT  ~~  l)  ""       ô2  "ô2  62""0" 

Remarquons  que  l'équation  (1)  est  de  la  forme 
f{xy)  f(x,o)  =  (as/V  +  of'y  +  Zfz  )\ 
ce   qui   prouve    que  les   points    de    l'équation  (1)  vérifient 
l'équation  de  l'ensemble  des  deux  tangentes.  Cette  remarque 
servira  beaucoup  pour  la  construction  des  courbes. 
Si  on  résout  l'équation  (1)  elle  donne 


a2  —  b  f 


x  = 


J-(  IL  — 

a2  \  b1 
ce  qui  montre  que 

P  <  o  le  lieu  ne  coupe  pas  l'axe  dîi  x  ; 
P  =  o  un  seul  point; 
P  >  o  deux  points  d'intersection  réô.s  et  distincts 

si  b*  =  //'*  un  point  rejette  à    oo; 

si  6-  <  //2  les  deux  racines»  J  sitives]; 

si  &2  >  ?/2  les  deux  racines  de  signes  contraires. 
Bien  que  le  signe  de  (.x'2  —  a2)  n'ait  pas  une  grande  in- 
Ituence  dans  la  discussion  qui  précède,  nous  le  considérerons 
et  nous  obtiendrons  ainsi  des  points  particuliers  dans  les 
régions  caractérisées,  à  la  fois,  par  le  signe  de  (if  —  b"1)  et 
de  P.  Tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  sont  compris 
dans  le  tableau  suivant, 


—  9  — 


<  o 


P  = 


P  >  o 


X  >  o 


y'  >  o 

y'  =  o  f     on  a  toujours  d'ail- 

(     y'  >  o  (  leurs  y'2  <  62 

x  =  o    )      ,  1  y 


i    y'  =  o 


X  =  o 
œ'  <  a 
#'  =  a 

i     œ 

;/2  <  62    j     ce' 

[    x 
(    x 

y'2   =  b2  X 

(      X 

l   œ 

œ 
a; 


î/'2  >  &2 


<a 

=  a 

>  a 

<  a 
=  a 

>  a 
=  o 

<  a 
=  a 

a 


on  a  toujours   d'ail- 
leurs     y'2    <  b2. 


\  \     x    .>  a 

Nous  allons  indiquer  rapidement  la  forme  de  la    courbt 
ans  chacun  de  ces  cas. 


Fig.  i. 


PREMIER   CAS.  P   <  O 


X      X' 


X   >  o 


X  =  o 


y  >  o 

?/'  =  o 
V   >  o 

I  y'  =  o 
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(1)  x  >  o  et  y  >  o.  Le  point  est  quelconque.  On  place 
les  tangentes  verticales  de  telle  façon  que  I  soit  milieu  de 
PK,  D  le  milieu  de  PH.  La  figure  1  indique  la  forme  géné- 
rale du  lieu. 

(2)  x  >  o  et  y'  =  o.  Le  point  P  est  sur  l'axe  des  X.  Les 
deux  tangentes  horizontales  se  sont  confondues  et  on  a  la 
figure  2. 

(3)  x  =  o  avec  y'  >  o.  Le  point  P  est  sur  l'axe  des  OY. 
La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes,  le 
point  O  est  centre.  La  figure  3  indique  la  forme. 

(4)  x   =  o  avec    y'  =   o.  Le  point  P  est  au  centre.  La 

courbe  offre  en  ce  point  un  point  double  dont  les  tangentes 

sont 

x2        y2 


(t+Wt-D- 


c'est-à-dire  les  diagonales  du   rectangle    construit  sur  les 
axes  de  l'ellipse.  La  figure  4  rend  compte  de  la  forme - 


X' 


x    x 


Y'  Y 

fig.  3.  Fig.  4. 

(  x'  <  a 

Deuxième  cas.       P  =  o    ]  x  =  o 

(  x  =  a 
1°    Le  point  P  est  quelque  part  sur  l'ellipse  x    <  a,  l'é- 
quation se  réduit  à 

xx      .     y3 


a* 


+  ir-  '   =oi 


—  M  — 

c'est  donc  le  cas  de  deux  paraboles  superposées; 


y1  xx 

Elle  a  son  axe  sur  XX',  et  son  sommet  a  pour  abscisse 

a2 


x  = 


x 


c'est  le  pôle  delà  droite  EF,  par  rapporta  l'ellipse  (fig.  o). 
2°  x  =  o.  Le  point  P  est  en  B  sommet  de  l'ellipse.  Le 

(t         V 
lieu  se  réduit  a  I  -ç?  —  i  y  =  o 

Ce  sont  les  deux  tangentes  en  B  et  B'. 
3°    x  =  a.  Le  point  P  est  en  A 
x     .    if 
a         o* 
est  une  parabole,  son  sommet  S  est  en  A,  elle  est  donc  tan- 
gente à  l'ellipse  en  ce  point. 


Ji    £- 


Fig.  o. 

Troisième  cas. 


Fig.  6. 


p  >  o     y'2  =  b%\ 
(  y'2  >  à*  ( 
(x'  <  a 
Première  hypothèse.        y'*  <  b2  jx'  =  a 

(x'  >  a 
ce  qui  veut  dire  que  le  point  P  est  compris  entre  les  deux 
tangentes  y  =  -+-  6. 
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1°         y'  <  b  avec  x  <«.  Le  point  P  extérieur  à  l'ellipse 
reste  dans  le  rectangle  des  axes.  En  se  reportant  à  ce  que 
nous   avons    dit  sur  les   différents   points  remarquables  et 
l'appliquant  on  obtient  la  courbe  (fiff.  6)  dans  laquelle 
(  PI  =   IK 
|  PD  =  DH 
les  points  M  et  N  sont  sur  les  tangentes  à  l'ellipse  menées 
par  P.  Nous  devons  faire  remarquer  qu'il  y  a  des  branches 
infinies  sans  qu'il  y  ait  d'asymptotes  (droites  asymptotes). 

2°  y'  <  b  avec  x  =  a.  Les  points  de  tangence  du 
croissant  avec  l'ellipse  se  confondent  en  A,  ce  que  montre 
la  figure  7. 

3°  y  <  b,  x  >  a.  Les  points  de  tangence  devien- 
nent imaginaires  (on  l'a  vu  lors  de  la  discussion)  et  l'équa- 
tion est  interprétée  par  la  figure  8. 


Fig.7. 
Deuxième  hypothèse. 


Y' 

[Fig.  8. 

I  x'  <  a 
y'2  =  ba  <  x'  =  a 

1  x'  >  a 
L'équation  s'écrit 

£l  (KL  _  x  V 

as   \  b2  )       \b 

y  =  qz  6  font  partie  du  lieu  et  il  reste  la  parabole 

1       I  b2XX'  7  2    (X    '  I  \ 

1°       Dans   le  cas  général  y'  =  b,    x  >  a.  La  parabi'< 


.'/'2  \  /  U1  |      œx)\ 
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ne  touche  pas  l'ellipse  ;  ses  branches  se  dirigent  du  côté 
des  X  négatifs. 

2°  Dans  le  cas  de  y'  —  b  et  x  =  a,  son  sommet  est 
au  point  A. 

3°  Dans  le  cas  de  x  <  a,  son  sommet  (toujours  donné 
par  l'intersection  de  la    tangente  menée  par  P  à  l'ellipse, 


Fig.  9. 

avec  l'axe  des  x)  est  à  droite  de  A  et  la'parabole  est  bitan- 
gente  à  l'ellipse  (fig.  9). 

Y 


\     \ 


Fig.  a.  Fig.  18. 

Remarque.  —  Dans  ce  cas  de  y*'  =  b'2,  il  y  a,  comme 
nous  L'avons  déjà  dit,  un  point  d'intersection  du  lieu  avec 
l'axe  OX  rejeté  h  l'infini. 
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Troisième  hypothèse.      y'2  >  b2. 

Le   point   se  trouve  en  dehors  des  droites  :  y  =  Hh  b,  on 

33'  =  o 

x  >  a 

x  =.  a 

x'  >  a 

1°       y'  >    b    avec    ce'  =  o.     La    courbe  est  symétrique 
par   rapport  aux  deux  axes  ;  les  deux   tangentes  verticales 


peut  avoir 


y'2  >  62 


x 


Fig.   13. 

données  par  la  discussion  du  radical  sont  imaginaires.  En 
se  conformant  aux  conclusions  diverses  que  nous  avons 
tirées  sur  ce  cas,  nous  obtenons  la  courbe  de  la  figure  10. 

2°  y  >  b  avec  x  <  a.  Les  points  de  tangence  avec 
l'ellipse  existent,  ce  qui  donne  la  forme  delà  figure  11. 

3°  y  =b  avec  x  =  a.  Les  points  de  tangence  se  con- 
fondent en  A,  ce  qu'indique  la  figure  12. 

4°  y'  =  b  avec  x  >  a.  Les  points  de  tangence  sont 
imaginaires  (fig.  13). 
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THÉORÈME  DE  TAYLOR 

Par  II,  P.  Mansîon.  professeur  à  l'Université  de  Gand. 


On  peut  résumer  les  recherches  des  géomètres  sur  la 
démonstration  (*)  du  théorème  de  Taylor,  pour  une  fonction 
f(x)  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  la  ne  de  x0  à  X, 
sous  la  forme  suivante  facile  à  retenir  : 

I.  Reste  exprimé  au  moyen  d'une  intégrale  définie.  —  Posons 

F(x)  =  fCZ)  -  [f(x)  +  ~^  f\x)  +    (X  ~2X)t  f'W 
+  . . .  +  -i jl — -  f  (»-<>  (x) 

i.2...  (n —  j)  'J 

ce  qui  donne,  comme  on  le  trouve  sans  peine, 

(Y  V)  n~\ 

Y\x)  =  -  J —7 />(»)(oï), 

i  .2.3...(n  —  i) 

F(X)  =  o 

FM  =  W  -  [f(x0)  +  £=^W  +  (X~*o)2  riXo) 

i .  2 . . .  (n  —  i  )  J 

Mettons  ces  valeurs  dans  l'identité  : 

F  (X)  —  F  (x0)  =   fX   F'  (as)  dx 

et  transposons  quelques  termes.  Il  viendra 

f(X)  =  f(x0)  +^^1  ffa)  +   (XTJ°)8    r(ro) 

+  '--+(,X27^-"|,A,'-,)^)  +  ^t 

^(X-cc)»-- 


J   .r0I.2...(n  — i) 


(•)  Nous  disons  la  démonstration,  parce  qu'en  réalité  toutes  les  démonstra- 
tions proposées  se  ramènent  à  celles  qui  sont  exposées  ici;  et  celles-ci  elles- 
mêmes  sont  équivalentes  entre  elles;  car  le  théorème  de  Rolle  se  déduil  aisé- 
ment de  l'égalité  (1),  et  la  seconde  l'orme  du  reste  de  la  première,  quand  on 
songe  qu'une  intégrale  définie  est  une  limite  de  somme. 
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c'est-à-dire  le  théorème  de  Taylor  avec  la  forme  du  reste  de 
Laplace. 

IL  Reste  exprimé  sans  intégrale  définie.  —  Il  suffit  d'appli- 
quer le  théorème  de  Rolle  :  «  Entre  deux  racines  x0,  X  d'une 
équation  y(x)  =  o,  il y  a  une  racine  de  V équation  dérivée 
cp'(x)  =  o,  si  tp(x),  <pYx)  sont  des  fonctions  continues  de  x0  àX  », 
à  la  fonction 

<p(ac)  =Fû5+  (X—  x)pV, 
où  p  est  un  exposant  positif.    P   une  constante   telle    que 
cp(a?0)  =  o.  On  arrive  ainsi,  par  des  calculs  assez  simples,  à 
la  formule 

f(X)  =  f(x0)  +  X  ~  X°  /'(*.) 

(X-œ*  ^(l_9)„_p(   ) 

I  .    2  .  .  .    n      p 
xx  =  x0  -f-  6  (X  —  x0)  étant  une  racine  <p'(x)  =  o,  intermé- 
diaire  entre  x0  et  X.  La  forme  de  Rn,  trouvée  ici,  due  à 
M.  Schlomilch,  donne  le  reste  de  Lagrange,  si  l'on  y  fait 
p  =  n,  le  reste  de  Gauchy,  si  l'on  y  fait  p  =  i . 


THEOREME  D'ARITHMETIQUE 

Par  M.  F.  Landry. 


A  la  page  5  de  son  second  supplément  à  la  Théorie  des 
nombres,  ayant  pour  objet  le  dernier  théorème  de  Fermât, 
Legendre  démontre  que    si  a  -f-  b   ne  contient   pas  le  fac- 

Qn  _)_  frn 

teur  n,  le  quotient ■— - —  est  premier  avec  a  -f-  b,  et  que 

si  a  -f-  b  contient    le  facteur  n  à  la  puissance  v,  le  nombre 
an  _j_  0n  contient  ce  même  facteur  à  la   puissance  v  -f-   i . 

d'il    _|_    1)71 

Dans  ce  dernier  cas,  le  quotient  — ; — ; — —■  est  premier  avec 

n  (a  -f-  b) 

a+  b. 


Le  nombre  n  est  un  nombre  impair  quelconque  ;  a  et  h 
sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  et,  par  suite,  avec 
a  -\-b. 

Legendre  procède  en  divisant- a" '-f-  bn  par  a  +  &■  Voici 
une  autre  démonstration  : 

On  pose  a  =  a  -\-  b  —  h  et  on  développe  (a  -f-  /;  —  6)"  par 
le  binôme,  en  prenant  r/  -f~  6  pour  premier  terme.  On   trouve 
a"  -f-  b"  =  (a  -f  6  —  b)n  +  6" 

=  (a-f-&)  n  —  n(a -f-  b) n  -  '  6  -f  . . .  -f  n{a -\-b)bn~  *, 
puisque  —  bn  détruit  -j-  bn  . 

Il  n'y  a  plus  qu'à  conclure  en  supprimant  le  facteur 
commun  (a  -f-  b  ou  n(a  +  b)  ). 

Il  est  clair  que  les  mêmes  principes  ont  lieu  pour  a"  —  b" 
et  a  — b,  puisqu'il  suffît  d'écrire  —  b  au  lieu  de  -f-  6  dans 
an  -f-  bn  et  a  -f-  6. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Quelle  est  l'expression  la  plus  générale  des  polynômes  du  troi- 
sième degré  qui  pour  les  valeurs  x  =    [,  x  =  o  et  x  =  —  i 

prennent  les  valeurs  respectives  i,  —  i  et  2? 

Nous  formerons  d'abord  le  polynôme  unique  du  deuxième 
degré  qui  pour  les  trois  valeurs  de  x  données,  prend  les  trois 
valeurs  i ,  —  i  et  2. 

Soient  I';.  U2,  U3  les  trois  valeurs  données;  si  Xl5  X2,  X3 
sont  trois  polynômes  du  deuxième  degré  en  x,  le  polynôme 

X  =  U,  X,  +  u2  x2  +  u,  x3 

satisfera  aux  conditions  données  si  on  assujettit  X15  X,,  X, 
aux  conditions  suivantes  : 

Pour  x  ==  i,         Xt  =   i ,     X2  =  o,    X3  =  o 
Pour  x  =  o,         Xt  —  o,     X,  =  i,    X8  =  o 
Pour  x  ==  —  i,     Xt  =  o,     X2  =  o,     X8  =  i. 
En  vertu  de  ces   relations,  on  a  : 

Xt  =  \  (x  -f-  i)x,  et  i  =  AA  .  2 
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d'où  X4  =  x  (as  -f-  0* 

De  même      X2  =\  (x  —  i)  (as  -f-  i),  et  i  =  —  Xs 

d'où  x2  =  —  (x  —  i)  (x  -f-  0; 

enfin  X3  =  l3(x  —  [)  x,  et  i  =  2  Xa 

d'où  X8  =  —  ce  (as  —  i). 

Le  polynôme 

X  =  —  x  (x  -f-  i  )  -f-  (as  —  i  )  (as  -f-  i  )  +  as  (as  —  i  ) 

prend  ainsi  les  valeurs  i  pour  x  =  i,  —  i  pour  as  =  o,  et 
2  pour  as  =  —  i. 

Ce  polynôme  est  d'ailleurs  unique  de  son  degré;  car  deux 
polynômes  entiers  en  as,  du  degré  m,  qui  sont  identiques 
pour  plus  de  m  valeur  de  as,  sont  identiques,  quel  que 
soit  as. 

Gela  posé,  si  l'on  ajoute  au  polynôme  précédent  un  poly- 
nôme entier  en  as  du  troisième  degré  s'annulant  pour  as  =.i  , 
as  =  o  et  as  =  —  i  lequel  est  par  conséquent  de  la  forme 
m  (as —  i)as  (as  -f-  0»  ou  aura  l'expression  la  plus  générale 
des  polynômes  du  troisième  degré  satisfaisant  aux  condi- 
tions données. 

En  effet,  tout  polynôme  du  troisième  degré  satisfaisant 
a  ces  conditions  sera  totalement  déterminé  si  l'on  donne 
la  valeur  qu'il  prend  pour  une  quatrième  valeur  de  x  arbi- 
trairement choisie. 

Or  on  peut  toujours  choisir  m  de  manière  que  le  polynôme 

X{X+l)   -f    (as-  l){x  +  i)+x(x-i)  + 

m  (as  —  i  )  x  (as  -f-  i  ) 
prenne  la  valeur  considérée  pour  la  quatrième  valeur  attri- 
bué à  as. 

Ce  polynôme  et  le  proposé,  identiques  pour  plus  de  trois 
valeurs  de  as,  seront  alors  identiques  quel  que  soit  as,  c.q.f.d. 


Quand  une  équation  algébrique  a  toutes  les  racines  réelles,  la 
suite  des  dérivées  peut  remplacer  la  suite  de  Sturm,  c'est-à-dire 
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qu'il  y  a  autant  de  racines  comprises  entre  a  et  b,  b  >  a,  qu'il 
y  a  de  variations  perdues  quand  on  passe  de  la  suite  f(a),  f(a), 
f(a)  ...  fm(a)  à  la  suite  f(b),  f'(b),  f(b)  ...  fra(b). 

Si  l'on  prend,  en  effet,  la  transformée  en  x  -f-  a  de  la  pro- 
posée, cette  équation  nouvelle  admet  les  racines  de  la  pro- 
posée diminuées  de  a.  Soient  at,  a2,  ...  a;,  les  racines  de  la 
proposée  qui  sont  inférieures  à  a;  dans  la  transformée,  les 
racines  xt  —  a,  a2  —  a,  <xp  —  a  seront  négatives  ;  si  au  con- 
traire rt.p  +  ,  >  a,  «p  +  i  —  a  >  o  ;  donc  les  racines  de  la  pro- 
posée qui  sont  supérieures  à  a  donnent  dans  la  transformée 
des  racines  positives  ;  il  y  a  donc  m  — p  racines  positives  dans 
l'équation  en  x  +  a,  et  p  racines  négatives  ;  ces  racines 
étant  d'ailleurs  toutes  réelles,  comme  les  racines  a  elles- 
mêmes,    l'équation  f  (x  -f-  a)  =  o,  c'est-à-dire 

f(a)  -f-  xf  (a)  +  -±-  f"  (a)  +  . . .  +   1%fmMf  (a) 

doit  présenter,  d'après  le  théorème  de  Descartes,  p  perma- 
nences et  m  —  p  variations. 

De  même  l'équation  f(x  -f-  b)  =  o  présentera,  si  at,  a„, 
...  y.p  . . .  y.q  sont  les  racines  de  la  proposée  inférieures  à  b, 
q  permanences  et  m  —  q  variations. 

Donc,  en  passant  de  l'équation  f(x  -f-  a)  =oà  l'équation 
f(x  -f-  b)  =  o,  il  se  perd  m  —  q  —  (m  —  p)  variations, 
c'est-à-dire  p  —  q  variations,  ou  en  d'autres  termes,  un 
nombre  de  variations  égal  au  nombre  des  racines  comprises 
entre  a  et  b. 

Il  résulte  de  là  que,  si  toutes  les  racines  de  f\x)  =  o 
sont  réelles,  il  se  perd,  entre  —  oo  et  -f-  oc ,  m  variations, 
c'est-à-dire  que  les  dérivées  jouent  le  même  rôle  que  les 
fonctions  de  Sturm,  dans  le  cas  où  les  racines  sont  toutes 
réelles.  (Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  de 
Fourrier.) 

r^  -  XP    4-    XQ    I  -        -      .  , 

Décomposer    —, .,  .  „ — ; — -  en  fractions  simples,  n   et 

(x  —  i)3  (x*  -f-  i)  '  r 

q  étant  deux  entiers  quelconques. 
Le    procédé   de    la   division   appliqué  à  ce  cas  général, 
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lorsque  p  cl  q  ne  sont  pas  donnés  numériquement,  est  trop 
laborieux.  Nous  supposerons  donc  établie  préalablement  la 
possibilité  de  la  décomposition,  et  cela  posé,  nous  savons 
que  l'on  aura  identiquement 

xP  -\-  x'i  —  i  À  A[ 


(x  —  i)3  (x2  +  i)  (x  —  i)3      '      (x  —  i  )2 

J_  A2  ^  +  y         ,     Y 

-r  -f-  — s — ; h  A 

x    —    i  x-  -{-  i 

X  étant  un  polynôme,  partie  entière  du  développement, 
qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  pour  déterminer  A 
ku  A2,  M  et  N. 

On  déduit  de  cette  identité 

x?  _}_  xi  —  i  =  A(.r2  +  i)  +  At(œ  —    i)  (œ8  +   i) 
+   A2(,r— i)2  (^+i)+(M05+N)to—  i)3 

+  X(.r-i)3(a:2  +  i) 
Cette  relation  ayant  lieu  quel  que  soit  x,  faisons  x  =  i  ; 

nous   aurons   i    =  2A,  ce  qui  fournit  A  =  — •.  Prenons  les 

dérivées  des  deux  membres  ;  ces  dérivées  de  deux  quantités 
identiques  seront  elles-mêmes  identiques,  et  l'on  aura 

pxv  -  1  -f  qxri  -  '  =  2Asc-j-A1(œ2  +  l)  -f-  2\,(.r  —  I  )  (x2  -f  I  ) 

4-  . . .  +  A1(œ  —  1)  .  2x  -\-  k2(x  —  1  )2  .  2.;' 

les    termes  non   écrits   contenant    tous  x  —  1    en    l'acteur. 

Pour  x  =  1.  il  vient  p  -}-  q  —  1  =  2Al5  ce  qui   fournit  A,. 

p+q-i 
Ai  —  2 

Prenons  encore  les  dérivées  des  deux  membres  de  la  dernière 
relation;  les  résultats  continueront  à  être  identiques,  et  il 
viendra 

pip  —  1  )  xp  -  -  4-  cl{Q  —  0  ■?''  ~  '  —  2^  4~  2k±x 

4-   2A,(.r2-f    1)4-   ...4-    2Arr  4-  2A2(.r  —   1)  ix 

4-  2A1(œ  —  1;  4"  2A2(cc  —    1 1   2£C 

4-   2A,(x   —    i)2 

Pour  a-  =  1 .  il  vient 

p{p  —  ,)  4.  g(g  _  ,)  _  ,  _  2(p  _}_  r/  _  ,)  —  4A2 

ce  qui  fournil 


—  "2\  — 
A    _    p(p  —  i)  +  q(q  —  i  )  —  2(p  -f  g,  -f-  i 

4 
__    p2  +  y*  -  3(p  +  9)  +  i 

4 

Les  trois  premières  fractions  étant  trouvées,  on  obtiendra 
M  etN  en  faisant  successivement  dans  l'identité  primitive 
x  =  -j-  /  et  x  =  —  i. 

Pour  x  =  -f-  i',  on  a  ?>  -f  «ï —  i  =  (Mi  -J-  N)(/  —  i):i 

Pour  ce  =  —  i,  on  a  (—  ?>'  -f  (— *)«  —  i=(Mï-j-N) (—i—  i ):i 

Cela  revient  à  écrire  que  -f  i  et  —  i  sont  racines  de 
l'équation  ccP  -f-  a//  —  i  —  (Mo?  -f-  N)(cc  —  i)a=  o. 

Or  si  i  est  racine,  —  i  le  sera  également  (M  et  N  étant 
réels);  il  suffira  donc  de  considérer  la  première  équation 
qui  est  iv  -f-  /<?  —  i  =  2 (Mi  -f-  N)(ï  -4-  1  ) 

ou  iP  -f-  il  —  1  =  2(N  —  M)  4-  2 /(M  -f-  N). 

Cela  posé,  pour  terminer  la  question,  il  faudra  examiner 
les  diverses  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  la  parité  de 
p  et  q  relativement  au  nombre  4.  Il  serait  trop  long  de  les 
examiner  tontes  ;  mais  prenons-en  quelques-unes  pour 
exemples  : 

Soit  p  multiple  de  4,  (p  =  4//)  ;  q  peut  en  même  temps  être 
de  l'uue  des  formes  4c',  49  -f-  i>  4?  +  2,  4g '  -j-  3  ;  suppo- 
sons-le, pour  fixer  les  idées,  de  la  forme  47'  -f-  1  ;  on  aura 

i=  2(N  — M)-f  2«'(M  +N), 
égalité  qui  donne 

N  —  M==  o        et  M  -f  N  =  -^-; 

L'oti  N  =  —  etM  = —, 

4  4 

Soit /j  multiple  deA4,  -j-  1,  et  </  multiple  de  4,  -f-  3  ;  on 
aura  —  1  =  a(N  —  M)  -f  2i(M  -f  N); 

d'où.  N  +  M  =  o        et  N  —  M  = -, 

2 

c'est-à-dire  N  = et  M  =  — 

•      •    a  4  4 

et  ainsi  de  suite. 

Mn lin,  pour  avoir  X,  on  réduira  les  quatre  fractions  com- 
posantes en  une  seule;  on  retranchera  la  somme  de  la  frac- 


tion  proposée,  et  le  résultat,  qui  sera  un  polynôme  entier, 
sera  X. 

En  supposant  p  >  q,  X  est  identiquement  nul  si  p  <  5. 

C'est  une  quantité  numérique  si  p  =  5. 

Enfin  c'est  un  polynôme  si  p  >  5. 


En  considérant  la  série  harmonique 

1^2    ^    3    ^  ^   n   ^  n-f  i    ^ 

et  appliquant  à  cette  série  le  théorème 

Lim  ^±L  = 

Un 

en  a  lim 

ou 


=  Lim]/ 

*        =  lim  f  Z 

n  4-  i  '      n 


lim 


V- 


La  limite  de  i  H pour  n  infini  est  i  :  on  aura  donc 

n 


n    I      ' 

lim    1/  « 

7~ 
d'où  l'on  conclut  que  la  limite  de  y  n  pour  n  infini,  c'est-à- 

i 

dire  la  limite  de  x  x   pour  x  infini,  est  l'unité. 

On  a  demandé  aux  examens   de  trouver,   sans  recourir  à 

l'emploi  des   dérivées,  quelle  est   la  limite  de  l'expression 

xm 

pour  m  infini,  x  étant  un  nombre  fixe  donné,  et  p  un 

mP    l  >      r 

entier  positif  quelconque.  On  peut  appliquer  à  cette  question 

un  procédé  analogue  au  précédent. 

Si  l'on  considère  la  série 

_i_  _i l  _J l  ,    ,  4-   _ ! I ! L 


iP     '      2P     '      3p  nP      ■     (n-f-  i)p 


ou  a 


et 
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n  -|-  i  /  /  i   N 

i   -j-      n 


\/lT=  V—  =      ! 


HP 


I  I 

Par  suite,   lim =  ,„■ . ■ 

(î  +  —Y  lim  yn* 

et  comme  lim  (î  -\ j   =  î,     lim  y ni'    = 

Gela  posé,  observons  que 

xm  /       X       \m 


mP  >mv 


m  /  Jî 

La  limite  de  \  mt>  est  i  :  donc  la  limite  de  — =  est  x. 

v  |^ 

xm 
Il  en  résulte  que  la  limite  de  est  celle  de  xm;  si  donc 

x  est  >    î,  cette  limite  est  l'infini  ;  si  x  est  <  î,  elle  est  o; 

enfin  si  x  =  î,  elle  est  l'unité. 

xm 
La  question  de  la  recherche  de  la  limite  de r=estana- 

m\J  m 

x,n  J'"' 

logue  à  la  précédente;  car  -=  =  .    Elle    n'en    est 

m\J  m  — - 

m 
pas  un  cas  particulier,  puisque  nous  avons  supposé  p  entier. 
Mais  il  est  facile  de  se  convaincre,  en  répétant  le  raisonne- 
ment, que  la  démonstration  s'étend  sans  restrictions  au  cas 
ou  p  >   î   sans  être   entier.   Par  conséquent,    la   limite   de 

x 
— -  est  celle  de  xm,  c'est-à-dire  l'infini  pour  x  >  î,  o  pour 

m 

x  <   î,  et  î  pour  x  =  î. 


—  m  — 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1. —  On  considère  un  cercle  M,  un  diamètre  fixe  A, 
et  la  tangente  CC  à  l'extrémité  B  de  ce  diamètre  ;  par  \ 
point  A.  on  mène  une  transversale  qui  rencontre  le  cer$ 
en  D,  et  la  bissectrice  de  l'angle  DAB,  qui  rencontre  en! 
la  tangente  CC;  soit  0  le  centre  du  cercle  inscrit  au  tria- 
gle  ADB,  et  A  une  droite  perpendiculaire  à  AO  en  t 
point  0  ;  cette  droite  A  rencontre  le  cercle  décrit  de  B  comi? 
centre  avec  BH  pour  rayon  en  deux  points.  Démontrer  qi1 
le  lieu  géométrique  décrit  par  l'un  de  ces  points  est  u: 
droite,  le  diamètre  AB;  l'autre  point  décrit  une  stropkoïde.  . 
démontrera  cette  double  propriété  par  le  calcul  et  pars 
géométrie.  (G.  de  Longçhamps^ 

2.  —  Deux  paraboles  variables  sont  assujetties:  lci 
avoir  leurs  axes  parallèles  et  à  une  distance  donnée  l'une  3 
l'autre;  2°  à  se  couper  orthogonalement  en  deux  poin. 
Trouver  l'aire  minima  comprise  entre  les  deux  courbes. 

3.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  telle  que  b 
segment  intercepté  par  une  parabole  donnée  soit  maximu 
ou  minimum.  Le  problème  admet  trois  solutions.  Trouvera 
lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  deux  des  solutions  i 
confondent  :  ce  lieu,  du  quatrième  degré,  partage  le  plan  i 
deux  régions;  discuter  le  problème  lorsque  le  point  don!: 
est  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  régions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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COURBES  DIAMETRALES  ET  TRANSVERSALES 

RÉCIPROQUES 
Par  M.  «-.  de  Iiougchumiis. 


1.  — Nous  avons  déjà  exposé  dans  ce  journal  (*)  quelques 
applications  des  transversales  que  nous  nommons  réciproques, 
et  nous  avons  l'ait  voir  dans  l'article  que  nous  rappelons, 
comment  on  peut  au  moyen  de  ces  transversales  construire, 
par  un  procédé  commun,  les  tangentes  aux  courbes  suivantes  : 
Cisso'ide,  Strophoïde,  Conchoïde,  Lemniscate  ;  et  généralement 
à  toutes  les  courbes  que  nous  avons  appelées  conchoïdales  (**) 
et  nous  avous  fait  remarquer  à  ce  propos  que  les  quatre 
courbes  citées  ne  sont  en  effet  que  des  cas  particuliers 
d'une  génération  qui  les  donne  toutes  par  une  définition 
qui  dérive  de  celle  qui  a  été  imaginée  par  nous  pour  engen- 
drer les  conchoïdales. 

Pour  rendre  plus  facile  la  lecture  de  cette  note,  nous  rap- 
pelons que  nous  nommons  transversales  réciproques  deux 
droites  A,  A',  définies  ainsi  ':  Soit  ABC  un  triangle  et  A  une 
transversale  rencontrant  les  côtés  AB,  AG,  BC,  respectivement 
aux  points  G',  B',  A'  :  si  Von  prend  le  point  G  symétrique  de 
G'  pur  rapport  au  milieu  de  AB  et,  de  même,  B"  et  A",  il  ré- 
sulte du  théorème  de  Ménélaûs  et  de  sa  réciproque  que  les  trois 
points  h."  ,B"  ,C"  ainsi  construits  sont  situés  sur  une  même  droite 
A'.  Réciproquement,  si  l'on  donne  A'  et  si  l'on  répète  avec 
cette  droite  la  construction  que  nous  venons  d'indiquer,  on 
retombe  sur  ladroitc  A  et,  pour  ce  motif,  nous  avons  autrefois 
i        i  proposé  de  nommer  ces  droites  transversales  réciproque*. 

H.  — Cette  définition,  qui  suffi!  ù  l'intelligence  des  applica- 
tions nouvelles  que  nous  allons  donner,  étant  rappelée,  nous 
dirons  quelle   est,  à  notre  a\is.  la  définition  la  plus  géné- 

(•)  Année  1880,  u,  ±'±. 

(**)  Nouvelle  correspondance  mathématique,  1*7!',  p.  Hô. 

(***)  Annales  de  l  Ecole  normale  supérieure.  I.  III,  1867 
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raie  des  courbes  que  l'on  peut  nommer  courbes  diamétrales 
parce  qu'elles  se  rattachent,  mais  en   les  contenant  comme 
cas  particulier,  aux  courbes    habituellement  désignées  par 
cette  dénomination. 
Imaginons  trois  courbes  /',  cp,  ty,  situées  dans  le  même  plan 

et  une  droite  A  qui  est  mobile 
dans  ce  plan,  mais  en  res- 
tant constamment  tangente 


à  la  courbe  /';  A  rencontre 
o  en  un  point  A  et  •}  en  un 
point  B  ;  soit  I  le  milieu 
de  AB.  Le  lieu  décrit  par  ce 
point  I  est  ce  que  nous  nom- 
mons une  courbe  diamétrale, 
quand  la  courbe  f  se  réduit  à 
un  point  0. 

Dans  le  cas  particulier  où 
le  point  0  s'éloigne  à  l'infini, 
lorsque  les  droites  A,  en 
d'autres  termes,  semeuvent parallèlement  aune  direction  fixe,  et 
lorsque  les  courbes  cp  et  ty  se  confondent  avec  une  conique, 
le  lieu  du  point  I  est  une  droite  nommée  diamètre:  de  là  le 
nom  de  courbes  diamétrales,  que  nous  proposons  pour 
désigner  les  lieux  géométriques  engendrés  comme  nous 
venons  de  le  dire.  Ce  mot  est  employé  d'ailleurs, 
mais  dans  un  sens  plus  restreint  que  celui  oii  nous 
nous  sommes  placé.  Si  l'on  suppose  en  eiFet  que  le 
point  0  s'éloigne  à  l'infini  et  que  cp  et  ty  se  confondent 
en  une  seule  courbe,  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles 
à  une  direction  fixe  dans  une  courbe  donnée  F  de    degré  m 


Firj.  i. 


est,  on  le  sait,  une  courbe  de  degré 


m(m 


i) 


,  dite  courbe 


diamétrale.  Nous  proposons  donc  en  définitive,  et  pour 
éviter  la  création  d'un  mot  nouveau*  de  généraliser  celte 
définition  et  de  nommer  courbe  diamétrale  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  qui  s'appuient  sur  deux  courbes  données 
dans  un  plan  en  passant  constamment  par  un  point  fixe. 
$. — Nousallons  montrer  qu'on  peut  toujours,  avec  la  règle 


/Ç     /R 
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et  le  compas,  construire  la  tangente  en  un  point  donné  d'une 
courbe  diamétrale  :  il  est  sous-entendu  que  l'on  suppose  que 
les  tangentes  aux  courbes  cp  et  à  qui  ont  engendré  la  diamé- 
trale considérée  peuvent  être  tracées  elles-mêmes  avec  la 
règle  et  le  compas. 

Considérons    un    triangle   ABC,    et   une  transversale   A  ; 
prenons  BR'  =  AR  et  CQ'  =  AQ. 

Dans  le  triangle  AR'Q'  on  pourra  considérer  PQR  et  BC 
comme  deux  transversales  ré- 
ciproques de  ce  triangle:  on  en 
conclut  que  les  points  P  et  P' 
sont  symétriques  par  rapport 
au'milieudeR'Q'.  C'estcette  re- 
marque géométrique  que  nous 
allons  utiliser. 

4.  — Considérons  deux  cour- 
bes quelconques  ç  et  •!<  et  un 
point  fixe  0;  ayant  mené  un 
rayon  vecteur  OAB,  ayant  pris 
le  point  I  milieu  de  AB,  le  problème  que  nous  nous  sommes 
posé  est  celui  qui  se  propose  de  mener  la  tangente  en  I  au 
lieu  décrit  par  ce  point  quand  OAB  tourne  autour  du  point  0. 
Prenons  une  transversale  voisine  OA'B'  et  déterminons 
les  points  G  et  C  par  la  condition  BC  sa  OA,  B'C  =  OA';  les 
points  H,  H'  seront  symétriques  parrapport  au  milieu  de  CC 
Supposons  maintenant  que  les  points  AA'  se  rapprochent 
et  viennent  se  confondre,  nous  obtiendrons  à  la  limite  la 
figure  suivante. 

La  droite  AA'  devient  la  tangente  en  A  à  cp,  BB'  la  tangente 
en  B  a  |  ;  c'est-à-dire  les  droites  AT  et  BT  de  la  ligure  4.  Le 
point  C  reste  fixe  et  est  défini  par  la  condition  BC  =  OA. 
La  droite  HH',  et  par  suite  la  droite  II'  qui  lui  est  parallèle, 
prend  une  direction  telle  que,  p&ssant  parle  point  c,  elle 
soit  partagée  en  deux  parties  égales,  par  ce  point  et  Les 
droites  AT  et  BT.  Si.  par  conséquent,  on  construit,  connue 
L'indique  la  figure  1,  le  parallélogramme  CPTQ,  la  limite  dd 
11  ',  La  tangente  au  point  I.  par  conséquent  à  la  diamétrale,  est 
nue  droite  A.  menée  par  ce  poinl  et  parallèle  à  PQ. 


Fig.  2. 
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5.  —  Le  cas  où  les  cordes  considérées  restent  parallèles  à 
une  direction  fixe  doit  être  examiné  particulièrement,  car 
alors  le  point  G'  est  éloigné  à  l'infini  et  il  faut  montrer  com- 
ment la  construction  précédente  doit  être  modifiée. 


Firj.  5. 


Ficj.  4. 


.'  Supposons  donc  que  le  point  0  (fig.  4)  s'éloigne  de  plus  en 
plus  et  considérons  la  droite  TC  qui  passe  par  le  milieu  de 
PQ.  Menons  TC  parallèle  à  PQ,  les  quatre  droites  TC,  TC, 
TP,  TQ  forment  un  faisceau  harmonique.  A  la  limite  le  point 
0  étant  porté  à  l'infini  et,  par  suite,  le  point  C  lui-même 
s'étant  éloigné  à  l'infini,  la  droite  TC  a  pour  position  limi- 
tée une  parallèle  aux  cordes  considérées  menée  par  le  point 
T,  et  la  droite  TC  la  droite  conjuguée  harmonique  de  celte 
direction,  par  rapport  aux  droites  TP  et  TQ.  On  connaîtra 
donc  encore  la  direction  de  la  droite  II'. 

G.  —  Remarque.  —  En  appliquant  la  construction  précédente, 
il  faut  bien  observer  que  les  droites  BC  etOA  sont  égales  et 
dirigées  dans  le  même  sens.  Ainsi  si  le  point  0  est  situé  entre 
les  points  A  et  B,  il  faut  prendre  le  point  Cdans  la  direction 
BO  et  non  plus  dans  la  direction  OB. 
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PROBLEME  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


On  considère  deux  coniques  homothétiques,  tangentes  à  Ox,  à 
l'origine,  etdes  coniques  doublement  tangentes  à  chacune  d'elles. 
Par  un  point  fixe  P  de  Ox,  on  leur  mène  des  tangentes.  Lieu  des 
points  de  contact.  (Concours  académique  de  Poitiers.) 

L'équation  générale  des  coniques  bitangentes  à  deux  coni- 
ques données  S  =  o,    S'  =  o, 
est 

Q2  —  2a  (S  -f  XS')  -f  y.-P2  =0(7.) 
dans  laquelle  <j.  est  un  para- 
mètre variable,  X  une  des  raci- 
nes de  l'équation  en  À,  et  P,  Q 
deux  facteurs  linéaires  dont  le 
produit  est  S —  XS'. 

Cela  posé,  les  deux  coniques 
données  ont  pour  équations 

œs-f  Ay»  -f-2Ci/  =0/ 

x'1  -f-  A?/2  +  zQ'y  =  o)     {  ' 

L'équation  en  X  est 

1  —  X  o  o 

o        A  —  AX     C  —  XC 
o        C   —  XC  o 

ou  (i  —  X)  (C  —  XC')2  =  o 

Cette  équation    a   donc  une  racine  simple  X 


1    et  une 


double  X  = 


A  chacune  de  ces  racines  correspond  un  faisceau  de  co- 
niques bitangentes;  nous  allons  donc  les  considérer  suc- 
cessivement. 

Premier  faisceau  de  coniques  doublement  tangentes. 

La  valeur  X=  1  donne  PQ  =  2(C  — G')y,  nous  poserons 
P  =  2  (G  — C),  Q  =  y,   et  l'équation  générale  (a)  devient 

y*  _  v, ,.,-  4.  A^/2  4-  C-f  C'y)   ;    1;^  (C  -4-  C  >■  =  o.  (2) 
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On  peut  d'ailleurs  vérifier  cette  équatiou,  en  cherchant 
son  intersection  avec  x2  -j-  Ay2  -f-  2  Cy  =0;  on  trouve  la 
combinaison  [y  -f-  2\).  (G  —  G')]-  =  o.  De  même  avec 
x2 -\-  Ay2-\~  2,G'y  =  o  on  a  la  combinaison  [y  —  2y.(G — C')]2=o. 
Ge  qui  donne,  en  passant,  ce  théorème  :  Les  deux  cordes  de 
contact  d'une  conique  bitangente,  sont  symétriquement  placées  par 
rapport  à  Ox. 

Si  l'on  désigne  par  (/  la  distance  OP,  la  polaire  du  point 
P  aura  pour  équation 

4y.dx  +  2(x  (G  -f  G')y  —  4^  (G  —  G')2  =  o 
ou,  en  divisant  par  ;/., 

■idx  +  (C'  -f  G')  y  =  2<j.  (G  —  G')2.  (3) 

[Au  facteur  \j.  que  l'on  supprime,  correspond  pour  le  lieu 
y  =  o,  résultat  qu'on  pouvait  prévoir.] 

Remarquons  que  cette  polaire  reste  toujours  parallèle  à  une 
direction  fixe  quand  la  conique  (2) 
varie.  Gette  direction  peut  même 
être  construite  géométriquement.  En 
effet,  parmi  les  coniques  du  faisceau, 
se  trouve  le  système  des  tangentes 
communes  AB,  AG,  et  la  polaire 
correspondante  AD  se  construit 
avec  facilité.  Cette  remarque  nous 
sera  utile. 
Revenant  au  problème  proposé, 
le  lieu  s'obtiendra  évidemment,  en  éliminant  y.  entre  les 
équations  (2)  et  (3),  ce  qui  donne 

^(C  —  G')2  =  2(x2  +  Ay2  +  F-fÏÏy)  (2dx+  CT^y) 


ou  bien 


—  (2dx  +  G  +  G'//)2 


(x2  +  Ay2)  (2dx  -f  G  4-  C'y)  =  2(d2x2  —  Œ'y2).      (4) 
Le  lieu  est  donc  une  cubique    ayant   pour    point  double 
l'origine.  Nous  allons  discuter  ses  principales  formes. 

Premier  cas.  —  Les  deux  coniques  sont  des  ellipses,  c'est- 
à-dire  A  >  O.  Il  n'y  a  qu'une  asymptote  réelle,  parallèle  ù 
id.r  4-  (G  4-  G)  y  =  o. 

Si  G  <  o  et  G'  >  o  (fig.   <l),  l'origine   est  un    point  double 
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isolé.  Il  n'yapasde  courbe  à  gauche  delà  droite  2(te-J-C-f-C'?/ 

La  courbe  passe    au  point  P,    aux  points  de  contact  des 
tangentes  menées  de  P  aux  deux  coniques   données;    enfin 
au  point  A  défini  dans  la  remar- 
que faite  plus  haut. 

En  résumé,  elle  a  la  forme 
de  la  figure  \. 

Sil'onaùla  fois  G  <  o  C  <  o, 
c'est-à-dire  si  les  deux  ellipses 
sont  d'un  même  côté  de  O.r, 
l'origine  devient  un  point 
double  réel  dont  les  tangentes 
y  d 

—   = Sftrvnnt;i  si-pn- 

=*=  /CU- 
rer  le  plan  en  régions.  Le  lieu 
a  la  forme  2. 


Deuxième  Cas. 
A  <  o. 


Les  deux  coniques  sont  des  hyperboles  : 


Nous  aurons  encore  un  poinl  double  réel  ou  isolé,  Buivanl 
que  C(!  >  o  ou  <  o.  Le  plan  sera  séparé  en  régions  parles 
droites  a-'  -f-  \y-  =  o  (directions  asymptotiques  «les  hyper- 
boles),1 2(lx  —  (G  -|-  G')y  =  o,  et,  suivant  les  cas,  par  d*tr9 


=  GC  if.  Dans  ce  cas,  enfin,  les  trois  asymptotes  sont  réelles, 
les  deux  nouvelles  sont  parallèles  aux  droites  x-  -\-  A»/2  —  o. 


Troisième  Cas.  —  Enfin  supposons  qu'on   ait  donné  deux 
paraboles,  c'est-à-dire  A  =  o.  Alors  l'équation  (4)  devient 
x-[2dx  4-  C  +  C'y]  =  2(d2x-  —  CG'y*), 
Elle  présente  des  formes  analogues  aux  précédentes. 

Deuxième  faisceau  de  coniques. 
Occupons-nous    maintenant   de    la   deuxième    racine    de 

l'équation  en  X  :  À  =  —  .  Elle  donne 
(à 

PQ  =  (C  -  C)  (ce*  +  Ai/)  

=  (c  -  G)  (x  +  y\l  -  A)  {x  -  y\J  -  A) 
et  l'équation  (a)  devient 
,,,  ^  _j_  /ZÂp  _  2a  [(G  +  C")  (.7--  +  A,,2)  +  4  GC'y] 

-f-  (C  —  C)2  (a  —  y  Y  —  A)2  =  o  (S) 

ou,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  se  et  y, 
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JC»[C  —  G2   2—  <j.     C~+"G'   -f  a*] 

_  Ay«[C  —  G  +  2y.  (T+lf  -f  fx«]  -  oav/v'  —  A  LC7^ 

._  a2]  _  8^  GC  i/  =  o 
La  polaire  du  point  P  a  alors  pour  équation: 

dx [('i'  —  C'2  -  2;;.  (Tf~C'  -f  ;j-2]  —  y  [V  —  A(C  — G2 

—  i*2)  -f  4a  GG']  =  o 
ou      rfpi»  (œ  -f  y  \'  IÂ)  —  2  y.  [(C  -f  C')<fcc  -f  2CC'y] 
-f  ,/  (C  —  C)»  (x  —  1/  v/— A)=  o. 


Éliminant  <j.  entre  (o)  et  (6),  on  obtient  : 
[d(C  —  G)8  (œ«  =  At/«)  //  \/— A]* 
=  !  d(x  +y\?  TTÏj  [(C  +  C')(x-*  +V)  +  4  COfl 

-  (œ  +!//-  A)2  [G  +  G'  dx  +  2  CCy]  j 
|  çry  —  C)« ,.,.  _  ,j  vTZ~A)2  [,c  +  G')  dx  +  zGC't/] 

_  d(c  _Gr  (a>-yv/^rÂ)[(C  +  C')(a;»  +  Ay>)  +4  GG'y]  ; 
ou,  en  supprimant  le  facteur  (G'  —  C)1  (.'"  -f-  A//-), 

JUl'HWi     i>F    mm  il.    M'ic.    1H82,  -J. 
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—  Ady  (C  —  G)2  (x2  +  A?/2) 

m  j  d(C  +  G')  (x2  +  A</2)  +  4dœ'y 


—  («  +  //  V  —  A)  tc  +  G'  rfcc  +  2GG'/y] 


j  (iX.  —  v  v/  -  A)  LG  +  G'  tfc  +  aOC'y] 

—  d(C  +  G')  (œ2  4-  ky*)  —  4dGG';/  j 
On  peut  encore  supprimer  le  facteur  y*  : 
Ad*  (C  —  G)2  (œ2  +  A;/2)  =  A  [dx  G  +  C'  -f  2GG'//]2 

-j-  [Àdi/  (G  +  G')  —  2GG'cc  +  4  dGG']2 
ou,  enfin,  toutes  simplifications  faites, 

(x*  -j-  A//2)  (Ad2  +  GC')  +  2At/2  (G  +  G')  y 

—  4  dCC  (x  —  (I)  =  o  , 
la  seconde  partie  du  lieu  cherché  se  compose  d'une  conique 
homolhétique  aux  proposées. 


QUESTION  354 


1 .  —  Posons 

bu 

et  considérons  le  carré 


■+T  +  T+-+T 


A 


I    I 

1 

1 

2      3 

4 

// 

I     I     I 

1 

2    3    4 

// 

1     1 

1         1 

3    4 

n        2 

1         1 

1 

1 

n        2 

3 

n  —  1 

B 

où  les    termes  de   la  série  harmonique  sont  écrits  d'après 
une  loi  que  la  figure  rend  évidente. 
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La  somme  des  nombres  renfermés  dans  ce  tableau, 
nombres  comptés  par  colonnes  horizontales  ou  colonnes 
verticales,  est  évidemment 

nSn  ; 
si,  d'autre  part,  on  les  compte  par  tranches  parallèles  à  la 
diagonale  AB,  on  trouve  que  chacune  de  ces  tranches, 
jusques  et  y  compris  la  diagonale  AB,  donne  un  résultai 
égal  à  i,  ce  qui  fait  une  somme  égale  à  n,  a  laquelle  il 
faut  ajouter  les  tranches  qui  suivent  AB,  lesquelles  sont 
respectivement 

n  —  i        n  —  2       /(  —  3  2  i 

i  2  3  n  —  2       n  —  i 

On  ;i  donc  l'identité,  facile  à  vérifier  directement, 

2 


r  n  —  i  n  —  2 

nSn  =n  -+-\ U  .  . 

L        I  2 


n  —  2 


"2.  —  Posons  n  t=  2p. 

Le    crochet   renfermera    2/)  —  1  fractions:    l'une    d'elles, 

celle  du  milieu,  est  égale  à  —  =  1  et  l'on  peut  écrire,  eu 

P 

groupant  168  fractions  à  égale  dislance  des  extrêmes. 

(         1P  ~  '    + 


2})—   I 


2p  .  Sip  =    2/i    -f    .    +     {  ^  2  ^     2j)  —  2 


+  P-^-+  " 


P  —    I  p  +   ] 

Or.  on  a  identiquement,  quel  que  soi!  ce, 

2/^  ~  •''     ,         •'•  _    (2/>  — ./)- -L  œ-    _        4//-' 


2p  X  M2}>  —  X)  .r\lp  —  X) 

2pSip  =  2p  -f  1  -f  4p"  [- 


dou 


I   .  (2J)—    1  I 

+  ,lJf '-„  +  •••+  ,p-, !,,,+  , il--"--"- 
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3  r  i 

OU  S2p  = \-   2p\ r 

■ip  L  1  .  (2/J  —   l) 

4- ! j_  + ! 1 

2(2p  —  2)        '      '       (P—    0(P+   0  J 

-*i.  —  Reprenons  l'identité  (1)  et  supposons  maintenant 

n  =  2p  -f  i . 
11  viendra 


ri» 


(2p  +    [)S2p+,  =  (2p  +  i)  -f  2  2p    —    I 

+ 

i    /H-  i   +       P      . 


P  P  +  ^ 

et,  en  vertu  de  l'identité. 

2p  —  (■*■  —  i  )     , -r  _         (2p+  D!         _  2 

a:  2/j  —  (.r —  i)  .r  (2p —  x-\-  i) 

ou  trouve 

S2p  +  i  = îj h  (2?  +  0  [ h  — 7— r 

3p  +  I  L  i    .    2/;  2(2;)  —  1) 

11  est   remarquable   que,  dans    celte    formule,   le    terme 
-  disparait  et  l'on  trouve,  après  cette  simplification. 


2p+] 

une  nouvelle  forme  de  Sip,  savoir  : 

=  hp  +  '  '  [ttij  +  2 .  (2f  - ./  +  -3âF=^T 
+  •••'+ âFFôl 

formule  plus  simple  que  la  formule  (2)  et  qui  permet  de  cal- 
culer les  2p  premiers  termes  delà  série  harmonique  par  une 
série  de  p  termes  seulement. 

4.  —  Cette  formule  peut  d'ailleurs  se  tirer  directement  de 
la  série  harmonique. 

Prenons,  en  effet,  deux  termes  de  cette  série  : 
1  t 

7.  '    2}t  —  (y.  —  r)  ' 


,  I 

également  éloignes  des  extrêmes,  ï  el . 

°  2/) 

On  a.  identiquement, 

J_      , I        '  _  3/J  +    I 

-/  2/J  —  (a  —  I  )       "    a(2p  —  a  -f-  i  ) 

Faisons  dans  cette  identité  successivement 
oc  =  ï s     k  =  2,  . . .  a  =  p. 
et  en  ajoutant  on  retrouve  la  formule  (4). 

">.  —  On  peut  donner  à  l'identité  (4)  une   forme  assez,  re- 
marquable. 
On  a,  en  effet. 

ï  ï  /  ï  \ 


1.2/)              2  ^ 

I                           I 

2(2/)  —   Il              2 
I                           I 

W  - 1  / 

3(2/9  —  2)              2 
I                           1 

\  ?p  —  3  / 

(    l    \ 

4(2p— 3)         2 

y  4P  —  6  y 

Les  nombres  1,  3.  6,  ..  .  qui  apparaissent  dans  ce  tableau, 
sont  les  nombres  de  la  seconde  colonne  du  triangle  arith- 
métique de  Pascal,  c'est-à-dire 
na     na     p2 

Je  dis  que  la  loi  soupçonnée  ici  est  générale. 
En  effet,  si  l'on  a 

1 

2  7.  (2/) 2  7. -f-   I  I' 

on  pourra  écrire 

1 


2  7.(2/) 2  7. -f-    I)  2    \2pa 

et  comme 

27(27—1) 
I  w7.  ., 

on  a  bien 


( ! |. 

\  2/) 7.  —  2  7--f-  y 


2  7.  (  2//  —  2  7.   -f-    I  )  2    \2/)7  —  (  j| 


.7 
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Dans  l'autre  cas 


(27.  -f-  I.)(2/>  —  2a) 

on  écrira 


(2a-|-  i  )  (  2p  —  2a )        2  \(2a  -j-  i  )  p  —  2  a2  — 7. 
et  comme 

I'2    ,  (27.  4-1  )  27. 

l-'ja+i     =a     IJ —  2a2  4-  h, 

o 

on  a  encore 


<2a-fi)(2yj—  27.)  2    \(a  +  i)p— g^h 

la  loi  est  toujours  vraie  et  l'on  arrive  à  l'identité 

qui  coustitue  une  forme  commode  pour  le  calcul  des  2/)  pre- 
miers termes  de  la  série  harmonique. 

(A  suivre.) 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TRILINEAIRES 

ET    LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  ■•:.  .P.  Boqucl. 


Nousnousproposons,dansce  travail,  d'établirlesprincipales 
formules  relatives  à  l'emploi  d'un  système  particulier  de  coor- 
données, dont  les  applications  sont  très  nombreuses,  et  de 
montrer,  par  un  certain  nombre  d'exemples,  le  parti  que  l'on 
en  peut  tirer  dans  l'étude  de  la  géométrie.  L'importance  de  ce 
système  de  coordonnées  tient  surtout  à  ce  qu'il  est  l'expres- 
sion analytique  d'une  des  méthodes  des  plus  fécondes  de  la 
géométrie  moderne,  la  transformation  homographique,  dont 
M.  Chasles  a  tiré  de  si  beaux  résultats,  et  nous  nous  effor- 
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cerons,  dans   le   cours  de  cette  étude,  d^  mettre  en  lumière 
cette  signification  géométrique. 

Définition  des  coordonnées  trilinéaires.   —  Considérons  dans 
un  plan  un  triangle    fixe  ABC;  un  point  quelconque  M  du 


plan  sera  défini,  dans  le  système  de  coordonnées  que  nous 
allons  étudier,  par  trois  quantités  y.,o,  y,  qui  sont  les  distances 
du  pointeaux  trois  cotés  du  triangle  ABC,  multipliées  par  des 
nombres  positifs  constants  arbitrairement  choisis,  À,  <j..  /. 
que  l'on  prend  souvent  égaux  à  l'unité. 

Les  quantités  a,  6,  y  sont  ail'ectées  d'un  signe  que  l'on 
fixe  par  la  considération  suivante  :  chacune  d'elles  est 
regardée  comme  positive  ou  négative,  suivant  que  le  point 
M  est  situé  par  rapport  au  côté  dont  cette  quantité  dépend 
dans  la  même  région  du  plan  que  le  sommet  du  triangle 
qui  est  opposé  à  ce  côté,  ou  dans  la  région  différente. 

Si  donc  on  éeril 

■/  =  >..  Ml',     6  =  |x.MQ,     y  =  v.MR, 
les  signes  des  quantités  a,  6,  y  ne  sont  pas  mis  en  évidence. 
et  chacune  d'elles  emporte  avec  elle  son  signe  particulier. 

Dans  la  première  figure,  il  est  clair  que  les  trois  quantités 
y.  S,  y  sont  positives;  dans  la  seconde,  les  quantités  «  et  6 
sont  seules  positives,  la  quantité  y  est  au  .contraire  négative, 
puisque  le  point  M  cl  le  sommet  C  opposé  au  côté  AB  dont 
dépend  y  sont  dan-;  des  régions  du  plan  différentes  par  rap- 
port à  AI!. 

Les  quantités  x,  '>.  y,  ainsi  définies  en  grandeur  et  eu 
signe,  se  nomment  les  coordonnées  trilinéaires  du  point  M;  le 
triangle  ûxc  ABC,    auquel  elles  sont  rapportées,   est  dit  le 

triangle  de  référence ,'  ses  côtés  s'appellent  [Qëa&eëde  référence 
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et  les  nombres  constants  A,  ;/.,  v  portent  le  nom  de  paramètres 
de  référence. 

Relation  entre  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  même  point. 
—  Les  trois  coordonnées  a,  6,  y  d'un  point  M  ne  peuvent' 
évidemment  pas  être  toutesles  trois  arbitrairement  choisies; 
car  le  triangle  et  les  paramètres  de  référence  étant  fixés,  et 
deux  seulement  des  trois  quantités  oc,  S,  y  étant  données  en 
grandeur  et  en  signe,  le  point  M  est  parfaitement  déterminé 
sans  la  moindre  ambiguïté,  par  l'intersection  de  deux  droites 
menées  parallèlement  aux  deux  axes  de  référence  auxquels 
se  rapportent  les  deux  coordonnées  connues.  Dès  lors  la 
troisième  coordonnée  étant  par  cela  même  déterminée,  il  doit 
y  avoir  une  relation  analytique  entre  les  trois  coordonnées 
d'un  même  point. 

En  vertu  de  la  convention  faite  sur  les  signes  des  coor- 
données trilinéaires,  cette  relation  s'obtient  en  exprimant 
que  l'aire  du  triangle  de  référence  est  égale  à  la  somme 
algébrique  des  aires  des  triangles  BMC,  AMC,  BMA. 

Soient  a,  b,  c  les  longueurs  des  trois  côtés  BG,  GA  et  AB 
du  triangle  de  référence;  on  a  ,  dans  le  cas  de  la  première 
figure,  où  les  trois  coordonnées  trilinéaires  du  point  M 
•sont  positives, 

BMC  +  AMG  -f  BMA  =  ABC 

v    ,•                    <lx     .     °r'J     ,     CY 
c  est-a-dire  — : 1 '■ 1 =  20. 

À  [J.  V 

Dans  le  cas  de  la  deuxième  figure,  où  la  coordonnée  y 
est  négative,  on  a 

BMC  -f  AMC  —  BMA  =  ABC; 

la    longueur  MB  étant  alors  égale,  non  pas  à  — ,  mais  bien 

v 

à -,  il  vient 

v 

flot  lir;  /         v  \ 

—  +  -£-  — c(— I-WaS 

c'est-à-dire  encore       — — -  -J ■ — j =  2S. 

A  'j.  '/ 

Cette  relation  entre  les  trois  coordonnées  trilinéaires  d'un 
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même  point  est  donc  générale,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  M  dans  le  plan. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  les  paramètres  de 
référence  égaux  à  l'unité,  X  =  i*  =  v  =  i,  c'est-à-dire  ou 
l'on  prend  pour  coordonnées  trilinéaires  les  distances  elles- 
mêmes  du  point  M  aux  trois  côtés  du  triangle,  affectées  des 
signes  fixés  par  la  convention  que  nous  avoas  fait  connaître, 
la  relation  entre  les  trois  coordonnées  d'un  point  devient 
m  -f  6p  +  cy  =  2 S. 

Si  enfin   l'on  observe    que  l'on    a   entre  les  éléments   du 
triangle  de  référence  la  relation 

a       _       b       _       c       _  oR 
sin  A  sin  B  sin  G 

ou  R  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  la 
condition  entre  a,  S,  y  prend  la  forme 

7.  sin  A  p  sin  B  y  sin  C  S 

+  " " T 


X         '  |&         '  v  R 

et    dans    l'hypothèse  X  =  u.  =  v=i,  la  forme 

S 

a    sin    A-j-  p  sin  B  -f-  y  sin  G  =        . 

Passage  des  coordonnées  trilinéaires  aux  coordonnée*  carté- 
siennes, et  transformation  inverse  des  coordonnées  cartésiennes 
en  coordonnées  trilinéaires.  —  Connaissant  l'équation  d'une 
ligne  quelconque  en  coordonnées  cartésiennes,  on  veut 
avoir  l'équation  de  la  même  ligne  en  coordonnées  trili- 
néaires par  rapport  à  un  triangle  de  référence  donné,  ou  Lien 
on  peut  avoir  intérêt  à  faire  l'opération  inverse  ;  il  faut  donc 
se  procurer  des  formules  pour  cette  transformation. 

Supposons  que  les  coordonnées   cartésiennes  soient  rec- 
tangulaires,   et   donnons-nous   le  triangle  de  référence    du 
système    trilinéaire   par   les   3    équations   de  ses  côtés    par 
rapport  aux-axes  des  cordonnées  cartésiennes. 
(BG)    \.r  -f-  B//  -f  G  =t  o 
(GA)    A'as-j-  B'y  -j-G'=  o 
(AB)    A."x+  B"y-j-G"=  o 
nous  >;i\ uns  que  l'on   a 
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MP  ^  Ax  +  °y  +  G     Mn  _    A'.r  +  By  +  C 


±V   A.2  +  B2  ±  y/  A'2  +  B  2 

^.^-hir  +  cr 

±K  A"2  H-  B"2 
et,  par  conséquent,  X.;x,v  étant  les  paramètres  de  référence, 
on  aura 

«ss  X  MP    ss       ,     .  =   (Aa;  4-  B*/  +  0) 

±\/  A2-f-B2 

p  =  |x.  MQ  =  V-  (A'x  +  B'y  +  C) 

±  V  A'2  -f  B'2 

y  =  v.  MR  =  v  (A".r  +  B"u  +  C"). 

±  V   A'"2  +  B"2 

Pour  que  ces  formules  puissent  servira  la  transformation, 
il  faut  que  les  coordonnées  a, S, y  soient  affectées  des  signes 
convenables,  c'est-à-dire  conformes  à  la  convention  faite. 

Or,  il  suffit  évidemment,  pour  cela,  que  les  coordonnées 
trilinéaires  a,  [3,  y  soient  positives  quand  le  point  M  est  à 
l'intérieur  du  triangle  de  référence.  On  pourrait,  pour  arri- 
ver à  ce  résultat,  disposer  des  signes  des  radicaux  ;  mais, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  il  y  a  intérêt  à  regarder  ces 
.radicaux  comme  positifs;  alors  on  écrit  convenablement  les 
équations  des  côtés  du  triangle  de  référence.  Par  exemple, 
si  pour  un  point  (œy)  situé  à  l'intérieur  du  triangle,  la  fonc- 
tion linéaire  Ax  -j-  By  -)-  0  est  négative,  la  fonction  —  (Ax 
-f-  By  -f-  Cl)  sera  positive,  et  comme  on  peut  écriic  l'équa- 
tion du  côté  BC  à  volonté  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes  Ax  -j-  By  -j-  0  =  o,  ou  —  Ax  —  By  —  G  =  o,  on 
pourra  toujours  choisir  celle  de  ces  deux  formes  pour  la- 
quelle le  résultat  de  la  substitution  des  coordonnées  x  et  y 
d'un  point  intérieur  au  triangle  de  référence  sera  positif. 
Supposons  qu'on  ait  tout  d'abord  pris  cette  précaution,  et 
que  Ax  -f-  By  -\-  G  =  o  soit  la  forme  de  l'équation  du  côté 
BG  qui  satisfait  à  la  condition  ci-dessus;  a  est  une  quan- 
tité positive  quand  le  point  Mest  à  l'intérieur  du  triangle  de 
référence,  c'est-à-dire  dans  la  même  région  que  le  sommet  A 
opposé  à  l'axe  de  référence  BG,  el  la  fonction  Ax  +  B//  -f-  G 
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conservant  le  même  signe  pour  tous  les  points  de  cette  ré- 
gion du  plan,  tandis  qu'elle  prend  le  signe  contraire  pour 
les  points  de  l'autre  région,  la  coordonnée  %  aura  le  signe 
convenable  dans  la  formule 

x  =    ,      l  Ikx  +  By  +  B). 

y/ A2  +  B2 
Il  en  sera  évidemment  de  môme  de  |3  et  de  y,  les  équations 
des  deux  autres  côtés  du  triangle  de  référence  étant  écrites 
convenablement.  Sous  cette  réserve,   les    formules  établies 
plus  haut  seront  les  formules  de  transformation. 

Si  les  axes  des  coordonnées  rectilignes,  au  lieu  d'être 
rectangulaires,  faisaient  entre  eux  l'angle  0,  les  formules 
de  transformation  seraient  de  même 

*  Sin  °  /  k  r>        ,     rv 

v.  =  =^  (Aj*  -f  By  -f-  C) 

y/A2  +  B2  —  2AB  cos  8 

=  ,  sin  "  (A,  +.  B',  +  C) 

V  A's  -f  B'2  —  2A'B'  cos  6 

(V«  +  B'ï  +  OP) 


\l k"%  -f  B"2  —  2A"B"  cos  6 
XX  4-  By  +  G  =  o,  A'œ  +  B'i/  +  C  =  o,  A'ac  -~  B"y  +  C" 
=  o  étant,  bien  entendu,  les  formes  des  équations  des  axes 
de  référence,  telles  que  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions prennent  des  valeurs  positives  pour  les  coordonnées 
x  et  y  d'un  point  situé  à  l'intérieur  du  triangle  de  référence. 
Lorsque  le  point  M  (./.-,  y)  change  de  position  dans  le 
plan,  les  coefficients  des  fonctions  linéaires,  qui  ne  dé- 
prudent  que  de  la  situation  des  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence, lequel  est  fixe,  ne  varient  pas,  et  l'on  voit  que  les 
coordonnées  trilinéaires  d'un  point  quelconque  du  plan 
sont  égales  aux  produits  d'un  facteur  qui  reste  constant, 
quel  que  soit  le  point,  par  les  valeurs  que  prennent  les 
premiers  membres  des  équations  des  côtés  du  triangle  de 
référence  quand  on  y  remplace  x  et  y  par  les  coordonnées 
particulières  du  poinl  considéré. 

(A  suivre.) 
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QUESTION  264 

Solution  par  M.  M.  Dupuy,  élève  au  Lycée  de  Grenoble 


Démontrer  que   lorsque  u  est  un   entier  supérieur  a  5,  on  la 

double  inégalité 

n  V1  „  /  n 

>  i .  2 .  3  ...  n  >  — 

\  e 

n  n2  nn 

On  ae»=H ' r h  •  •  •  H ô 

'     i  i.2  i.2.3 ...  n 

et  il  esl  évident  que 

n" 


& 


i.2.3   ...  n 


d'où  1.2.3  . . .  n  >  (  —  ], 

ce  qui  démontre  la  deuxième  inégalité. 

—  Pour  démontrer  la  première,  je  dis  que,  si  pour   une 
certaine  valeur  de  n  on  a 


i.2.3...n  <(-!)"  (1) 


on  aura  aussi,  quand  u  augmente  d'une  unité, 

/  n  +  i  \n  +  * 
1.2.0.  . . .  n  (n  -j-r)   ~ 


En  eiïel,  si  on  a  (1),  on  a  aussi 

i.2.3  ...  n.  (n  H-  t)  <  (  — )  («  -|-  i), 


inégalilé,qui  subsistera  si  on  multiplie  le  deuxième  mem- 


(■+" 


bre  par  la  quantité  -       — — ,    qui    est     toujours     comprise 

entre  i  et  — ,  et  par  suite  plus  gronde  que  l'unité  quand  e 

varie  depuis   i  jusqu'à    ce. 
On  aura  ainsi  à  fortiori 


1.2.3 

c'est-à-dire 


c+o  <[(£)% +  oj^i 


a  +  i\»  + 


..2.3...»(«+.)<("-±-i) 


Or,  l'inégalité    (1)    est   vraie,  si    h  =  6,    donc    elle    est 

aussi  vraie  pour  tous  les  nombres  entiers   supérieurs   à  5. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Audrieu,à  Rouen;  Baron, 
ù  Sainte-Barbe. 


QUESTION  342 

Solution  par  M.  I'aol  Boulogne,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Par  un  des  points  d'intersection  A  de  deux  hyperboles  équi- 
latères  de  même  centre  0,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  les 
deux  courbes  aux  points  B  et  B'.  De  ces  points  on  abaisse  des 
perpendiculaires  BC,  B'C  sur  les  tangentes  aux  deux  courbes  au 
même  point  A.  Démontrer  que  si  l'enjoint  le  centre  aux  pieds 
GetC'de  ces  deux  perpendiculaires,  l'angle  COC  est  quadruple  de 
l'angle  des  asymptotes. 

(E.  Fauquembergue.) 

Lemme  I.  —  L'angle  des  tangentes  est  double  de  l'angle 
des  asymptotes. 

Soient  E  et  F,  H  et  G  les  points  oîi  les  tangentes  rencon- 
trent les  asymptotes.  D'après  une  propriété  bien  connue  . 
AE  =  A  F,  et  AG  =  AH.  Or  ces  quatre  longueurs  sont 
aussi  égales  ù  OA,  médiane  commune  des  triangles  rec- 
tangles HOG,  EOF;  donc  les  cinq  points  0,  E,  H,  F,  G 
sont  sur  une  circonférence  de  centre  A,  et  l'angle  au  centre 
FAG  est  double  de  l'angle  inscrit  FQG. 

Lemme  II.  —  L'angle  COA  est  double  de  l'angle  CAB. 
Soient  I  le  milieu  de  AH,  L  le  point  oîi  cette  droite  rencontre 
l'asymptote  OG.  D'abord  CI  est  égal  à  Al,  puisque  c'est  la 
médiane  du  triangle  rectangle  ABC.  D'autre    part,  OA,  01 
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sont  les  diamètres  conjugués  des  directions  AG  et  AL, 
donc  les  angles  AOG,  IOL  sont  respectivement  égaux  à 
AGO,  ILO,  par  suite  leur  différence  AOI  est  égale  à  GAL; 
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différence  des  deux  autres.  Mais  alors  les  quatre  points 
A,  I,  G,  0  sont  sur  une  même  circonférence,  et  l'angle  GOA 
est  double  de  l'angle  CAB. 

De  môme  l'angle '("OA  est  double  de  l'angle  B'A'C,  ou 
de  l'angle  FAB.  Alors  COU  est  double  de  l'angle  FÀG; 
donc  d'après  le  premier  lemme  il  est  quadruple  de  l'angle 
FOG.         c.  q.  f.  d. 


UUESTION   394 

Solution  par  .M.  l'An.  Boulogne, élève  de  Mathématiques  spéciales  au 
i       ■■  Saii*t-Louis  [clas  ejde  M.  Edouard  Lucas  . 


On  ôôrtsidêre  une  ellipse  rapportée  ii  ses  axes  et  deux  points 
A  et  B  sur  celte  courbe.  Lu  tangente  en  A  rencontre  l'axe  ox 
en  un  point  x;  et  la  normale  en  X  rencontre  leméme  axé  ox  en 
un  point  -/';  soient  de  même  'y  <'l  fi  lespoints  analogues  relatifs 


—  4/ 


au  point  B  et  à  l'axe  oy.  Démontrer  :  1°  que  la  droite  x'fi  passe  par 
le  point  de  rencontre  de  la  parallèle  à  oy  menée  par  le  point  A., 
et  de  la  parallèle  à  ox  menée  par  le  point  B;  2'  que  la  droite 
■j'/'j  est  perpendiculaire  sur  là  droite^. 

(G.  L.) 

i  =  o  l'équation   de  l'ellipse.  Celle  de  la 


Soit  £  +  Ç 

a-         b2 


tangente  en  un  point  sera 

a2        b2 
Celle  de  la  normale  au  môme  point, 

aïyX  —  ¥xî  =  c*xy. 
Soient  maintenant  (•x,i//i)  (xa  y2)  les  coordonnées  des  points 
A  et  B.  Faisant  dans   les    équations   précédentes    x  =    a\ 
y  =yi,  puis  Y  =  o,  on  obtient  les   coordonnées  des    deux 
points  y.  et  % 

c2 


xx 

Y  =  o 


X  = 

a2 

Y  =o. 


•-L  t 


;  V%- 


Nous  aurons  de    même   en    y   faisant  x  =  x.,,  y  =  y,  o 
cherchant  les  points  de  rencontre  avec  oy, 
X.  =  o.  X  =  o. 

p      y  =  i*  y  =  , 

J)cs  lors  la  droite  y.'p'  a  pour  équation 
o2X—  c-  »•,  _  62Y 

I,  équation  de  cette  droite  est  vérifiée  pour  X  =sxit  Y  —  y, 
puisque  alors  les  deux  membres  se  réduisent  à  b2,  ce  qui 
démontre  la  première  partie. 

Les  coeiïicients  angulaires  de  x$  et  de  *'$'  sont 
a7  y,  . ,  Jr  •'■, 


cl 


•'', 


"'-    .'/, 


,  ce  qui  démontre  la  seconde  partie. 


Nota.  —  La   même  question 
Baint-Louis. 


l'éâolue  par  .M.    Haloigae.    nu    I 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


4.  —  Une  corde  PQ  d'une  ellipse  est  normale  en  P  ; 
trouver  le  minimum  de  cette  corde,  et  démontrer  que  si  PQ 
est  minimum,  le  centre  du  cercle  osculateur  en  P  est  le 
point  Q.  0  étant  le  pôle  de  la  corde  PQ,  montrer  que  si  OP 
est  minimum,  le  pôle  sera  situé  sur  la  seconde  tangente 
commune  à  l'ellipse  et  au  cercle  osculateur  en  P. 

5.  —  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

nxn  —  xn  ~  1  —  xn  ~  -  . . .  —  x  —  i  =  o, 
et  montrer  que  cette  équation,  en  dehors  de  la  racine  évi- 
dente x  =   i,  n'a  aucune  racine  réelle  si  n  est  impair,  et 
une  seule  racine  négative  si  n  est  pair. 

(G.  de  Longchamps.) 

6.  —  Si,  dans  une  équation,  A,  B,  C,  D  désignent 
quatre  coefficients  positifs,  ou  tels  tout  au  moins  que  AC 
soit  positif,  si  l'on  a  BC  =  AD,  l'équation  proposée  a 
des  racines  imaginaires. 

(G.  de  Longchamps.) 

7.  —  Trouver,  sans  appliquer   la  règle    de  L'Hôpital,    la 

vraie  valeur  de  l'expression 

n(n  4-  i)  ,  . 

— ■ xn  —  nx"  -  •  —  (n  —  i  )xn  -■-...  —  ix  —    i 

y    —    _ 

J  X  —    I 

pour  x  =  i.  (G.  de  Longchamps.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
.1.  KŒHLER. 
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CONSTRUCTION  DE  L'ELLIPSE  ET  DE  L'HYPERBOLE 

POINT  PAR  POINT 

AU  MOYEN  D'UNE  EQUERREj  TRANSFORMATION  RECIPROQUE 

Par  M. G.  de  Iionçchamps. 


i.  — Considérons  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes, 

fL  +  ll-, 

a2  b- 

Soit  M  un  point  de  cette  courbe;  x'y'  ses  coordonnées.  La 
droite  MA'  qui  passe  par  le  sommet  A'  a  pour  équation 
y  (•'-'+  a)  =  y  (Jc-f-a).  0) 


Considérons  aussi  la  droite  AI  perpendiculaire  h  la  droite 
MA,  son  équation  sera 

(  x  —  a)(a  —  x)  =  yy\  (8) 

Si  nous  voulons  déterminer  le  lieu  décrit  par  le  point  I, 
point  de  rencontre  des  droites  AI  et  MA',  il  suflit  d'éliminer 
àr'  et  y'  entre- (i)  et  (2),  en  tenant  compte  de  la  condition 

4t+tt-  I  =  0'  ® 

a1  bl 

A  cet  ellet,  multiplions  membre  à  membre  les  équations  (I) 
et  (2),  il  vient      //  [c*  x  —  a  (a%  -j-  b%)]  =  o. 

JOI  UN  M.    DF    M  Mil.    M'i'.C.    1883. 
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Ainsi  le  lieu  se  compose  des  deux  droites. 

y  =  o, 

f/2  -f    b2 

x=  a . 

c2 

La  première  équation  y  =  o  est  ce  qu'on  peut  nommer 
la  solution  singulière;  et  la  présence  du  facteur//  s'explique 
ici,  comme  dans  beaucoup  de  cas  analogues,  en  remarquant 
que  si  l'on  fait  la  construction  proposée  dans  le  cas  particulier 
où  le  point  M  est  précisément  situé  en  A.  on  est  conduit, 
d'après  l'énoncé  même,  à  chercher  le  lieu  des  points  com- 
muns à  deux  droites,  lesquelles  se  confondent  l'une  et  l'autre 
avec  l'axe  des  x. 

Tous  les  points  de  la  droite  y  —  o  font  donc  partie  du 
lieu  géométrique  que  nous  avons  cherché  et  l'analyse  met, 
avec  raison,  en  évidence  la  solution  singulière  y  =  o. 

Quoi  qu'il  en  soit,   le  lieu  véritable,  le  lieu   géométrique 

demandé,  est  celui  qui  correspond  à  l'équation 

a2  +  b2 
x  =  a . 

c2 

C'est  de  cette  re- 
marque que  l'on 
peut  déduire, 
comme  nous  allons 
l'indiquer,  la  cons- 
truction, point  par 
point,  de  l'ellipse 
au  moyen  d'une 
équerre. 
&Ls<-'  D  ^-  —  Considérons 

le  losange  A  A'  BB'. 
Menons  la  droite 
A  B,  et  au  point  A 
élevons  une  perpen- 
diculaire  àla droite 
AB  ;  les  deux  droi- 
tes se  coupent  en  un 
point  C,  et  l'on  peut,  avec  l'équerre,  abaisser  de  ce  point 
une  perpendiculaire  sur  AA'.  Soit  CD  la  droite  ainsi  obtenue. 
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Menons  maintenant  par  A'  une  transversale  qui  coupe  CI) 
au  point  M.  Si  l'on  joint  AM  et  si,  toujours  avec  l'équerre, 
on  élève  au  point  A  une  perpendiculaire  à  AH,  cette  der- 
nière droite  coupe  AM  en  un  point  I  qui  est  un  point  de 
l'ellipse  dont  les  sommets  sont  les  points  AA'  BB',  sommets 
du  losange  considéré. 

3.  —  La  construction  précédente,  dans  le  cas  de  l'ellipse, 
s'applique   indifféremment  en  prenant,  pour  l'exécuter,  les 


sommets  du  grand  axe  et  un  des  sommets  du  petit  axe,  ou, 
inversement,  les  deux  extrémités  du  petit  axe  avec  un  som- 
met du  grand  axe.  Elle  s'applique  aussi  à  l'hyperbole,  mais 
avec  une  modification  qu'il  est  nécessaire  de  signaler. 

Si  l'on  reprend  le  calcul  que  nous  avons  indiqué  au  début 
de  celte  note,  mais  en  l'appliquant,  celte  fois,  à  l'hypothèse 
oii  le  point   mobile    x',  y    est   supposé  se  déplacer  sur  la 

x*         y* 

a<         b* 
si  l'on  a,  en  d'autres  termes, 

xr_ 

on  trouve  pour  le  lieu  du  point  I  la  droite 

</*  —  b* 


x  =  a 


a*  -f  b* 


Le  théorème  qui  sert  de  base  à  notre  construction  subsiste 
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donc;  mais  il  y  a  une  modification  essentielle  à  la  construc- 
tion précédemment  indiquée    pour  construire  la  droite  A. 

Si  l'on  suppose  que  AA'  BB'  soient  les  quatre  sommets 
d'un  losange,  définissant  une  hyperbole  qui  est  supposée  avoir 
les  points  A,  A'  pour  sommets  réels  et  B,  B'  pour  sommets 
imaginaires,  la  courbe  se  construira  point  par  point  au  moyen 
d'une  équerre  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  la  droite  A'B  qui  est  une  direction  asymp- 
totique  de  l'hyperbole  et  supposons  que  lo  point  M  de  l'hy- 
perbole s'éloigne  à  l'infini,  sur  la  courbe.  Le  rayon  vec- 
teur A'  M'  a  pour  position  limite  la  droite  A'B,  et  la  droite 
qui,  d'après  la  construction,  doit  être  élevée  perpendiculai- 
rement à  AM  au  point  A,  a  pour  position  limite  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  A  sur  A'B  ;  soit  C  le  pied  de 
cette  perpendiculaire.  Ce  point  C  appartient  au  lieu  et  la 
droite  A  est  obtenue  en  abaissant  de  ce  point  C  une  per- 
pendiculaire sur  AA'.  Cette  droite  une  fois  construite,  comme 
il  vient  d'être  dit,  on  obtient  un  point  quelconque  de  l'hyper- 
bole, au  moyen  d'une  équerre,  par  la  construction  indiquée 
plus  haut  pour  l'ellipse. 

4.  —  Cette  construction,  dans  le  cas  de  l'hyperbole, 
exige  formellement  que  l'on  prenne  les  deux  sommets  réels 
pour  les  joindre  à  un  point  M  de  la  courbe,  et  l'on  peut 
facilement  vérifier  qu'elle  est  en  défaut  si  l'on  joint  les 
deux  sommets  imaginaires  au  point  M  et  si  l'on  cherche, 
avec  ces  deux  rayons  vecteurs,  à  répéter  la  construction. 
Ce  fait  peut  surprendre  au  premier  abord,  mais  il  s'explique 
très  bien  par  des  raisons  générales,  que  nous  ne  voulons 
pas  donner  ici  et  qui  sont  bien  connues.  On  peut  d'ailleurs 
vérifier  le  problème  suivant  : 

On  considère  les  sommets  imaginaires  BB'  de  l'hyperbole 
xz        if1 

on,  dans  un  langage  préférable  les  points  dont  les  coordon- 
nées sont  o  -j-  b,  o  —  b;  et  l'on  joint  ces  points  à  un  point 
M  quelconque  de  l'hyperbole  ;  si  on  élève  au  point  B  à  la 
droite  BM  une  perpendiculaire,  cette  dernière  droite  ren- 
contre B'M  en  un  point   I  dont  le  lieu    géométrique  est  la 
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courbe  du  quatrième   degré 

œ*  —  2  —  x*(y  -f  bf  +  (y*  —  &")»  =  o. 

(Jolie  quartique  admet  deux  points  doubles,  les  points  B  el 
B;  elle  affecte  des  formes  différentes  suivant  que  l'on  sup- 
pose a   <  b,  a  =  b.  a  >  b.  (A  suivre.) 


QUESTION  354 

[Suite;  voir  page  34.) 


G.  —  Reporlons-nous  maintenant  au  carré  que  nous  avons 
considéré  au  commencement  de  cette  note  et  après  avoir 
compté  par  tranches  parallèles  à  AB,  jusque  et  y  compris  la 
diagonale  AB,  au  lieu  de  continuer  à  compter  dans  la  même 
direction,  prenons  des  tranches  horizontales  et  nous  aurons 
l'identité 

.     .     »Sft=n+S1+S2  +  S8+...  +  Sn>Hj(  (6) 

d'où  l'on  déduit  successivement 

(«  ~  0  S^H=(»T-i)  +  Sl+  sa  +  s3  +..+Sb_,. 
(*-2)s„_2=(»-*)+s1+s1.fss+...+sB_3J 

2S2   =  2  -f  S„ 

d'ailleurs.  S4  =  i. 

Considérons  maintenant  la  série' 

A,,  A2,  A 3,  ...  An  , 
lé  fi  nie  par  les  égalités 

A,=  r. 

Ai 


(«) 


2 

n  -  i  ' 

A 

A,  +  A, 

A3  — 

» 

/(  —  2 

An  — | 

_  A,  +  A,  + 

+ 

An— 8 

2 

.  A4  +  A,  +  . . 

+ 

A„ 

-1    . 
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et  multiplions  les  égalités  (A)  respectivement  par  les  nom- 
bres, At.  Aa,  ...  An  ; 
les  quantités  Si;  S2,   ...  S  «disparaissent,  et  l'on  a 
nS„  ==nkt  +  («  —  0A8  +  (»•  — '  2)  18  +  •  •  •  4-  ^Àn-t  -f  A„  . 
Cette  relation  peut  s'écrire 

/iS„  =  HÇAj  -f  A2  +   .  •  .  +  Ah-i)  +  An  -  [A2  +  3A3 

-f  . . .  -f  (n— 2)À„_  j, 
et  d'après  les  relations  (a) 
nS„  ==  (n  +  i)A„  —  [A2  +  2A3  -f  . . .  +  (n  -  2)A„_1],  (7) 

7.  —  Cherchons  maintenant  une  relation  entre  deux  ter- 
mes consécutifs  A^  ,  &p+i 
de  la  série,  précédemment  définie, 

Aj.  A2,  . . .  A„  . 
Les  deux  égalités, 

At  +  A2  +  •  •  •  +  Ap-t 

An    ■  j  , 

'  n  —  p  -f-  1 

A,  +  A2  4-  .  . .  -f  Aj, 
'  ^  n  —  p 

donnent  entre  les  deux  termes  kp  ,  kp^  la  relation 

(n  _  p  4.  2)AJ3  =  (w  —  p)kp+l  ; 
d'oii  l'on  déduit,  en  faisant  successivement 

p  —  2,p  =  3,  ....  p==  (w  —  1), 
la  suite  d'égalités  :       i.An=  3  .  A,,_,, 
2.  An-!  =  4.A„_2, 


(«  —  2)A3  =ÎIÂ2, 

auxquelles  il  faut  joindre 

(n—  i)A2=  klt 
Aj  =  1, 
provenant  des  égalités  (a)  ;  on  en  tire 
2A„  =  n 

OU  An  =    —  •=  H     — 


et  par  suite,  d'après  les  égalités  précédentes, 
Àn-S—  n(- — ~)=/!    (5 — ). 

V2.3.4/        V3.4/ 
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l  .2.3 

4.5/ 


k»~>=7iï^)=n&)> 


\      2.3. . .n      /  \(n  —  1)  n/ 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'égalité  (7),  celle-ci  prendra 
la  forme 

s„=w+i    r    r     1        2 

2  Ln  (n  —  1)        (n  —  1)  (n  —  2) 

+-+TT1'         (8> 

En  posant  n  =  2  p  -{-  '» 


on  a  l'identité  H h- H i — )  (9) 

\         2  2p  -f  1/ 

[1  2  2/}  —  1  "] 

(2p+   I)    2  p    +    2J)(2P—  1   +"^        2.3      J~P   +    '' 

qu'on  peut  vérifier  directement. 

H. —  Considérons  encore  le  carré  AB,  etaprès  avoir  compté 
la  première  tranche  horizontalement,  sommons  par  tranches 
inclinées  à  45°  ;  on  trouve 

jn-i.  .       n  —  2              n  —  3 
(n  —  1)  S»  =  (n  +  1 ? r  +  "T7 r 

L     1  .»  2  (n  —  1)  3  (n  —  1) 

+  •••  +  -7 — ^— "L       (io) 

(n  —  1)2  J 
et  en  combinant  avec  l'identité  (I) 

Comptons  deux  trancheshorizontalement.  puis  par  tranches 
inclinées  ù  4S°,  ou  trouve 

(„  _  2)  S»=  (n  -  2)  +  («  +  2}  |  —^  +   3(//_1} 

+•••+-7 — hti\        W* 

(n  —  1  )  3  .1 


Cet  l.-i  relation  8  de  la  question.  Cette  relation  avait  été  transcrite 
incorrectement;  Bon  inexactitude  avait  été  reconnue  et  nous  avait  été  signalée 
par  Mi  Baron,  élève  du  lycée  Henri  IV,  quia  résolu  aussi  la  queUiorii 


—  m  — 

et  d'après  (1) 

2S„  =  (n  +)  -[y  +  I  '+■  '  •  +  ^T^}      {m 

9.  —  Généralement,  après  avoir  compté  (p  —  i  )  tranches 
horizontalement,  comptons  par  tranches  inclinées  à  4o°  à 
partir  de  la  //'"'  tranche  et  nous  aurons  l'identité 

c         o       _  J_   ,     »  +  p  —  i  r    n  —  p ?i  —  p  —  i 

^"      '  /,-l~  n  "•"  n  —  p+iLp  (n—  i)  ^  (p  +  i)(n  —  2) 

+  '••+    (n—  i)p  J" 
ou, 

n  -j-  p  —  il"    ?j  —  p  n  —  p  —  1 

"■"-'  ~~  S/,_1  =  n  —  p+i  Lp(n  —  1)   +  (p+  i)(»  —2) 

+  •••+- l—T~ 1  (") 

(n  —  i)p  J 

Le  crochet  renferme  (n  —  y;)  termes  dont  les  dénomina- 
teurs sont  égaux  deux  à  deux,  et  si  l'on  pose 

n  —  p  =  2k, 
il  vient  S«-,  —  Sn_aA_,  =  (2/!  —  2A—   1  (15) 

+ 


L  (n  —  2 A-)  (n  —  1)     '     (n  —  2Â  -f  1)  (n  —  2) 

+*"+  \n  —  k—i)(n  —  k)I 

formule  qui  permet  de  calculer  assez  rapidement  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  série  harmonique 
entre  deux  limites  arbitrairement  choisies.  Il  faut  remarquer, 
en  effet,  que  la  série  iîn-i  —  Sn— »*— 1 
renferme  2/;  termes,  tandis  que  la  série  du  second  membre 
est  formée  de  k  fractions  seulement. 

En  posant  n  —  p  =  2k  —  1, 

on  obtient  Sn-\  —  S„_ 


-2(n      k)[  {n  —  2ki-  1H/1  —  1)    +"'+fo—  k—  i)(n—  k+i  I 
Ce  la  formule  (15)  qn  déduit  qo^nje  ç^g  particulier 


+  V=T^ 


^4n  —  Ï5jn 


(Ôrt     '      ï\(2tl-\-   l)41l    +     (2H+2)(4n—   I)     +   *"" 

+  3/1(3»+  1)  J         (17 
et,  en  se  servant  de  la  formule  de  M.  Catalan  (*) 

1      +      l      +.,,+-l-=1--L+J-.,. L 

n  +  r  n  +  2  2/1  2         3  2n 


2  3  4/1 

~(6'l+  l)L  (2/1+  1)  471   +  (2/1  +  2)  (4n  —  1)    +  '" 

+  3,,(3,:+,)]('8) 

qui  réduit  une  série  de  4/1  termes  à  une  autre  série  de  n  ter- 
mes seulement. 
De  la  formule  (16)  on  déduit  de  même 

&in  —  ■>  —  Ï5j,t  —  1 

—  2  (3n  _  ^T 1 1 ! l  . .. 

;L  2/1  (4n  —  2)   ^   (2/1  +  1)  (4/1  —  3)     ^ 

et  par  la  formule  de  M.  Catalan 

1  1  1 


2     '     3      *           4/1  —  2 
=  2  (3n—  1)  - (-- i ■ 7T  +  •  •• 

L  2/1   I4/I—   2)        '       (2/t    +    Ij  (4/I  —    3)        ' 

+'(»,-".) '3.  l+irrr;  (-0' 

10.  —  /:'//  résume,  nous  avons  donc  pu  lier  la  série  harmo- 
nique aux  séries  suivantes  : 


//  —   1 


•)  Rote  sur  une  formule  de  M.  Iîutesu    Bulletins  de  l'Académie  royale 

llclijviuc.  187i 
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i 


,(2^—,)       +2(2/1  —  2)      +•"   +    («—   ï)(H+  i)  ' 


+  .»  + 


n 


2W  _q ^  3»  —  q  ^  ■"' T  »»  -  q' 


;t  +  ...+ 


n  —  2 


n  (n  —  i  )         (n  —  i  )  (n  —  2)  2.3 


1  .  71  2  (n  —  1  )  (n.  —  1)2 

4  +  4-  +  ... 


2         3  n 

4  +  ^+.-  + 


34  ?i 

et  aussi  à  ia  série 

At-f  A2+  2A3+  ...  -f  0— 2)A„_i, 
définies  par  les  égalités  successives 
Ai  =  1, 

At 


A2  = 


n  —  1 


_   At  +Aa+  ...  +  Aw-a 

An  —  i  —  . 

2 

On  a  fait  voir,  en  môme  temps,  dans  les  formules  (15) 
et  (16)  le  moyen  de  calculer  une  tranche  quelconque  de  la 
série  harmonique  par  une  autre  série  ayant  un  nombre  de 
termes  moitié  moindre.  Enfin,  les  formules  (18)  et  (20)  don- 
nent le  développement  de 

développement  limité  soit  au  terme  de  rang-  4»,  soit  au 
terme  de  rang  (4*1  —  2),  par  une  série  ne  renfermant  que 
n  termes  seulement.  On  remarquerai  méthode  analytique  qui 
nous  a  dirigé  dans  cette  recherche,  méthode  applicable  à 
toutes  les  séries  et  conduisant,  sans  effort,  à  des  identités 
que  la  combinaison  algébrique  peut  assurément  inventer, 
mais  en  ayant  recours,  le  plus  souvent,  à  des  calculs  délicats 
et  synthétiques. 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TRILINÉAIRES 

ET   LEURS   APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  Boquel. 

(Suite,  voir  page  38.) 


Les  formules  de  transformation  précédentes  donnent  les 
coordonnées  trilinéaires  en  fonction  des  coordonnées 
cartésiennes,  et  par  conséquent  permettent  de  passer 
immédiatement  de  l'équation  d'une  ligne  en  coordonnées 
trilinéaires  à  l'équation  de  la  même  ligne  en  coordonnées 
cartésiennes.  Pour  faire  la  transformation  inverse,  c'est-à-dire 
pour  passer  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées 
trilinéaires,  il  suffit  de  résoudre  les  formules  par  rapport 
à  x  et  à  y;  deux  des  équations  fourniront  les  coordonnées 
x  et  y  en  fonction  de  deux  seulement  des  coordonnées 
a,  (3,  y,  et  en  substituant  les  valeurs  obtenues  dans  la 
troisième  formule,  on  obtiendra  une  équation  de  condition 
entre  x,  p  et  y.  Cette  relation  sera  évidemment  celle  qui 
existe   entre  les  cordonnées  trilinéaires  d'un  même  point. 

>    »  « ■    i-                 a'J-     i     Èâ         CV  c 

o  est-a-dire  -r (- 1 -  =  2S. 

À  [J.  V 

Nous  avons  fait  remarquer,  en  ell'et,  que  le  point  M  est 
complètement  déterminé  par  deux  seulement  des  trois  quan- 
tités k)  pj  y}  données  en  grandeur  et  en  signe,  la  troisième 
étant  déterminée  par  la  connaissance  des  deux  autres  et 
par  la  position  du  triangle  de  référence. 

On  peut  d'ailleurs  se  convaincre,  en  effectuant  le  calcul, 

que  la  relation  de  condition    que     l'on     trouve     est    bien 

0,%          b'j  cy 

-> f \-  -i-  =  2S.  A  cet  effet,  évaluons  d'abord  2S,  a, 

b  et  c  en  fonction  des  coefficients  des  équations  des  axes  de 
référence.  Désignons  par  CDjjh,  x,y„  x3y3,  les  coordonnées 
respectives  des  trois  sommets  A,  B  etc.  On  sait  que  l'on  a]: 
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Soit  A  le  déterminant 


xt 

Vï   i 

x2 

y%  i 

x3 

!/a    i 

A 

B  G 

A' 

BC 

A" 

B;/  G" 

si  l'on  fait  le  produit  de 


ces  deux  déterminants,  en  les  multipliant  ligue  par  ligne, 
il  vient 

kxx  +  B&  +  G  A'*,  +  B'î/t  +  G'  k'x,  +  Wyx  +  G" 
2SA  =  Ax2  -f  B(/2  +  C  A.'sc,  +  B'y,  +  G'  A'ac2  +  B"j/2  +  G' 
kx3  +  B</3  +G  A'as,  +  B'y,  +  G'  k'x,  +  B«ty,  +  G" 
Or  dans  ce  produit  les  éléments  delà  diagonale  principale 
sont  seuls  différents  de  zéro;  car  le  sommet  B,  par  exem- 
ple, étant  à  l'intersection  des  deux  cotés  BG  et  AB,  on  a 
identiquement 

Axt  -f-  Bt/2  +  G  =  o  et  A"aca  -f  B"j/2  -f  G'  =  o . 
Pour  des  raisons  analogues,  on  a    aussi    identiquement 
kx3  -f  By3  -f  G  =  o      A.'x3  +  B'ys  -f  G'  =  o 
et  À'àc,  +  B'yx  -f  G'  =  o     A*SC|  -f  B"yt  -f-  G'  =  o 

Par  conséquent 

A^-j-Bj/, +C  o  o 


2SA 


A'x'84-B'«/2-f  C 


o 

o  o  k'x3  +  B'y3  +  G 

c'est-à-dire 

2SA  =  (Ajcj  +  Bft  +  0)  (Àœa  4-  B'yt  +  G)  (k"xs  +  B'y3  +  G') 
Gela  posé,  considérons  les  trois  identités 

Lxt  4-  By,  4-  G  -  (A*,  +  Byi  +  G)  =  o 
A'^  +  B^+C  =  o 

et  prenons  le  déterminant  de  leurs  coefficients 
A  B  G— (kx,  +  BVl  4-  G)      ([G—  (A^  4-B^  4-G)](A'B"— B  A') 
ABC'  =      -f-C'(BA'  — AB") 

A'B'C  (    +  C"(AB'  — BA)  ) 

Multiplions  respectivement  les  trois  identités  par  les  coef- 
ficients de  G  —  (A.r,  -f  Bî/t  -f  C),  de  G'  et  de  G"  dans  ce  dé- 
terminant, et  ajoutons  les  résultats;  les  multiplicateurs  de  x\ 
et  de  ijt  seront  identiquement  nuls  comme  étant  des   déter- 
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minants  ayant  deux  colonnes  identiques,  et  il  restera  seule- 
ment le  déterminant  considéré  lui-même.  Donc 

ABC—  (Ajl\  +  %,  -h  C) 

A'     B'      G' 

A"    B'      G' 
ce  qui  donne 


A  B  G 
A'  B'  G 
A*     B"     G" 


A      B      Axt  +  Byi  +  C 
A'      B'  o 

A"     B'  o 


=  o 


et  par  suite     Ax{  -f-  Byl  -f-  G  = 
On  trouverait  de  même 


et 


A\r2  -f-  B'</2  -f  G'  = 
A\b,+B"0,  +  C'  = 


A'  B"  —  B'  A" 
A 


BA"  —  AB" 

A 
AB'  —  BA'  ' 


Il  en  résulte 

2SA  = 

et  enfin 

2S  = 


(AB"  —  B'A")(BA"  —  AB")(AB'  —  BA) 

A2 


(AB'  —  B  A')(BA"  —  AB")(AB'  —  BA)  * 
a  étant  la  longueur  du  côté  BG,  et  h  la  hauteur  corres- 
pondante, on  a  ah  =  2S. 

ta,  +  BiVl  +  G 


Or 


h  = 


y/ A2  -f-  B2 
et  nous  venous  de  voir  que 

A*,  +  B//,  +  C 


AU"  —  B'A"  ' 


Donc 


h  = 


et  enfin       a 


2S 


(AB"—  B'A'^y/A'  +  B2 
A  \  A2  -f  B2 


h  (13  A  "  —  AB')(AB'  —  BA')' 

On  obtiendrait  de  même 


b  = 


A  \/A?i  +  B'« 


(AB—  BAjiAB  —  BA) 


et 
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A  y/ A"2  -f  B'2 


(BA"  —  AB")(A'B"  —  B'A") 
Cela  posé,  les  formules  de  transformation   de  coordonnées 
cartésiennes  rectangulaires  encoordonnées  trilinéaires,  sont, 
comme  nous  l'avons  établi  plus  haut, 


kx  +  By   +  C  — 


a  y/ A2  +  B2 


=  o, 


,  w      .    „.         8  y/ A'2  +  B'2 
A'cc  +  B'y  +  C  —  -E-I 21 =  Q, 


y  \/a//2  4-  B"2 
A"œ  -|-  B'//  +  V  -      V      v  =  o- 

Le  résultat  de  rélimination  de  x  et  */  entre  ces  trois  équa- 
tions est  le  déterminant 


À      B       G 
A'      B'      C 

A"     B"      G" 


a  \/ A2  +  B2 

fi  y/ A'2  4  B'2 

u, 

Y  y/ A"2  4-  B//2 


=  o. 


C'est  la  relation  de  condition  qui   existe  entre   les  trois 
coordonnées  trilinéaires  d'un  point.  Or,  on  peut  l'écrire 


A  — 


A'      B' 


&  y/ A'2  4-  B'2 


A"     B'J^1±£ 

V 

qui  développée  devient 


=  o, 


/' 


A  =    M'A'  +  B-  _  ffA  f^A'  +  B'  _  A 


+  ^A-'  +  y  (AB_BA.) 

V 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par   A,    et 


—  63  — 
divisant  par  le  produit  des  trois  mineurs,  il  vient 


A  V  A2  -f-  B2 


(AB"-BA")iBA'-AB')(AB'-BA')         "X    '  (BA  —  AB  "i  AB  —  BA) 

p  A  v/A'^+B'2 

H       • 


I*      (A'B*-  B'A')(AB  —  BA) 

i    L  A  y/ A'2  +  B" 

"^    v   *  (AB—  B'A")(BA'  —  AB) 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  formules  établies  précédemment, 

aa  &£  cy 

2S  =    -r 1 1 ,  C.  Q.  F.  D. 

A  u  v 

—  Revenons  aux  formules  de  transformation.  Si  l'on  a 
une  équation  f(x,  y)  =  o,  en  coordonnées  cartésiennes,  et 
qu'on  veuille  obtenir  l'équation  du  même  lieu  en  coordon- 
nées trilinéaires,  on  pourra  déduire  x  et  y  des  deux  pre- 
mières formules  de  transformation,  par  exemple,  et  en 
remplaçant  x  et  y  dans  f[x>  y)  par  les  valeurs  obtenues, 
qui  ne  renferment  que  a  et  p,  on  obtiendra  une  équation 
<p  (a,  p)  =  o,  qui  ne  contiendra  que  deux  des  trois  coor- 
données a,   p,  y. 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu  en  fonction  des  trois  quan- 
tités a,  p,  y,  il  faut  donc  opérer  autrement.  Prenons*  pour 
fixer  les  idées,  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires  ;  des 
trois   formules    de   transformation   nous    tirerons    les  deux 

suivantes  :  

_1-     2l  y/ A"2  -f-  B  2      Aa;  -f  By  -f  C 
Y~        v    y/A2  +  B2    '  Ax  +  Bj+G" 

et     i-=Ji    V/A,'2  +  B"       A.r  +  By  -f-  G' 
Y    "   '    v     y/A^  +  B'2        A'œ-f  B*y  +  C  * 
qui,  résolues  par  rapport  à  x  et  y,  fourniront  Ces  quantités  eu 

a        3 
fonction  des  rapports  —  et  -,  de   sorte  qu'en  reportant   les 

valeurs  obtenues  dans  l'équation  f  (x,  y)  =  o,  on  aura  une 

équation  F(—  ,  -'—  )  qui,  rameuée    à  la  forme  entière,  sera 

L'équation  de  la  courbe  considérée,  exprimée  à  l'aide  des  trois 
coordonnées  trilinéaires  a,(5,  y* 
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Il  est  clair  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  ainsi  déduites  sont 
exprimées  par  des  fractions  dont  les  deux   termes  sont  du 

1er  degré  en  — et  — ,  c'est-à-dire     des  fonctions    linéaires 

Y         Y 
homogènes  en  a,  6,  y,  et  qui,   de  plus,  ont  même  dénomi- 
nateur. 
L'équation  /  (x,y)  =■  o  sera  remplacée  par  une  équation 

de  la  forme  f[— —  ,  — ,    Q  fr    *,    T      )=  o. 

\Rta-f  b^4-  ItY       Rjoc  +  bip  +  IiY/ 

Si  l'équation  /"(as,  y)  =o  est  algébrique  et  entière,  l'équa- 
tion en  coordonnées  trilinéaires.  après  l'évanouissement  des 
dénominateurs,  sera  aussi  algébrique,  entière,  et  du  même 
degré  que  /'  (x,  y)  =  o.  De  plus,  elle  sera  homogène,  non 
seulementen  a,  [5,  y,  mais  aussi  par  rapport  aux  fonctions 
linéaires 
M^-J-N^  +  PiY,  M2oc  +  N2£+P2Ï,  R^  +  S^-f  TlT. 

En  entrant  dans  les  détails  du  calcul,  on  constaté  aisément 
que  les  coefficients  M1?  Nt,  Pt,  M2,  N2,  P2,  R15  Sls  T15  sont 
les  produits  des  9  mineurs  du  déterminant  que  nous  avons 
désigné  plus  haut  par  A  par  l'une  ou  l'autre  des  3  constantes 

\  [X  V 

y/ÂT+B2  '  v/a'2+B'2   '  y/A"2  +  B"2  ' 
Dans   la  plupart  des  cas,  on  prend  pour  paramètres   de 

référence  les  quantités  VA2  -f-  B2,  Va'2  +  B'2,  Va"2  -f  B"2 
elles-mêmes;  les  formules  de  transformation  prennent 
alors  la  forme  simple 

x  =  Ax  -f-  By  4-  C,  p  ==  A'cc  -f  By  +  U',  y  =  A"x  -f  B"//  -f  C", 
d'où  l'on  tire 

a(A*as  +  B"y  +  C")  =  y(Ax  +  By  +  C) 
p(A"as  +  B"t,  +  G")  =  y(A'œ  +  B  y  -f  C) 
et  par  suite 

I    _  *(B'(T .—  GB")  +  fr(B"G  —  C"B)  -f-  y(BC  —  GB ') 
"   a(A'B"  —  BA") 4-  ftk'B  —  B"A)  4-  y(AB'  —  BA) 
q(G'A'  —  A'G")  4-  £(G"A  —  A"G)  +  Y(CA'  —  AC) 
V  "  "    a(A'B"  —  B  A")  4-  6(A'B  —  B"A)  4-  y(AB'  —  BA) 
formules  dont   les   coefficients    sont   précisément   les  neuf 
mineurs  du  déterminant  A.  (A  suivre.) 


li.i   — 


QUESTION  343 

Solution  par  M.  (ïoulard,  élève  au  Lycée  Louis-te-Grand, à  Furis. 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  triangles  équilatéraux  inscrits 
à  une  conique  donnée.  Cas  où  cette  conique  est  une  hyperbole 
dont  les  asymptotes  font  entre  elles  un  angle  de  6o°. 

Il  est  d'abord  évident  que  si  dans  un  triangle  le  centre 
de  gravité  coïncide  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le 
triangle  est  équilaléral.  Si  donc  on  désigne  par  p  et  q  les 
coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle, 
il  suffira,  pour  exprimer  qu'il  est  équilatéral.  d'écrire  que 
les  sommes  des  coordonnées  de  ses  sommets  sont  3p  et  3q. 

Cela  posé,  soient  l'ellipse 

-jr  +  ir-  '-• ■  <»> 

et  le  cercle         (c  —  pY  -f-  (y  —  qf  —  R*  =  o  (2) 

circonscrit  à  un  triangle  inscrit  dans  l'ellipse.  Ces  deux 
courbes  se  coupent  en  un  quatrième  point  dont  il  est  facile 
d'avoir  les  coordonnées.  Si  l'on  multiplie  (1)  par  a"  et  si  l'on 
en  retranche  (2),  il  vient 


c*y 


-f  iqy  4-  2px  +  . . .  =  o, 

v  *  l    t  CV     i  .         \ 

dou  x  =  -~Tï\-ir+2gy  +-•••> 

L'équation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  de  (I) 
et  (2)  est  donc 


c'y1 


Y2       »/• 

-f  w  +  ~-)+t* —  I=0 


4«2/>2    \   62 

et  la  somme  des  racines  de  cette  équation  est • .   La 

somme  de  trois  d'entre  elles  devant  être   égale  à   ?>q.  la  qua- 


trième sera 


(£L+3)=-±p+m 
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On  trouverait  de  même  pour  l'abscisse  du  même  poinl 

Écrivant  que  ce  point  est  sur  l'ellipse,  et  remplaçant  p  et  q 
par  x  et  y,  on  aura  l'équation  du  lieu  cherché  : 

&  (a2  -f  362)2  -f  jÇ  (62  +  3a2)2  —  c«  =  o. 

C'est  une  ellipse  dout  les  axes  ont  la  même  direction  que 

ceux  de  la  proposée.  Les  longueurs  de  ces  demi-axes  sont 

aoP-  bc* 

et 


a2  -f  36*         62  -f  3a2  ' 
Pour  avoir  le  lieu  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  il  suffit  de 
changer  62  en  —  62,  et  il  vient 

«%=  (a2  —  362)2  —  4r  (3a2  —  b*)z  —  c'  =  o. 
a2  b- 

C'est  une  hyperbole.  L'un  des  axes  devient  infini,  et  le  lieu 

se  réduit  à  un  système  de  deux    droites  parallèles,  lorsque 

a'  —  3&2=oou  lorsque  3a2  —  62  =  o.  Dans  le  premier  cas, 

l'angle  des  asymptotes  est  de  6o°.  et  les  deux  droites  du  lieu 

sont  imaginaires.  Dans  le  second  cas,  l'angle  des  asymptotes 

est  de  130°,  et  les  deux  droites  sont 

X  =  +  2<l. 

•  Dans  le  cas  de  la  parabole  y2=:2Pa?,  le  terme  en  y3  manque 
dans  l'équation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  avec 
le  cercle;  l'ordonnée  du  quatrième  point  est  donc  —  3a,  et  son 

abscisse  ——-■  D'un  autre  côté,  l'équation  aux  abscisses  est 

2r 

—L.  [(.r  __  pf  -f.  2l\v  +  .  .  .]*  =  2Pcc. 

La  somme  des  racines  est  —  4(P  —  p)  ;  la  quatrième  est 
donc/)  — 4P.  Par  suite,  l'équation  du  lieu  est 
gy2  =  2P(cc  —  4P). 

C'est  une  parabole  dont  le  paramètre  est  égal  au  neuvième 
de  celui  de  la  proposée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue   par  M.  Haure,  élève  au  lycée 
Louis-le-Grand, 
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QUESTION  345 

Solution  par  M.  Cadot  élève  au  Lycée  Saint-louis. 


Soit 

f(xy)  =  Ax*  +  2Êxy  -f-  (Jy*  -f  2Dx  -f-  2Ey  -f-  F  ==  o 
l'équation  d'une  conique,  les  axe*  de  coordonnées  étant  rectan- 
gulaires. Posons 

f  =  (f'x)'  f  (f  y)2  -  4(A  +  C)  f(x,  y)  Es  o. 
L'équation  des  quatre  directrices  de  la  conique  est 

çl  4.  4(A  +  C)  f(x,y)cp(x,y)  +  16  Wfafl  =  0 
ou  0  =  ÀG  —  B*. 

L'équation  cp  =  o  représente  le  cercle  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  la  conique. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  le  cercle  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique  f(xy)  =  o. 
Soit  (xy)  un  point  du  lieu.  Les  tangentes  à  la  conique 
f  =  o  issues  de  ce  point  ont  pour  équation  quadratique 
4  /Iry./lXY)  -  (xf'x  +  yfy  «  f  f:  f  =  0. 
Pour  que  ces  tangentes  soient  rectangulaires,  il  nous  suf- 
fira d'écrire  que  l'équation  précédente  représente  une  hyper- 
bole équilalère  ;  donc 

{f a?  -  4àf[xy)  +  (fuf  -  4cr(xy)  =  o  ; 
donc  le  lieu  des  sommets   des  angles  droits  circonscrits   à 
la  conique  /'=o  est 

r  =  if  m  Y  +  if  M  Y  -  4(A  +  Q)foW  =  o. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  cette  équation  représente 
une  droite  qui  est  la  directrice. 

Si  la  conique  est  du  genre  ellipse  ou  hyperbole  et  a  un 
centre  unique,  la  conique  cp  =  o  est  un  cercle  dont  l'équa- 
tion développée  peut  s'écrire 

<B*-AC)  (x*  -f  y*)  +  2  (fifi  —  CD)x  +  2(B1)  —  Ltyy  -f  D* 
-|_K*  —  (A-f-  G)F  =  0. 

Remarquons  maintenant  que  les  directrices  d'une  ellipse  et 
d'une  hyperbole  sont  celles  des  cordes  communes  à  la 
conique  et  au  cercle  précédent  qui  ne  passent  pas  par  le 
centre; 
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Considérons  en  effet  une  ellipse  ou  une  hyperbole  rappor- 
tée à  ses  axes;  son  équation  est 

x2  V2 

—  -4-  îf.  =  i .  ou  b2x2  +  a2u2  =  a2b2. 

a    —  b2  ~     y 

Le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droit  sera 

x2  -f  y2  =  a2  ±  6». 
Les  sécantes  communes  sont  représentées  par  L'équation 
l(x*  _j_  y*  _  a-  +  62)  +  62x2  ±  a2y2  —  a262  =  o, 
ou    (b2  -f  X)œ8  +  (À  -f  a2)j/8  —  a*a*  —  X(aa  -f  &*)  =  o . 
A  satisfaisant  à  la  condition 

(b2  -f  X)  (A  ±  a)  [a262  —  X(a!  ±  62)]  =  o. 
Donnons  à  X   les  valeurs  —  b2,  et  +  a2;  nous  obtiendrons 
les  sécantes  représentées  par  les  équations 

cV  ±  b2  =  o,  c-x2  +  a4  =  o. 

Ce  sont  précisément  les  deux  systèmes  de  directrices  cor- 
respondant aux  foyers  réels  et  aux  foyers  imaginaires  de  la 
conique. —  Le  troisième  couple  de  sécantes  communes  ne 
correspond  pas  à  des  droites  remarquables.il  est  caractérisé 
par  la  propriété  de  passer  par  le  centre. 

Les  directrices  sont  donc  les  sécantes  communes  à  f  ■=.  o, 
<p  =  o  ne  passant  pas  par  le  centre. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  centre. 
La  conique  f  ==  o  devient 

Ax2  -f  2Bxy  +  Cy2  +  AQ  ^  fia  =  o. 

La  conique  cp  =  o  devient 

(B2  —  AG)  (x2  -f  y2)+  H  =  o, 
H  étant  le  nouveau  terme  indépendant 

Les  sécantes  communes  à  ces  deux  coniques  seront 
représentées  par  l'équation  4  f  -J-  Xcp  =  o  ;  les  valeurs  de  À 
seront  d'ailleurs  les  mêmes  dans  les  deux  systèmes  de 
coordonnées. 

Pour  avoir  un  système  de  deux  droites  il  suffit  que  1  vérifie 

l(A  -  Xo)  (G  -  XB)  -  B2]  [A(/_B,    +  *H ]  =  o. 

Les  valeurs  de  \  auxquelles  correspondent  des  sécantes 
ne  passant  pas  par  le  centre  sont  racines  de 

(.\  -,  m  (c  —  n)  —  b=  =  0, 
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Pour  avoir  l'équation  quadratique  des  sécantes  correspon- 
dant à  ces  valeurs,  il  nous  suffira  d'éliminer  X  entre 

4  f  +  ty  =  o 

et  (À  —  m)  (G  —  Xo)  —  B2  =  o, 

ou 

8  —  À8(A  +  C)  +  X2c2  =  o,  ou  enfin  oX2  —  (A  -f-  C)X—  i  =o 
car  3  >  o. 
L'équation  des  directrices  est  donc,  en  remplaçant  X   par 

tf .  16  8/*  4-  4(A  -f-  G)/œ  +  ?2  ==  o . 

Cette  équation  peut  dans  tous  les  cas  représenter  les  direc- 
trices de  la  conique.  En  effet,  si  l'on  a  affaire  à  une  parabole, 
o  =  o  ;  donc  l'équation  se  réduit  à 

cP[4(A+C)/'+?]  =  o. 

On  obtient  donc  la  courbe  cp  =  o,  qui  est,  comme  nous 
l'avons  vu,  la  directrice  réelle  de  la  parabole. 


QUESTION   372 

Solution  par  M.  Baron,  élève  du  Lycée  Henri  IV 


On  donne  :  /"  dans  le  plan  des  xz  mie  droite  parallèle  à  l'axe 
ox  ;  2°  Dans  le  plan  des  zy  une  ùroite  parallèle  à  l'axe  des  y 
et  ne  rencontrant  pas  l'axe  des  z  au  même  point  que  la  précé- 
dente. D'un  point  pris  dans  le  plan  xoy,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  ces  deux  droites  el  on  joint  leurs  pieds  par 
une  ligne  droite.  Équation  de  la  surface  engendrée  par  cette 
droite  lorsque  le  point  xy  décrit  la  courbe  f  (xy)  =  o;  cas  où 
f(xy)  =  o  est  une  droite. 

Soient  AB        _  CD 

x=.  a 
M    y  =  b 

s  =  o 
on   aura  évidemment 


—  70  — 


x  =  a  x  =  o 

,'/  =  o  Q     y  =  b 

z=p  z  =  q 

P  et  Q  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  donné  M  sur  les  droites  AB,  CD,  PQ  aura  pour  équa- 
tions 

x  —  a  y  s  —  p 

=  T  = 

(2) 


—  a  o  q  —  p 

D'ailleurs  on  a  f'(ab)  =  o 

la  surface  engendrée  par  (1)  sera  donc 

r  fj±—  p)y     (i—  P)  * 


(*) 


=  o; 


sera 


ou 


P  s  —  9 

Si  le  point  M  décrit  la  droite  kx  -f-  B.'/  -(-  C 
A  (q  —  p)y      ,     B(q  —  p)  x 


(3) 
o,  la  surface 


+ 


+  c 


les  plans  du  centre  sont 

||  —  q  =  o 
ky  4-  Bx  =  o 
la  surface  est  donc  un  paraboloïde  hyperbolique  ;  elle  contient 


les  droiles 


z  =  p  z  =  q 

y  =  o  x  =  o 

le  plan  des  xy  est  un  plan  directeur. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  qu'eu  faisant  ;  —  o,  on 
obtient  une  équation  du  premier  degré  en  x,  y.  La  surface 
est  donc  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  trois 
droiles  fixes  parallèles  à  un  même  plan,  ce  qui  caractérise 
le  paraboloïde  hyperbolique. 

Nota. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Dupuy,  Petit,  a  Grenoble  ; 
Gino-Loiia.  àMantoue;  Lelieuvre,  à  Rouen. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


8.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  le 
cercle  A  qui  passant  par  les  foyers  est  concentrique  à  cette 
ellipse.  Par  un  point  M,  pris  sur  le  cercle,  on  mène  à  l'ellipse 
deux  tangentes  qui  coupent  le  cercle  aux  points  A  et  B, 
différents  de  M.  Démontrer  que  la  droite  AB  est  parallèle 
au  grand  axe  de  l'ellipse.  (G.  L.) 

9.  —  On  considère  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes  ; 

sur  l'axe  Oij,  on  considère  les  deux  points  BetB'  qui  sont  a 
une  distance  /;  de  l'origine  et  on  les  joint  à  un  point  M, 
mobile  sur  l'hyperbole.  La  perpendiculaire  à  B'M  au  point 
B'  rencontre  BM  en  un  point  I,  dont  on  demande  le  lieu 
géométrique.  Ce  lieu  est  une  quartique;  on  demande  delà 
construire  et  d'indiquer  les  différentes  formes  delà  courbe 
suivant  que  l'on  a 

b  <  a,       b  =  a,       b  >  a  .  G.  h.) 

10.  —  Soit  AB  une  corde  dans  une  paraboje,  G  le  milieu 
de  AB.  On  projette  le  point  G  en  G'  sur  l'axe  et  on  mène  par 
ce  point  G  une  perpendiculaire  à  AB,  perpendiculaire  qui 
rencontre  l'axe  au  point  D.  Démontrer  que,  quel  que  soit  AB. 
CD  est  constamment  égal  à  p.  Déduire  de  ce  théorème  uni- 
solution  du  problème  qui  consiste  à  trouver  le  sommet  d'une 
parabole  connaissant  deux  points  et  l'axe  de  la  courbe. 

Déduire  aussi  de  la  propriété  précédente  ce  théorème 
connu  que  les  normales  A  et  B  coupent  l'axe  en  des  points 
équidistants  du  point  D.  (G.  L.) 

11.  —  On  donne  une  parabole  P,  et  un  point  M  (a(J)  dans 
son  plan.  Par  ce  point  supposé  fixe,  on  fait  tourner  une 
droite  A,  qui  rencontre  P  en  A  cl  B,  et  l'axe  de  la  parabole 
au  point  G.  Par  les  points  A  et  Bj  on  fait  passer  un  cercle 
qui  touche  en  D  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole.  La 


droite  CD  rencontre  le  cercle  en  un  second  point  E  que  l'on 
joint  au  centre  du  cercle,  ce  qui  donne  une  droite  A'.  Dé- 
montrer que  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  A  et  de  A' 
est  une  parabole  quand  A  tourne  autour  de  M.  On  expliquera 
les  résultats  par  des  considérations  purement  géométriques. 

(G.  L.) 

12.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  : 
soient  A, A',  les  extrémités  du  grand  axe,  BB'  les  extrémités 
du  petit  axe.  On  mène  les  tangentes  à  l'ellipse  en  ces  quatre 
points,  et  une  tangente  A  supposée  mobile  rencontre  celles-ci 
en  des  points  aa',  fâ',  enfin  sur  aa  comme  diamètre  on  décrit 
un  cercle  U,  et  sur  $$',  un  cercle  V.  Cela  posé  on  propose 
les  questions  suivantes  : 

1°  Équation  générale  des  cercles  U  ; 

2°  Équation  des  cercles  V  ; 

3°  Quel  est  l'angle  d'anomalie  du  point  de  contact  M  de  la 
tangente  A  quand  les  cercles  U  et  V  sont  égaux  ? 

4°  Démontrer  que  l'axe  radical  des  cercles  U  cl  V  n'est 
autre  chose  que  la  normale  au  point  M. 

5°  Par  le  centre  de  l'ellipse  on  mène  une  tangente  au  cercle 
V.  Démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  est  le  cercle 
décrit  sur  la  distance  focale  comme  diamètre. 

6°  Démontrer  que  les  cercles  U  et  V  se  coupent  orthogona- 
lement. 

7°  Trouver  le  lieu  décrit  par  les  points  communs  aux  cercles 
U  et  V,  et  démontrer  que  ce  lieu  se  compose  de  deux  cercles 
ci  ncentriques  à  l'ellipse,  et  de  rayon  (a  —  b)  (et  a-\-b). 

(G.  L.) 
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NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE1 

QUARTICIE   A  UN  POINT  DOUBLE 


Considérons  un  faisceau  ponctuel  de  coniques 
Ct  -f  ÀG,  =  o 
cl  uu  faisceau  de  couples  de  droites  en  involution ,  issues 
de  l'origine,  Ax  -j-  utA2  =  o 

dans  l'équation  duquel,  par  conséquent,  At  et  A2  sont  homo- 
gènes et  du  second  degré  en  x  et  y.  Etablissons  entre  X 
et  <j.  une  relation  homographique 

al'j.  -f-  Vk  -}-  ex  -f-  d  =  o 
et  éliminons  A  et  \x  entre   ces  trois  équations;  nous  aurons 
le  lieu  du  point  d'intersection  d'un  couple  du  second  faisceau 
avec  la    conique  correspondante  du  premier.  L'équation  du 
lieu  est  {akv  —  6A2)  Gj  =  (cA4  —  dA2)C2. 

Elle  représente  une  quartique  dont  l'origine  est  un  point 
double,  et  qui  passe  par  les  points  qui  servent  de  base  au 
faisceau  de  coniques.  Les  tangentes  à  l'origine  ont  pour 
équation,  en  désignant  par  ct  etc2  les  termes  constants  dans 
les  équations  des  coniques  Ct  et  C2, 

(aAt  —  bk^Ci  =  (cA,  —  dA2)c2. 

Ghacune  d'elles,  en  dehors  du  point  double,  coupe  la 
quartique  en  un  quatrième  point  qui,  satisfaisant  aux  deux 
équations  précédentes,  satisfait  aussi  à  la  suivante  : 

Gt  Ca 

Cl  ca  ' 

laquelle  représente  la  conique   du  faisceau   qui    passe  par 
l'origine. 

Réciproquement,  on  démontre  que  loule  quartique  à  un 
point  'ée  d'une  infinité  de  manières  \ 

*  Nous  espérons,  par  cette  note  extraite  de  la  Géométrie  analytique  de 
M.  Plcquet,  donner  à  nos  lecteurs  le  désir  de  lire  ce  livre  >i  intéressant  que 
rienl  de  publier  la  librairi  •  i  qui  est   conçu  dans  l'esprit  large  el 

fécond  'le  li  Géométrie  moderne. 
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on  peut  se  donner  arbitrairement  sur  la  quartique  deux  des 
points  qui  servent  de  base  au  faisceau  des  coniques.  Les  deux 
autres  s'obtiennent  alors  en  faisant  passer  une  conique  par 
les  deux  premiers,  parle  point  double  et  par  les  quatrièmes 
points  d'intersection  avec  la  quartique  des  tangentes  au 
point  double  ;  ce  sont  les  deux  derniers  points  d'intersec- 
tion de  la  conique  et  de  la  quartique,  et  chaque  conique 
du  faisceau  ainsi  défini  coupe  alors  la  quartique  en  quatre 
nouveaux  points  situés  sur  deux  droites  conjuguées  d'un 
faisceau  en  involution  dont  le  sommet  est  le  point  double  de 
la  quartique. 

Une  quartique  à  un  point  double  est  de  la  dixième  classe  ; 
on  peut  donc  lui  mener  du  point  double  six  tangentes  ;  on 
démontre  que  les  points  de  contact  de  ces  six  tangentes 
sont  sur  une  même  conique.  L'enveloppe  des  droites  qui 
coupent harmoniquement cette  conique  et  laconique  variable 
du  faisceau  ponctuel  qui  vient  d'être  déterminé,  est  la  conique 
variable  d'un  faisceau  tangentiel  :  on  démontre  également 
que  le  faisceau  en  involution  qui  sert  à  la  génération  de  la 
quaiiique  est  le  système  des  tangentes  menées  de  l'origine  à  toutes 
les  coniques  du  faisceau  tangentiel. 

Considérons  comme  application  la  quartique  à  nœud 
(a-.  _|_  y*  +  4)(œ«  _  y«)-f  5x(x*  -  2lf)  =  o.      (1) 

Dans  cet  exemple,  les  tangentes  à  l'origine  sont  les 
droites  x2  —  if  =  o,  (2) 

parallèles  en  même  temps  aux  bissectrices  de  l'angle  des 
axes  et  aux  deux  asymptotes  réelles.  Les  quatrièmes  points 
d'intersection  avec  la  courbe  sont  donc  à  l'infini  sur  ces 
droites,  et  l'une  des  coniques  qui  déterminent  le  faisceau 
ponctuel  sera,  par  exemple,  l'hyperbole  équiialère 

ce2  —  y2  —  2X  =  o 
qui  passe  par  ces  points  et  par  le  point  double.  Elle  coupe 
la  quartique  en  quatre  autres  points,  qui  servent  de  base 
au  faisceau;  une  seconde  conique  du  faisceau  s'obtiendra  en 
éliminant  cca  —  y-  entre  les  équations  ('l)et  (2),  ce  qui  donne, 
en  divisant  par  x  :  j-e-  —  Sy-  -j-  8  =  o 

et  l'équation  générale  des  coniques  du  faisceau  est  alors 
x*(7  +  X)  -  y2(8  +  X)  -  zlx  +  8  =  o.  (3) 


On  verra  d'ailleurs  plus  loin  que  les  points  de  contact  des 
six  tangentes  menées  de  l'origine  à  la  quartique  sont  sur  le 
cercle  x2  -+-  y2  —  4  =  0.  (4) 

Si  l'on  exprime  qu'une  droite  coupe  harmoniquement  la 
couique  (3)  et  le  cercle  (4),  on  trouve,  en  appliquant  une 
condition  connue: 

40li2  —  20i;2  —  W2  -f-  2A(2U2  —  2V2  -f-  uio)  =  o, 

qui  est  l'équation  tangentielle  d'un  faisceau  de  coniques. 

Si  l'on  fait  w  =  o,  on  obtient  le  faisceau  des  tangentes 
menées  par  l'origine  à  ces  coniques 

5(2U2  —  v2)  -f-  \(u*  —  v2)  =  o 
ou,  en   coordonnées  ponctuelles,  par   suite  de  l'élimination 
de  u  et  v  entre  l'équation  ux  -f-  vy  =  o  et  la  précédente, 
5(x2-  2xf)  +  \tx2-if)=o. 

Si  l'on  élimine  maintenant  X  entre  cette  équation  et 
l'équation  (3),  on  trouve  l'équation  (1)  de  la  quartique. 
ainsi  que  c'était  annoncé. 

Pour    construire    la    courbe  (1),    posons  y  =  tx;    on   en 
conclut  x2(  1  —  t* )  -f-  5x(  1  —  2t2)  +  4(1  —  t2)  =  o; 
d'oii 

5(2t2  —  1)  ±Y25(2t2  —  i)2  —  16(1  —  t2)2(i  -f  t2) 
___  . 

L'expression  sous  le  radical  est  du  sixième  degré  et 
bicubique  en  /;  si  l'on  y  considère  t2  comme  l'inconnue. 
on  voit  sans  peine  qu'elle  a  trois  racines  positives  séparées 

par  0,  — ,  1  et  00;  des  substitutions  intermédiaires  montrent 

12 
qu'elles  sont  très  voisines  de  —,  — r  et  0,5;  d'oii  il  suit  que 

o       s> 

les  six  valeurs  de  /  sont  réelles  et  voisines  de 

+  0.357;  +  0.81 5  ctih  2.55. 

Désignons  1rs  par  +  ht  do  t-n  àz  t3'  l'expression  sous  n 

radical  n'est  positive,  et  par  suite  x  et//  ne  sont  réels  que 

pourdes  valeurs  de  f  compi  i  tel  c  11  lie  —  /3  et  —  t.,  :  entre  —  /, 

et  -j-  tt\  entre    /.,    et    /., '•  d'ailleurs    à    chaque    valeur  de  t 

'•''irespondcnt  deux  systèmes  de  valeurs  pour  x  et  y.  Aiftsi 

pour  l  =  —  ta,  ces  deux  valeurs  sunt  égales  ;  x  est  négatif, 


y  est  positif,  et  l'on  obtient  un  point  a  de  la  courbe  pour 
lequel  la  tangente  est  la  droite  y  =  —  t,x;  t  variant  de  —  t3 
à  _  t%t  l'une  des  valeurs  de  x  fournit  la  branche  abc  qui 
passe  à  l'infini  pour  t  =  i,  et  l'autre  la  branche  aoc  qui 
passe  à  l'origine  pour  la  même  valeur  de  t;  au  point  c,  la 
courbe  est  tangente  à  la  droite  y  =  —  t2.  x.  De  —  tt  à  -f-  ht 


on  a  de  même  l'ovale  dejg  tangente  aux  droites  y  =  +  ^cc, 
et  coupant  l'axe  X'OX  aux  points  x  =  j —  i,  ce  =  —  4;  enfin 
£  variant  de^2  à  t3,  on  a  la  branche  ItldO,  symétrique  de 
la  première  par  rapport  à  l'axe  X'OX. 

Les  points  à  l'infini  sont  les  points  cycliques  et  les  points 
à  l'infini  sur  les  bissectrices^  des  axes;  à  ces  derniers  cor- 


rcspondent  deux  asymptotes  réelles  que  l'on  trouve  par  la 
formule  ordinaire,  et  dont  les  équations  sont 
4(œ±î/)  =  5. 
Elles  se  coupent  au  point  n  de  l'axe  X'OX  dont  l'abcissc 

est  égale  à  — . 


TRANSFORMATION  RECIPROQUE 

Par  M.  G.  de  Liongchampg  (1). 
(Suite.) 


5.  —  Les  résultats  précédents  sont  tirés  d'une  méthode 
générale  de  transformation  que  nous  avons  imaginée,  mé- 
thode à  laquelle,  et  pour  des  raisons  que  nous  donnerons 
tout  à  l'heure,  nous  proposons  de  donner  le  nom  de  trans- 
formation réciproque.  Nous  indiquerons  seulement  le  principe 
et  les  formules  fondamentales  de  cette  transformation. 

Imaginons  une  courbe  plane  /,  et  dans  son  plan  deux 
points  P,  Q.  Joignons-les  à  un  point  quelconque  M  de  f;  puis 


(Fig.  V 


au  point  Q  élevons  à  QM    une   perpendiculaire.  Cette  der- 


I    Voir  le  journal,  1832,  p.  19. 
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nière  droite  rencontre  PM  en  un  point  I,  dont  le  Heu 
géométrique  quand  M  parcourt  f  est  une  courbe  F,  qui  est 
ainsi,  et  d'après  la  loi  géométrique  que  nous  venons  d'énon- 
cer, une  transformée  de  f. 

Les  formules  de  transformation  sont  faciles  à  établir. 
Appelons  œ,y,  les  coordonnées  du  point  M;  X,  Y  celles  du 
point  correspondant  I. 

Les  triangles  semblables  QAI,  QMB    donnent,  en    posant 

a  x  —  d 

OP  =  OQ  =  d.  7-iL-  =  --r-  : 

d  —   -v  1 

y     _d  -\-  x 

Y~(?4-X' 

De  ces  relations,  et  par  des  calculs  faciles,  on  tire  succes- 

x       Y2  —  X2  -f  d2 

y  _      2Y(d  —  X) 
d  ~d*  —  X2  —  Y2' 
X     _  y2  —  x-  -f  d* 
~~d    ~  d"-  —  .r2  —  y2' 
Y  2ij[d  —  x] 

~~d~~  d*  —  x*  —  y'1' 
On  pourra  remarquer  que  cette  transformation  appartient 
au  genre  des  transformations  rationnelles,  unicursales  elréci- 
pfoques, 

1°  La  transformation  est  rationnelle,  parce  que  les  formules 
qui  la  définissent    x  =  f{X,  Y), 
y  =  ?(X,  Y), 
sont  des  fonctions  rationnelles   de  X  et  de  Y;  et  parce  que, 
réciproquement,  X  et  Y  sont  des  fonctions    rationnelles  de  x 
et  de  y. 

2°  La  transformation  est  unicursale,  parce  qu'au  point 
x,  y,  ne  correspond  qu'w/i  point  X,  Y  et  que,  réciproquement, 
au  point  X,  Y  ne  correspond  qu'im  point  x,  y. 

3°  La  transformation  est  réciproque,  parce  que  si  les  formu- 
les qui  servent  à  transformer  l'espace  e  en  l'espace  E,  sont 
x  =  b  (Xi Y), 
V  =  ?  (X4Y), 


et  aussi 
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réciproquement,  les  formules   de  passage  de  l'espace  E    en 
l'espace  e  sont  X  =  f(x±y), 

6.  —  Il  résulte  des  formules  de  transformation  que  nous 
venons  de  donner  qu'à  une  courbe  f,  de  deyrè  m,  correspond 
généralement  une  transformée  F  de  degré    2111. 

Si  l'on  considère  la  droite  QQ'  élevée  au  point  Q,  perpen- 
diculairement à  PQ,  cette  droite  rencontre  f  en  m  points  A1? 
A2  . . .  km  ;  l'on  voit  ainsi  que  le  point  P  est  un  point  multiple 
d'ordre  m  de  F  et  les  tangentes  à  F  en  ce  point  sont  les  m  droites 
PA„PA2,  ...  PA,„. 

D'autre  part,  si  l'on  imagine  les  m  points  de  rencontre  de 
PQ  avec  f,  la  construction  étant  appliquée  à  chacun  de 
ces  points,  on  trouve  le  point  Q,  comme  point  correspondant 
et  l'on  reconnaît  ainsi  que  le  point  Q  est  un  point  de  multi- 
plicité m,  et  les  m  tangentes  à  la  courbe  F  en  ce  point  Q  sont 
confondues  avec  QQ'. 

Enfin,  si  l'on  considère  le  cercle  A,  décrit  sur  PQ  comme 
diamètre,  et  si  l'on  appelle  B  un  point  commun  à  f  et  à  A, 
à  ce  point  B  correspond  un  point  de  F  situé  à  l'infini  et  la 
courbe  F  a  donc  2m  directions  asymplotiques,  <jui  sont  obte- 
nues en  joignant  ,au  point  P  les  points  de  rencontre  de  (avec  le 
cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre. 

Les  formules  de  transformation  mettent  ce  dernier  point 
en  évidence  en  montrant  que  si  X  et  Y  deviennent  infini?, 
les  coordonnées  x  cl  y,  du  point  correspondant,  satisfont  à 
l'équation  x2  -\-  y-  =  d*. 

7.  —  Mais  cette  réciprocité  des  courbes  /',  F  est  encore 
mise  en  évidence  par  des  formules  de  transformation  en 
coordonnées  polaires,  formules  que  nous  allons  établir  et 
desquelles  nous  déduirons  quelques  conséquences  intéres- 
santes. 

Prenons  (fig.    î    pour  axe  polaire  Pas,  pour  origine  le  point 
P,  et  posons      PM  =  p     PI  =3  /,     MP,r  =  tu; 
alors,  y  =  psin  co,  Y  =  r  sin  u, 

.;•  -|-  d  =  p  cos  0,    X  -f-  d  =  r  cos  w, 
et  les    formules  précédemment    établies    donnent,  après  un 
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calcul  simple, 


ou 


0 

r 

COS  6>  —  I 

a  z 

r 

~2d 

—  cos  (o 

p 

r 

a 

COS  (0  —  I 

ld    = 

p 

— COS  to 


Il  y  a  entre  p  et  r  une  équation  homographique  en  invo- 
lution,  et  si  l'on  pose 

p     __  ;  J_  _ 

2(1    '  2(1  ' 

la  relation  est 

uv  —  (u  -j-  v)  COS  w  -f-  I  =  o,  (A) 

qui  peut  être  considérée  comme  la  formule  fondamentale  de 
la  transformation  réciproque  qui  nous  occupe. 

8.  —  Ici  se  présente,  très  naturellement,  une  question 
délicate  et  qui  a  été  autrefois  soulevée  par  M.  Moutard,  à 
propos  de  la  méthode  de  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques.  Nous  voulons  parler  des  courbe*  anollagma- 
tiques. 

M.  Moutard  a  proposé  de  nommer  courbes  anallagmati- 
ques  celles  qui  jouissent  de  cette  propriété  remarquable  que, 
si  l'on  cherche  à  les  transformer  par  la  méthode  des  rayons 
vecteurs  réciproques,  on  retrouve  la  courbe  elle-même.  Mais  le 
terme  proposé  par  M.  Moutard,  terme  qui  exprime  bien  et 
nettement  la  propriété  qu'il  veut  définir,  nous  parait,  si  cela 
n'a  déjà  été  fait,  pouvoir  être  appliqué  dans  une  donnée 
plus  générale  à  toutes  les  courbes  qui,  dans  une  transforma- 
tion définie,  se  reproduisent  elles-mêmes  quand  on  cherche  à  les 
transformer. 

9.  —  Cherchons  dans  les  anallagtnatiques  de  noire  trans- 
formation. 

Si  la  courbe  proposée /"est  de  degré  m  et  si  le  point  P, 
point  qu'on  peut  nommer  le  pôle  de  la  transformation,  est 
de  multiplicité  (w-i),  si  par  conséquent  l'équation  polaire 
est  rationnelle  et  linéaire  en  p,  la    transformée    F    ne  sau- 
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rail  coïncider  avec  /'.  Mais  supposons  que  f  étant  de  degré  m 
lepoiut  P  soit  de  multiplicité  (m — 2);  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion polaire  de  la  courbe  algébrique  proposée  est  une  fonc- 
tion rationnelle  et  du  second  degré  en  p,  de  la  forme 


4-d2  2(1 

À  et  B  étant  fonctions  de  w  seulement  et  si  f  est  une  anal 

lagmatique  de  notre    transformation,  u  et   v  sont  les  deux 

raciues  de  cette  équation.  On  a  donc 

u  +  v  =  A, 

uv=JS; 

la  formule  (A)  devient 

B  —  A  cos  w  -\-  1  =  0 

et  l'équation  générale  desanallagmatiqv.es  de  degré  m,  admettant 

le  pôle  de  transformation  comme  point  multiple  d'ordre  (m — 2) 

P2  P 

est  :  — !-—  —  A  -S-v  4-  A  cos  u>  -f-  1  =  o, 

4a2  id 

A  étant  une  fonction  arbitraire  de  w. 

10.  —  On  peut  vérifier  ce  théorème  général  dans  des  cas 
particuliers. 

1°  Supposons  d'abord  A  =  o;  alors  f  est  un  cercle  de  cen- 
tre P  et  de  rayon  PQ,  et  l'on  reconnaît  qu'en  effet  ce  cercle 
se  reproduit  lui-môme  par  notre  transformation. 

2 
2°  Prenons  maintenant    A  =  — — , 

cos  a> 

l'équation  (B)  devient 

P2  2  P 

— — -hr  +  r  =  o, 

4  a2         cos  oj         i(l 

,,  v  p  1  -h  Smoi 

dou  -î-  =  — = . 

2  d  cos  a> 

On  reconnaît  là  l'équation  de  la  strophoïde  rapportée  à  son 
axe  et  à  son  sommet,  et  l'on  vérifie  facilement  qu'en  effet 
le  pôle  étant  au  sommet  de  la  strophoïde,  le  point  nommé 
Q  étant  le'poinl  double  de  cette  courbe,  celle-ci  se  produit 
elle-même  par  la  transformation  réciproque. 

3°  Enfin,  et  pour  montrer  comment  on  peut  trouvermétho- 
diquement  ces  anallagmatiqucs,  demandons-nous  si  le  lima- 

JOURISAI.   DE    MATH.   SI>   C.    1882.  à. 


(joa  de  Pascal  peut,  dans  un  cas  particulier  tout  au  moins, 
se  reproduire  par  la  transformation  précédente.  Si  l'on 
appelle  a  le  diamètre  du  cercle  générateur  du  limaçon,  b  la 
longueur  dont  on  prolonge  les  rayons  vecteurs,  on  sait  que 
l'équation  polaire  de  cette  courbe  est 

p2  —  2«p  cos  w  -f-  a2  cos2  w  —  b-  =  o. 

Identifions  avec  l'équation  générale  des  anallagmatiques 
de  notre  système,  avec  l'équation 

p-  —  2c7Ap  -j-  4A.cZ2  cos  w  —  4(1°-  —  o 
on  aura  a  cos  u  =  dA. 

a2  cos2co  —  62  =  4ACZ2  cos  <o  —  4tZ2 
ou  a2  cos2  w  —  62  =  4àd  cos2  w  —  4(i2, 

et  ceci  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  w,  ce  qui  donne  par  con- 
séquent a  =  4<i        b  =  2ci, 

Il  est  facile  de  reconnaître  directement  que  dans  cette 
hypothèse  le  limaçon  de  Pascal  se  reproduit  en  effet  lui- 
même. 

11.  —  D'une  façon  plus  générale  imaginons  le  lieu  sui- 
vant :  On  considère  des  cercles  A  passant  par  un  point  fixe  Q 
et  assujettis  à  une  seconde  condition  arbitrairement  choisie;  les 
extrémités  des  diamètres  de  ces  cercles,  diamètres  qui  passent 
par  un  point  fixe  P,  décrivent  une  anallagmatique  de  la  transfor- 
mation réciproque. 


QUESTION   9 

Solution  par  M.  Toqué,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée 
Charlemagne. 


On  considère  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  sur  l'axe  Oy, 

x2  y2_ 

"a2  b2"" 

on  considère  les  deux  points  B  et  B'  qui  sont  aune  distanceb  de 
l'origine  et  on  les  joint  à  un  point  M,  m,obile  sur  l'hyperbole. 
La  perpendiculaire  à  B'M  au  point  B'  rencontre  BM  en  un  point 
1,  dont  on  demande  le  lieu  géométrique.   Ce  lieu  est  une  quar- 
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tique  ;  on  demande  de  la  construire  et  d'indiquer  les  différentes 
formes  de  la  courbe  suivant  que  l'on  a 

b  <  a,    b  =  a,    b  >  a.  (G.  L.). 

Les  formules  de  transformation  qui  lient  les  coordonnées 
X,  Y  d'un  point  de  l'hyperbole  aux  coordonnées  du  point 
dont  on  cherche  le  lieu  géométrique  sont  (*) 

X         2hx (y  +  fe> .     y-  g'-y'  +  ft' 

a;*_|_y»_&*  '  x2  -f  y2  —  b2  ' 

et  comme  le  point  X,  Y  est  sur  l'hyperbole,  on  a 
X2  Y2 

~~a1  b~    ~  ' 

■  4  6»jC  (!/  +  &)'  (x-2  -  if  +  62)2 

(flW+j»r^  (^--f-^-62)2 

ou,  après  calculs, 

a2  cc(-  2&2  (y-\-  b)2  x2  -\-  a1  (y2  —  b2)2  =  c. 
C'est  une  première  forme  de  l'équation  du  lieu. 
Intersection  avec  Ox.  —  Faisant  y  =  o  on  a  l'équation 

a2œ4  —  2&*rca  -f  a"6*  ==  o. 
La  condition  de  réalité  de  racines  est  bs  —  rt464>,  o,  ou 
V(64  — a4)  >  o.  Si  &  <  a,  la  courbe  ne  coupe  pas  Ox.  Pour 
6  =  a,  on  a  un  carré  parfait  a2(x2  —  a2)2  =  o.  Enfin,  si  b  >  a, 
on  a  quatre  points  d'intersection  avec  Ox. 

Tangentes  horizontales.  —  Considérons  l'équation  [•/]  comme 
bicarrée  en  x.  La  réalité  des  racines  dépend  de 
U  =  bHy  +  b)'  —  a4  (y2  —  62)2 

=  (y  +  byV>*(y  +  W-a>(y-by] 

=  [6»  (y  -f  &)  H-  «2  (^  -  &)]  [&*  (y  +  &)  -  «2  (y  -  ft)]. 

On  a  ainsi,  pour  séparer  le  plan  en  régions,  deux  tangentes 
horizontales 

v  _    b(a2-b2)         v  _  h(a*  +  &') 
1~~      a» +  6"     '       2_     a2-62    ' 
Les  abscisses  du  point  de  contact  sont 

*t  =  ±      .,    ,     ,,,  Xt  =   ± 


a»-f-6*'  ~»       -   a2  —  &* 

Nous  verrons  à  les  construire  plus  loin. 


(•)  Voir  le  Journil  pn^re  77. 
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Interjection  avec  Oy.  —  Faisant  x  =o,  on  a  l'équation 
(/y2  —  bïf  =  o,  qui  donne  les  points  B  et  B';  ce  sont  des 
points  doubles.  Nous  sommes  ainsi  amené  à  transporter 
l'origine  en  ces  points,  pour  voir  la  forme  de  la  courbe 
dans  le  voisinage. 

Transport  de  l'origine  au  point  B.  —  Posant  y  —  Y  -f-  b, 
x  =  X,  l'équation  [a]  devient 

2b2X2  (Y  +  zbf  =  a2  [X*  -f  Y*  (Y  +  2&)2] 
ou  [p]  (Y  +  2&)2[2&2X2  —  a2 Y2]  =  a2X'\ 

C'est  une  nouvelle  forme  de  l'équation  du  lieu.  Elle  met 
en  évidence    les    tangentes    au  point  double    B  ;    ces    tau- 

bV~ 
gentes  sont  Y  ==  +  ■— —  os,  valeur  facile  à  construire.  En 
a 

outre,  elles  séparent  le  plan  en  régions.   Cette   séparation 

nous  montre  que  B',  se  trouvant  dans  la  région  ombrée,  est 

un  point  double  isolé, 

Transport  de  l'origine  en  B'.  —  Posant  x  =  X,  y  -f-  b  =  Y, 
on  a  262X2Y2  =  a2[X*  +  Y2(Y  —  2b)2]. 

On  voit  que  par  B' passe  une  tangente  double  Y2  =  o. 
Transformons  encore  l'équation  ;  on  peut  l'écrire 

a*X4  —  62X2Y2  +  Y2[a2(Y  —  2&)2  —  62X2]  =  o, 
ou 

X2[a2X2  —  62Y2]  -f  Y2[aY  +  6X  —  2ab][aY  —  6X  —  206].-=  o 
X  Y\/X  Y 


°u  m       n-  -  vXt + - 

+  v(t  +  t-2Xt-t-2)  =  °- 

C'est  une  troisième  forme  de  l'équation  du  lieu,  rappor- 
tée   cette,    fois  à   B'  pour   origine.   Les    droites 

Y      ,      X  Y  X 

— 2=0,  — 2  =  0 

b  a  b  a 

sont  les  droites  BA,  BA'  de  la  figure  ;  les  droites 

b  a  '     b  a 

représentent  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  B'  sur 
les  deux  droites  précédentes. 

On  forme  ainsi  deux  triangles  B.  1 .3  et  B.2.4. 
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Ces  triangles  sont  très  importants  ;  d'abord  ils  donnent 
une  séparation  ;  B  est  un  po'.nl  double  avec  des  tangentes 
bien  déterminées  ;  et,  de  plus,  les  points  i,  2,  3,  4  ne  sont 
autre  chose  que  les  points  de  contact  des  tangentes  hori- 
zontales à  la  courbe. 

Il  suint,  pour  s'en  assurer,  de  calculer  les  coordonnées  de 
ces  points  1,  2,  3,  4;  on  tombera  sur  les  valeurs  précédem- 
ment obtenues  pour  les  tangentes  horizontales. 

Quatrième  forme  de  l'équation.  —  L'équation  (7.)  peut 
s'écrire  encore 

a*(y*  _  62f  =  x2[2b2(y  -f  b)2  —  a2x2] 
ou 
[8]  a*(y*  _  6«)8  -  a-[^a  (y  +  b)  -  ax][b\f2  (y+  &)+  ax]. 

Cette  forme  d'équation  donne  les  points  ou  la  courbe 
rencontre  la  parallèle  à  Cve  menée  par  B. 

Les  tangentes  en  ces  points  sont  les  droites 

^V2  (y  ~f~  &)  — ax  ==  °' 

passant  toutes  deux  par  le  point  B'  et  faciles  à  construire. 

Asymptotes.  —  Soit  y  =  yx  -f-  0  une  asymptote. 

Désignant  par  <pm  l'ensemble  des  termes  de  degré  m  dans 
l'équation,  par  tpm-H  l'ensemble  des  termes  de  degré  m —  1, 
et  remplaçant  x  par  1,  y  par  y>  les  valeurs  de  7  sont  don- 
nées par 

Çm  (y)  =  a2r  —  26V  +  ft2  —  o 

ou  y    ==  — 


a- 

Pour  que  ces  valeurs  soient  réelles,  il  faut  b  >  a. 

<?m  —1(1  ,y) 


On  sait  que 


f'm  (i,t) 


D'ailleurs  !  »"  =  4"2' '  ~  4** 

9m -1  =  —  40  Y 


Donc  8  =  - 

ay  —  61 

Remplaçant  y2  Par  sa  valeur,  on  a 

,     _b2  +  \Jb'  —  <r 


»0  — 


if-  —  yV  _  a* 


b» 


\Jb'  —  a% 


Il  y  a  donc,  si  b  >  a,  quatre  asymptotes  réelles,  symé- 
triques par  rapport  à  Oy,  et  se  coupant  sur  l'axe  Oy  en  des 
peints  symétriques  par  rapport  à  l'origine. 

Premier  cas  :  b  <  a.  —  Il  n'y  a  pas  d'asymptotes,  pas 
de  points  à  l'infini.  La  courbe  est  comprise  entre  les  deux 


tangentes    horizontales    données    par   les  triangles  B.i.3, 
B.2.4. 

Deuxième  cas:  b  =  a.  Hyperbole  équilatère.  —  L'équation  (a) 
devient  xi  —  2(y  -f-  a)2cc2  -f-  (y2  —  a2)2  =  o. 

Les  tangentes  au  point  double  B  sont  2X2  =>Y2. 

Les  formules  donnant  les  tangentes  horizontales  deviennent 
2/i=o  y%=  00 

ccj  =  -+-  a  x2  =  se 

Ainsi,  l'une  des  tangentes  s'est  transportée  à  l'infini. 

C'est  ce  qu'indiquent  aussi  les  triangles   B.2.4.  B.i.3, 
dont  les  sommets  1  et  2  sont  à    l'infini.  Car,  transportant 
l'origine  en  B',  la  troisième  forme  de  l'équation  devient 
X2(X  —  Y)(X  +  Y)  +  Y2(Y  -f-  X  —  o)(Y  2—  X  —  2a)  =  o.  (y) 
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Les      directions     asymptotiques      sont       données      par 
(v2 —  i)2  =  o;  les  deux  bissectrices  sont  donc  des  directions 


3e  cas 


donc  la 


asymptotiques  doubles.  Mais  on  a  alors  o  = 
courbe  n'a  que  des  branches  paraboliques. 

Troisième  cas  :  b  >  a.  —  Les  deux  tangentes  horizontales 
sont  toutes  deux  au- 
dessous  de  Oœ  ;  la 
courbe  est  extérieure  à 
l'intervalle  compris  en- 
tre les  deux  tangentes. 

Il  y  a  alors  quatre 
asymptotes  réelles. 
Cherchons  géométri- 
quement les  directions 
asymptotiques.  Pour 
qu'on  ait  un  point  à 
l'infini,  il  faut  que 
MB  et  B'I  -soient  pa- 
rallèles; or  B'I  est 
menée  perpendiculaire 
à  MB'  ;  donc  il  faut  que  MB  soit  perpendiculaire  à  MB'. 


—  88  — 

Par  suite,  le  point  M  doit  être  à  l'intersection  de  l'hyper- 
bole proposée  avec  la  circonférence  de  diamètre  BB'. 

On  a  ainsi  les  quatre  directions  asyinptotiques  BP,  BQ, 
BP',  BQ'.  Elles  sont  perpendiculaires  deux  à  deux;  on  le 
voyait  du  reste  sur  l'équation  en  y. 


L'ordonnée   à  l'origine  est  comprise    entre   les  points  B' 
et   K,  dont   les   ordonnées  sont  respectivement,   en  valeur 

absolue,  b  et  — i ■ L, 
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Nous  allons,  pour  cola,  montrer  qu'on  a 

La  première  inégalité  revient  à 

ba 

b2  <  — -    ou  6*  —  a{  <  ô*, 

6l  —  a* 

ce  qui  es?,  vrai. 

La  deuxième  revient  à 

b6  68(a8  +  &8)8 

T  < 


b;  —  a»  (/j2  —  a8)8 

ou  6*(68  —  a2)  <  (6*  4-  a8)3, 

ou  enfin  a6  -f-  3a*66  -f-  4a2//'  >  o, 

ce  oui  est  évident. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TRILINEAIRES 

ET   LEURS   APPLICATIONS 
Par  M.  K.  «S.  ISoquel. 

(Suite,    voir    page    59) 


Autre  définition  des  coordonnées  trilinéaires.  —  Identité 
des  deux  dé/initions.  —  Les  coordonnées  trilinéaires  s'in- 
troduisent encore  daas  le  calcul  par  des  considérations  en 
apparence  différentes  de  celles  qui  précèdent,  mais  qui  en 
réalité  ont  une  signification  identique. 

Un  point  quelconque  du  plan  peut  être  déterminé  par  l'in 
lersection  de    deux    droites    tournant   autour  de  deux  des 
sommets  du    triangle  de  référence,    et  dont    les  équations 
sont  respectivement 

Ax  -f  By  -f  C  =  k(k'œ  +  B"y  -f  C"), 
A  [x  +  By  +  G  =  h(M'œ  -f  B"y  +  C). 

Ces  droites  seront  parfaitement  déterminées  parles  valeurs 
particulières  des  paramètres  /."  et  h  qui  leur  correspondent. 

Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  définition  générale  d'un  système 
quelconque  de  coordonnées,  on  voit  que  l'on  pourra  regar- 
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der  les  variables  h  et  h  comme  de  nouvelles  coordonnées 
du  point  M,  puisque  les  valeurs  de  ces  paramètres  déter- 
mineront deux  lignes  dont  l'intersection  fournira  le  point  M. 
Connaissant  les  coordonnées  cartésiennes  xA  et  yL  d'un 
point  Mj  du  plan,  les  coordonnées  kt  et  ht  dans  le  nouveau 
système  seront  données  par  les  formules 

Ax,  -f-  By±  -f  C  _    A'ast  -f  B'j/t  +  C 

11  ~  "  A"»!  +  B'î/i  +  G"  "  h  '  M'œ,  -f  B"//!  +  G"  ' 
Réciproquement,  connaissant  les  coordonnées  A,  et  /?t  d'un 
point  Mj  dans  le  nouveau  système,  on  aura  ses  coordonnées 
rectilignes  en  résolvant  les  équations  (1)  par  rapport  à  œt 
et  à  y±.  Ces  équations  du  premier  degré  donneront  a1,  et 
î/i  par  des  fractions  rationnelles  dont  les  deux  termes  sont 
du  premier  degré  en  h\  et  hu  et  qui  de  plus  ont  même 
dénominateur,  c'est-à-dire  qui  sont  de  la  forme 

_      MAt  +  mt  -f-  P  _  M'A-t  +  Xh,  +  P 

1         R/h  -f-  SAt  -f  T    '     :h  Rk,  +  S/i,  +  T     '   l  ' 

Une  équation  ((x^ij)  ==  o  dans  le  système  de  Descartes 
deviendra  donc,  en  coordonnées  nouvelles, 

/  MA-  +  m  +  P      M'A-  +  N'A  +  P'  \  ==  ™ 

'\   RA-  +  SA  +  T   '     RA'  +  S/t  +  T    / 
de    môme    qu'une   équation    cp(/»1/i)   =  o    dans    le   nouveau 
système  considéré  deviendra,  en   coordonnées  cartésiennes, 
Ace  -f  Bx  -f  C         A 'ce  H-  B'//  -f  C 


A  as  -f  B  "y  +  G"      A"œ  +  Bj  +  G   /  l  ' 

Toute  équation  algébrique  et  entière  dans  l'un  des  sys- 
tèmes se  transformera  donc  eu  une  équation  algébrique 
entière,  et  du  même  degré  dans  l'autre  système. 

Si  l'on  pose  a  =  Aas  +  Bj/  +  C,  6  =  A'x  -f-  B'.!/  +G', 
y  =  A'ac  -f-  B '//  -f-  C",  l'équation  (3)  prend  la  forme  homo- 
gène o  (  —  ,  -£-  J  sb=  o,  qui,  par  l'évanouissement  des  déno- 

V  Y        Y  / 
minateurs,  devient  de   la    forme    <p(a,  p,   y)   =   o,  équation 
homogène  en  a,  S,  y. 

Or,  les  lettres  a,  fi,  y,  que  nous  avons  prises,  dans  la  pre- 
mière définition,  pour  représenter  les  coordonnées  trili- 
néaires  d'un  point,  ne  sont  autre  chose  que  lésa,  p,  y  actuels. 
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Il  suffi l.  eu  effet,  pour  leur  donner  la  même  signification, 
de  supposer  les  équations  des  axes  de  référence  convena- 
blement écrites,  de  manière  à  satisfaire  à  la  convention 
fondamentale  sur  les  lignes  des  coordonnées  trilinéaires,  et 
de  prendre  pour  paramètre  de  référence  les  facteurs  cons- 
tants qui  entrent  dans  les  expressions  des  distances  d'un 
point  aux  trois  axes  de  référence,  c'est-à-dire  de  prendre,  en 
coordonnées  rectangulaires, 

X=/I2~+B»,   u.  =  v/A'2  -f  B'2   ,   v  =s /A"8  +  B"*, 
ou,  en  coordonnées  obliques, 

y'  A2  +  B2  —  2  AB  cos  0  Y  A.'2  -f  B'2  —  aA'B'  cosO 

À    = ; '  u.  = ; — ; — 

sin  0  '  sm  0 

}7A"2  +  B"2—  2Â"B"  cos  0  . 

v  —  ■ } 

sm  oc 

oc  B 

A-  et  h  seront  alors  les  rapports  —    et  —  de  deux  des  coor- 
données trilinéaires  primitivement  définies  à  la  troisième. 

Cas  particulier. — Supposons  les  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires;  ou  peut  prendre  les  équations  des  axes  de 
référence  sous  la  forme 

x  cos  <p,  -f-  y  sin  cpt  —  ^,  r=  o 

x  cos  a>„  -|-  y  sin  ?..  —  p.,  =  o 

x  cos  qpfl  -f-  y  sin  ?;J  — p8  =  o 
et  admettre  que  ce  triangle  de  référence  est  tel  que  l'origine 
des  coordonnées  cartésiennes  soit  dans  son  intérieur;  alors 
pour  chaque  côté  un  point  intérieur  au  triangle  est  du  même 
côté  que  l'origiue  par  rapport  à  ce  côté  ;  si  de  plus  on  fait 
les  paramètres  de  référence  égaux  à  l'unité,  les  coordonnées 
trilinéaires  d'an  point  du  plan  seront  alors  données  en  gran- 
deur et  en  signe  par  les  formules 

a.  =  Pi  —  x  cos  tpj  —  y  sin  cp, , 
9  =  p.,  —  x  cos  cp2  —  ?/  sin  cp2, 

Y  —  Pi  —  x  cos  ?a  —  U  sin  ?si 
et   elles  seront   exar-tement  les   distances   elles-mêmes  du 

point  aux  trois  côtés  du  triangle  de  référence,  leurs  signes, 

conformes    ù  la    convention  fondamentale,  étant  bien   ceux 
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que  prennent  les  seconds  membres  de  ces  formules  pour  le 
point  considéré. 

(A  suivre.) 


QUESTION   357 

Solution  par  Paul  Boulogne,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Etant  donnée  une  coniqui  tangente  en  deux  points  fixes  A  et 
B  aux  deux  côtés  d'un  angle  fixe,  on  mène  à  cette  conique  une 
troisième  tangente  variable  terminée  en  Ce(D  aux  côtés  de  l'an- 
gle donné.  Par  les  points  G  et  D  on  mène  des  parallèles  aux 
deux  côtés  de  l'angle:  on  demande  le  lieu  des  points  d'intersec- 
tion de  ces  parallèles  quand  la  troisième  tangente  prend  toutes  les 
pos  itions  poss  ib  les . 

Prenons  les  côtés  de  l'angle  pour  axes  de  coordonnées, 
OA  pour  axe  des  x,  OB  pour  axe  des  y.  Désignons  par  a  et  b 
les  longueurs  OA,  OB,  et  soient  x±,  yl  les  coordonnées  du 
point  du  lieu.  L'équation  de  la  conique  est 

(bx  -f-  ay  —  ab)2  -{-  A  œy  =  o,  (  1  ) 

celle  de  la  droite  CD, 

Vt  x  -f  xt  y  — •  xt  yt  =  o.  (2) 

Eliminons  y  entre  (1)  et  (2),  nous  obtiendrons  l'équation 
aux  x  des  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  conique. 
Ecrivant  que  celle  équation  a  une  racine  double,  nous  au- 
rons l'équation  du  lieu.  L'élimination  de  y  conduit  à 

x*  [{bxx  —  ayif  —  lx,  //,]  +  x  [2uxi  (yi  —  b)  {bxi  —  ay2) 
+  \a%yi\-\-a*x\(yi  —  b)n-  =  o. 

Écrivant  que  cette  équation  a  une  îacine  double,  simpli- 
fiant et  enlevant  les  indices,  on  obtient 

xy  (.\.ab  -f  X)  —  4«62  x  —  4a2  by  -f  4a2  6*  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  des  parallèles 
aux  asymptotes,  et  dont  le  centre  est  sur  la  diagonale 
issue  de  O  du  parallélogramme  construit  sur  OA  et  OB.  Si 
les  droites  étaient  rectangulaires,  l'hyperbole  serait  équila- 
lère. 
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Nota.  —  Ont  résolu  aussi  cette  question:  MM.  Jourdan.  à  Rouen;  Baron,  à 
Sainte-Barbe;  Gino  Loria.  à  Mantoue;  Petit,  à  Grenoble. 

M.  Gino  Loria  et  M.  Herzpg,  élève  du  lycée  Corneille  à  Bouen.  ont  remar- 
qué que  le  lieu  pouvait  facilement  se  trouver  par  de;  considérations  géomé- 
triques; le;  droites  qui.  par  leur  intersection,  donnent  les  points  du  lieu 
forment  deux  faisceaux  homographiques  ayant  pour  sommets  les  pointsàl'infi- 
ni  sur  les  tangentes  à  la  conique  donnée.  On  en  conclut  de  suite  que  le  lieu 
est  une  conique,  et  comme  elle  passe  par  les  pivots  des  deux  faisceaux,  c'est 
une  hyperbole  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  deux  tangentes  fixes. 


QUESTION  358 

Solution   par  M.  Cadot,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


On  demande  .si  la  série 

1         i        '  m+p     '      3m+i)     '  '  ( —  ,)m  +       ~ 

est  convergente. 

L-L- 


Considérons  le  rapport  — •         qui  a  pour  valeur 


(n  —  1  )m  +  v 
L  


(m  -f-  p)  L  (n  —  1)  —  m  L  n 


Ln  L/i 

.  L  (n—  1) 

=  (m  +  P)  — —t — -  —  m. 

r  ,,•■,',.•  h  (il  I  ) 

Lorsque  n  croit  indéfiniment, — * tend     vers      1: 

Ln 
donc  le  rapport  tend  vers  p. 

Si  la  valeur  absolue  de  p  est  >  1.  la  strie  est  convergente. 

Si  la  valeur  absolue  de  p  =  1,  la  séiie  est  divergente,  car 

/    n    Y"1  + 1 
le  produit  nun=i r)  tend  vers  1    en  restant   toujours 

supérieur  à  1 . 
Si  la  valeur  absolue  de  /;  est  <  1,  la  série  est  encore  diver- 

/         ?!         y»   +  P        I  -  J>  /         n         \m  +  p 

gente:  car  nu"  =  ( — — — J  n  ;  or  ( ) 

tend  vers  1;  n<  -t  ne  tend  pas    vers  o,  puisque  l'exposant 
1 — ;;  est  positif,  donc  la  série  est  divergente. 
Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M<  Petit,  à  Grenoble. 
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QUESTION  370 

Solution  par  M.  Baron,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  la  parabole  y'2  —  2px  =  o,  et  l'on  considère  les 
coniques  osculatriccs  à  celte  parabole  en  son  sommet;  montrer  que: 
1°  le  lieu  des  sommets  de  ces  coniques  est  une  parabole  ;  2°  le  lieu 
de  leurs  foyers  est  un  cercle. 

Soit  rf  =2px  (1)  la  parabole;  les  coniques  osculatriccs 

en  son  sommet  à  (1)  auront  évidemment  pour  équation 

y*  —  2px  -f-  ^a  =  o.  (2) 

1°  Lieu  des  sommets. 

Un  diamètre  a  pour  équation 

Xcc  —  p  -f-  my  =  o  ;  (3) 

le  coefficient    angulaire    d'une   tangente    perpendiculaire  à 

A.r  —  p 
(3)  a  pour  valeur ; 

ax  —  p  m  ... 

donc =  — .  (4) 

y  * 

Entre  (2),  (3),  (4)  j'élimine  m  et  X. 

Ix  —  p  -f-  my  =  o  (3) 

(ax  —  p)\  -f-  my  =  o  (4) 

{ax  —  p)  (k  —   i  )  =  o 
Comme  a   est  différent  de  i,  car  \   =  i    correspond    au 

cercle  oscillateur  à  la  parabole  en  0,  on  doit  prendre  À  =  —, 

*x 

ce   qui  donne  pour  le  lieu 

y-  —  2px  -|-  px  =  o 

ou  if  —  px  =  o,  (o) 

parabole  ayant  même  axe  et  même  sommet  que  la  première 

et  son  loyer  au  milieu  de  la  distance  focale  de  la  première. 

2°  Lieu  des  foyers. 

Soit  (V-)  un  point  du  lieu. 

L'équation  quadratique  des  tangentes  menées  de  ce  point 
à  (2)  est 


[y*  _  2px  -f  À,x-2)(fi-  —  2/J-  -f-  Xa2) 

—  [y.(U-  —  p)-f-ft/  —  p05]s  =  O. 

J'exprime  que  ces  tangentes  sont  rectangulaires. 

|  (aX  —  p)p  =  o 

j      ~i!y  —  p-  =  —  2py.  -)-  )a2 

En  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,    on  trouve    le 

cercle  a2  -j-  h-  —  \yj.  —  o 

tangent  à    l'origine  à  l'axe  des  y  et  ayant    son  centre  au 

foyer  de  la  parabole  donnée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Boulogne,  au  lycée  Saint- 
Louis;  Leiieuvre.  à  Rouen;  Petit,  à  Grenoble;  Finat,  ù  Moulins. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


13.  —  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  d'une  parabole 
inconnue,  et  la  droite  A,  axe  de  cette  courbe,  on  abaisse  sur 
A  les  perpendiculaires  AA',  BB';  puis  on  (race  les  droites 
AB',  BA',  qui  se  coupent  en  un  certain  point  C.  Démontrer 
que  si,  par  le  point  C,  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  A,  cette 
droite  rencontre  AB  en  un  point  qui  appartient  à  la 
tangente  au  sommet,  ce  qui  permet  de  déterminer  simple- 
ment ce  sommet.  fQ,  L.) 

14.  —  On  considère  la  parabole  P 

{ty  —  aD)a  —  2pX=-0, 

qui  est  tangente  à  l'axe  Oy  au  point  U,  et  qui  coupe  l'axe 
des  x  au  point  M  tel  que  OM  =  2/;;  on  considère  aussi  la 
parabole  cubique  Q,  enveloppe  des  normales  de  P.  Celte 
courbe  est  tangente  à  l'axe  Ox  au  point  A,  et  coupe  cet 
axe  en  un  autre  point  B.  Soit  enfin  (lie  point  de  rencontte 
de  l'axe  P  avec  Ox.  Un  imagine  maintenant  que,  d'un  point 
B,  mobile  sur  O.f,  on  mène  à  la  courbe  P  des  normales.  'Je 
problème  dépend  d'une  équation  du  second  degré. 

1°  Déterminer  et  discuter  celte  équation,  et  montrer  quels 
résultats  elle  donne  quand  on  suppose  successivement  le 
point  R  à  l'un  des  points  A,  B,  C  ou  M. 

2°  après  avoir  déterminé,  en  fonction  de  /,  les  rapports 


—  <JÔ  — 
OA       PB       OC 
OM  '    OM  '    OM  ' 

déduire  de  ces  relations  que  l'on  a 

20A.0C  =  AC.0M. 

3°  Examiner  successivement  le  cas  où  le  point  B  se  cou- 
fond  avec  0,  et  celui  où  le  point  À  coïncide  avec  M.  Enoncer 
les  théorèmes  auxquels  donnent  lieu  ces  deux  hypothèses. 

4°  Démontrer  que  le  paramètre  p  de  la  parabole  est  donné 

par  la  formule  p  =  ■ — — 

et  que  l'équation  de  l'axe  est 

Xï-œ  +  lq-T-=o. 

5°  Trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  on  suppose 
que  p  est  constant,  et  construire  la  courbe  donnée. 

(G.  L.) 
15.  —  Trouver  le  lieu  des  points  M    tel  que,   parmi  les 
normales  issues  de  ce  point  à  la  parabole 

y2  —  2px  =o, 
il  y  en  ait  deux  qui  forment  avec  la  droite 

y  =  x  tg  cp 
un  triangle  isoscèle.   Ce  lieu    est  une  parabole  :  construire 

cette  courbe  lorsque  l'on  suppose  tp  =  — ,  et  montrer  que 

o 

le  sommet  coïncide  avec  le  foyer  de  la  parabole  donnée. 

(G.  L.) 
16. —  On  considère  une  ellipse  E  rapportée  a  ses  axes, 
et  une  conique  A  passant  par  les  foyers  et  les  extrémités 
B,  B'  du  petit  axe  de  E.  Cette  conique  A  rencontre  E  en  deux 
points  M  et  N,  différents  de  B  et  B'.  En  ces  points,  on  mène 
à  E  des  normales  qui  rencontrent  A  en  des  points  I,  I',  dont 
on  demande  le  lieu  géométrique.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


PARIS.  —    IJUIT.iaiimiE  CHAIX    20i  BUE  EERGKKE,  PRES  L'U      DCULEYAM1  UCKT.Mir>Tl  ?..  —  ',','. 
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TRANSFORMATIONS  RÉCIPROQUES 

Par  M.  <».  «le  Loiiçchuiiips. 
Suite,  voir  p.  49  et  77.) 


12.  —  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  tangente 

aux  courbes  F,  transformées  des  courbes  f,  /)(//•  transformation 
réciproque. 

Soient  0,  0'  les  deux  points  fixes,  0  désignant  particu- 
lièrement celui  d'entre  eux  que  nous  avons  nommé  le   pôle 


principal.  Avant  pris  sur  /'un  point  A.  on  sait  que  pour  obtenir 
le  point  correspondant  A'  sur  F,  il  faut  joindre  AO'  et  au 
point  0'  élever  à  AO'  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
<)A  au  point  cherché  A'. 

Si  l'on  pose  00  =  (/,  OA  =  p,  OA'  =  r,  et  si  Ton  désigne 
par  ta  l'angle  que  l'ait  A'AO  avec  00',  on  a,  comme  nous 
l'avons  précédemment  montré, 

;/•  —  a(p  -f-  r)  cos  m  -f-  a2  =  o. 

Mais  si  Poil  vcul  éviter  les  calculs  que  nous  venons  de 
rappeler,  noua  ferons  observer  que  l'on  peut  immédiatement 
obtenir  ectic   formule   de   transformation  par  la  remarque 

JOURNAL  DE   II  \  ni.   SI'É<      lss-'.  5 
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suivante.  Abaissons  dn  point  0'  sur  la  droite  OAA    la  per- 
pendiculaire OH,  on  aura 

ÔTP  =  AH.A'H 

ou  a1  sin-  w  =  (a  cos  co  —  p)(r  —  a  cos  co) 

et,  après  simplification,  on  a  bien 

pr  —  a(p  -j-  /•)  cos  co  -}-  «-  =  o.  (A) 

13.  —  Recherche  de  la  relation  qui  existe  entre  les  angles 
formés  par  un  rayon  vecteur  avec  les  tangentes  aux  points  cor- 
respondants. 

Appelons  Y,  Y  ces  angles  qui  sont  donnés  par  les 
formules 

pc/to  __.         rdtû 

i^=V  tgY=— •  () 

La  formule  (A)  donne  d'ailleurs 

dr     ,        dp  (  dj>         dr  \  ,     ,     .    . 

p  -, h  r  j «    -y-  +  -T-  )  cos  co  -f  a(p  +  /•)  Slll  co  =  o  ; 

rfio  aoo  \  ao)         oco  / 

on  a  donc 

pr(cotg  V  -\-  cotg  Y  )  —  a  cos  co  (p  cotg  V  -f-  r  cotg  V) 

-(-  a(p  -f-  '')  sin  03  =?  o, 

ou  encore,  après  calcul, 

pr  sin  (V  -f-  Y )  —  ôp  sin  Y'  cos  (co  -{-  Y) 

—  a»'  sin  V  cos  (co  -f-  V)  =  o. 

Si  l'on  tient  compte  de  la  condition  (A)  on  aura 

p  sin  V  cos  (co  —  V)  -f-  r  sin  V  cos  f  co  —  V) 

=  a  sin  (V  -f-  V) 

ou  encore 

(a  —  p  eu»  co»  cotg  V  -j-  (a  — •  r  cos  to)  cotg  V 

=  (p  -f-  /•)  sin  co.  (B) 

14. —  Telle  est  la  relation  fondamentale  entre  les  angles 
V  et  V  ;  elle  permettra  de  construire  la  tangente  à  la 
courbe  /',  si  l'on  sait  construire  la  tangente  à  F,  ou  inver- 
sement. 

On  peut  déduire  de  la  formule  (B)  des  constructions  très 

;")  Nous  employons  ici  la   notation  ditlerentielle,  qui  est  commode  et  plus 
agréable  à  beaucoup  de  nos  lecteurs;  nos  jeunes  lecteurs,  pour  mieux  suivre 

....  •  ,         ,  •  fa  dr 

i.ette  démonstration,  voudront  bien   remplacer  — -  par  p'      et psi-  /■',,, 

c'to  r  w  r/w 
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diverses  pour  déterminer  l'angle  V  connaissant  l'angle  V. 
Voici  l'une  de  ces  constructions. 
La  formule  (B)  peut  s'écrire 

O'P  cotg  V  —  O'P'  cotg  V  =  AP  -j-  A'P',        (C) 
P,  P'  désignant  les  projections  des  points  A.  A   sur  la  ligne 
des  pôles  00'. 

Aux  points  A,  A' élevons  à  la  droite  OAA  des  perpendicu- 
laires qui  rencontrent  les  lignes  des  pôles  00  aux  points 
H,  H'  ;  puis  au  point  H  qui  est  situé  sur  AA  et  se  projette  sur 
00' au  point  0'  lui-même  élevons  à  AA'  une  perpendiculaire 
qui  rencontre  en  K  et  en  L  les  tangentes  aux  courbes  /'  et 
F  aux  points  A,  A';  on  déduit,  de  cette,construction.  le  calcul 
suivant  : 

On  a  d'abord  AH  =  KH  cotg  V 

A  H  =  HL  cotg  V 
et,  par  suite 

UP.AH         AH.OP    _ 

LH  KH       -AiJ  +  Ai' 

D'autre  pari 

AH  =  -°*     AH=    up' 


COS  CD  COS  w 

et  L'égalité  précédente  devient 

O'P. O'P'  /    i  i     \ 

cos  w     \  LH  KH  / 

ou  enlin,  en  remarquant  que  O'P. O'P'  =AP.A'P', 

"LIT  ~~   KH         "AT  "^TlT* 
Cette  relation  est  fondamentale  pour  le  tracé  des  tangentes 
dans  celte   méthode  de   transformation  ;    elle    permet,    par 
une  construction  assez  rapide,  de  trouver  le  point  K,si  l'on 
connaît  le  point  L,  ou  inversement. 

Mais  il  faut  observer,  comme  nous  l'avons  déjà  l'ait  remar- 
quer, qu'on  peut  tirer  de  la  formule  (B)  beaucoup  d'autres 
constructions:  probablement  plus  simples  ou  plus  remar- 
quables que  la  précédente.  C'est  ce  que  nous  allons  d'ailleurs 
montrer  eu  nous  occupant  dans  le  paragraphe  suivant  d'une 
courbe  célèbre. 
15    — Appliquons  lu  formulé  (B>  à  la  courbe  de  séparation 
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d'ombre  et  de  lumière  dans  l'épure  de  la  vis  à  filets  triangu- 
laires (*). 

Cette  courbe  se  définit  ainsi:  Soit  i"  un  cercle  donné  décentre 
0 ,  0  un  point  fixe;  on  prend  sur  le  cercle  un  point  A  que  Von 
joint  au  point  0,  cette  droite  rencontre  la  perpendiculaire  élevée 
au  point  0'  au  rayon  O'À  en  un  point  A'  dontlelieu,  quand  le  point 
A  décrit  f,  est  la  courbe  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  dans 
l'épure  de  la  vis  à  filets  triangulaires. 

On  voit  que  cette  courbe  peut  être  considérée  comme 
transformée    du    cercle   par   la    transformation   réciproque. 


La  méthode  que  nous  venons  de  donner  pour  la  construction 
des  tangentes  peut  donc  s'appliquer  à  celte  courbe.  Poncelet 
(loc.  cit.)  trouve,  par  l'application  de  la  méthode  de  Roberval, 
une  construction  qui,  dans  le  cas  considéré,  est  plus  simple 
que  la  construction  générale  indiquée  plus  haut. 


(*)  Voyez  Poncelet,  Applications  d'analyse  et  de  géométrie,  M,  p,  450. 


(2) 
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Il  est  intéressant  de  retrouver,  avec  le  secours  de  notre 
formule,  l'élégante  construction  de  Poncelet. 

De  la  formule  (B)  on  a  déduit  (C),  et  celle-ci,  dans  le  cas 
particulier   où    f  est    un  cercle,    devient 

eotgT-eotgY=  COtg.(M,  +  Y);  (I) 

en  remarquant  que 

AP   =  R  cos  (<o  -f-  V)     OA'  =  R  cotg  Y 

A'P'  =  R  cotg  V  sin  (<o  -f  V) 

0  P  =  R  sin  (w  +  V) 

OT  =  R  cotg  V  cos  (w  -f  V) 

la  relation  (1)  peut  s'écrire 

siu  (V  —  Y ')         cotg  (co  +  V) 

sin  V  sin   V 

Si  au  point  B.  point  de  rencontre  de  /"avec  0 A',  on  mène 

la  tangente  qui  rencontre  00'  au  point  C,  on  aura 

BG=  R  tg  (w-f-  v).  (3) 

D'autre  part  le  triangle  rectangle  AO'A'  donne 

(r  —  p)  sin  Y  =  R  (4) 

et  les  relations  (2),  (3),  (4),  donnent  par  combinaison 

'     r  —  o  BC 

sin  (V— V)   ""    sinV" 

C'est  de  cette  relation   que  l'on  déduit  immédiatement  la 

construction  suivante,  indiquée  par  Poncelet:  On  prolonge  le 

rayon  recteur  O'A'  dune  longueur  A'H  =  BG  et  la  droite  AH 

donne  la  direction  de   la   tangente  au  point  A  à  la  courbe  F. 

C'est  ce  que  prouve  en  effet  le  triaugle  AA'H:  car,  en  posant 

r—  p  A'HouBC 

HAA  =  x,  on  a  — - — — — - — -  = : : 

sin(\ — x)  sin  a; 

donc  Y  =  ./•. 

16.  — Remarque  I.  —  Dans  le  cas  particulier  oîi  le  pùle  0 
est  sur  le  cercle,  la  courbe  devient  une  strophoïde.  —  C'est 
ce  que  la  géométrie  reconnaît  immédiatement.  On  déduit 
donc  de  la  construction  qui  précède  un  moyen  très  simple 
de  tracer  la  tangente  en  un  point  donné  sur  la  stroplioïde. 

Remarque  II.  —  Considérons  une  courbe  /,  et,  par  la  trans- 
formation   réciproque,  transformons-la  en  une  courbe  F;  si 


l'on  transforme  f  et  F  par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réci- 
proques, on  obtient  deux  courbes  f  et  F'  qui,  si  li  puissance 
de  transformation  est  égale  h  00-.  peuvent  être  considérées 
comme  transformées  l'une  de  l'autre  pat'  notre  méthode. 
En  effet,  les  formules 

p'p  =  a- 

r'r  =  a2 


donnent  or 


a 


ff 

«2(P  +  r') 


et  ?  + f  = 

? r 
et  la  formule    or  —  a  (p  -f-  »*)  cos  w  -j~  «2  =  o 
devient  py  —  0(0'  -j-  r')  cos  o>  -f-  «2  =  o 

formule   qui    prouve    bien    que   f  et   F'  sont    des   courbes 
transformées  l'une  de  l'autre  par  notre  méthode. 

Il  résulte  de  cette  observation  une  remarque  importante. 
Supposons  que  l'on  considère  une  anallagmatique  de  notre 
système  de  transformation  ;  supposons  par  conséquent  que 
f  et  F  ne  fassent  qu'une  seule el  même  courbe  <p;  alors/"  et 
F'  ne  forment  aussi  qu'une  cmirbe  f'}  savoir  la  transformée 
de  cp  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Mais  alors  es',  formé 
de  deux  branches  de  courbe  qui  se  déduisent  l'une  de 
l'autre  par  la  transformation  réciproque,  est  aussi  une  anal- 
lagmatique de  cette  transformation. 

Jl  y  a  pourtant  exception  à  cette  règle  quand  la  courbe  -y 
est  elle-même  anallagmatique  dans  la  [  traiisformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques.  Par  exemple  la  strophonlo 
est  anallagmatique  par  rapport  aux  rayons  vecteurs  qui 
partent  de  son  sommet,  dans  l'une  et  l'autre  des  deux 
méthodes.  Dans  ce  cas  singulier  9'  et  cp  coïncident,  et  l'on 
ne  peut  plus,  de  l'anallagmatique  <p,  déduire  la  nouvelle  anal- 
lagmatique c. 

Remarque  III.  —  Si  l'on  considère  une  conique  A  et  un 
point  M  sur  la  courbe  ;  si,  autour  du  point  M,  on  fait  tourner 
un  angle  droit  dont  les  côtés  rencontrent  A  aux  points  B,  G'; 
on  sait  que  BC  rencontre  la  normale  en  Ma  A,  en  un  point 
iixe  P;  c'est  le  théorème  de  Frcgier.  Il  en  résulte  que  si  l'on 
transforme  A  par  transformation  réciproque.  M  et  P  étant  les 
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pôles,  mais  P  le  pôle  principal,  ou  retrouve  la  conique  à 
elle-même.  Ainsi  les  coniques,  dans  les  conditions  de  transfor- 
mation que  nous  venons  de  définir,  sont  des  anallagmatiques  de 
notre  système.  Celle  remarque  intéressante  nous  a  été  faite 
par  M.  Ed.  Lucas.  (A  suivre.) 


CONSTRUCTION  D'UNE  CONIQUE 

AU  MOYEN  D*UNE  ÉQUERRE 

CONNAISSANT  LES  HEUX  EXTRÉMITÉS  D'UNE  CORDE  NORMALE 

ET    DEUX    AUTRES    POINTS 

Par  .M.  Petit,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Charlemagne, 


Ce  problème  peut  être  résolu  par  l'application  du  théorème 
de  Pascal,  mais  on  peut  aussi  le  résoudre  par  une  cons- 
truction, qui  parait  sensiblement  plus  rapide,  en  utilisant  la 
transformation  réciproque  imaginée  par  M.  G.  de  Long- 
champs  (*)■  Nous  allons,  à  cet  effet,  considérer  une  conique 
comme  transformée  d'une  droite,  grâce  au  théorème  suivant. 

Théorème  I.  —  Etant  donnés  deux  points  fixes  P  et  Q, 
et  une  droite  f.re  A,  si  l'on  considère  un  angle  droit  pivotant 
autour  du  poitll  Q,  si  l'on 
joint  IP,  le  lieu  du  point  de 
rencontre  M  de  cette  droite 
arec    QM    est    une    conique. 

Car  à  une  droite  PI  corres- 
pond une  seule  droite  QI, 
par  suite  une  seule  droite  QM. 
DoûC  QM  ef  PI  sont  deux 
drôltôS  correspondantes  de 
il<'.)\  faisrcaux  homographi- 
ques.  Par  conséquent.  M  décrit 
une  ronique  passant  par  les  points  P  et  Q. 


•1  Voir  le  Joûmal,  \>.  Vr 
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Si  l'on  remarque  que  le  point  Q  est  obtenu  quand  la 
droite  QI  est  confondue  avec  QP,  on  voit  que  QM  à  ce  moment 
est  devenue  la  tangente  en  Q.  Donc  cette  tangente  est  per- 
pendiculaire à  QP,  c'est-à-clire  que  PQ  est  une  corde  nor- 
male. 

Théorème  II.  —  Réciproquement,  si  l'on  donne  une 
conique  et  une  corde  normale  PQ,  si  l'on  joint  un  point  quelcon- 
que M  de  la  conique  aux  deux  points  P  et  Q,  et  si  en  Q  on  clerc 
la  perpendiculaire  QI  à  QM,  le  lieu  du  point  de  rencontre  I  de 
cette  droite  QI  avec  PM  est  une  droite. 

En  effet,  menons  les   tangentes  en  P  et  Q  aux  extrémités 

de  la  corde  normale.  On 
obtient  un  point  R;  joi- 
gnons ce  point  au  point  1 
qui  correspond  au  point  M 
pris  sur  la  conique. 

Si  l'on  construit  le  lieu 
du  point  M'  obtenu  en  fai- 
sant pivoter  un  angle  droit 
autour  de  Q  en  prenant 
RI  comme  droite  fixe  A 
et  les  deux  points  fixes 
P  et  Q,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  ce  lieu 
est  une  conique  qui 
admet  avec   la    conique    donnée    trois   points  communs    et 

deux  tangentes  commu- 
nes. Donc  ces  deux  coni- 
ques coïncident. 

Par  conséquent,  si  l'on 
donneles  extrémités  d'une 
corde  normale  et  deux 
points,  par  la  construc- 
tion précédente,  les  deux 
points  donnés  autres  que  P 
et  Q  donnent  deux  points 
de  la  droite  A;  connaissant  cette  droite  à,  on  construira 
aisément  la  conique   point  par   point  avec  une  équerre, 
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Remarque.  —  Pour  savoir  à  quel  genre  appartient  la  conique 
correspondant  à  une  droite  et  à  deux  points  donnés,  nous 
remarquerons  que  le  point  M  ne  s'éloigne  à  l'intini  que  si 
QM  et  IM  sont  parallèles,  c'est-à-dire  si  l'angle  MIQ  est 
droit.  Donc  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  PQ  comme  diamètre. 
PA  et  PB  sont  les  directions  asymptotiques.  Par  conséquent, 
le  lieu  est  une  ellipse  si  A  est  extérieur  à  ce  cercle,  une 
parabole  si  elle  lui  est  tangente  et  une  hyperbole  si  elle  lui 
est  sécante. 


ETUDE 

sur  l'équation  et  sur  la  forme  binairh 
nu  quatrième  degré 

Par  M.  Kœhler. 


/.  —  Préliminaires.  Représentation  géométrique  d'une  forme 
binaire. 

Considérons  sur  une  droite  deux  points  fixes  0,  0'  que 
nous  appellerons  points  fondamentaux  :  la  position  d'un  point 
quelconque  A  de  la  droite  sera   déterminée,  si  on  connaît 

OA 

le  rapport^ , .  ■  de  ces  distances  aux  points  0  et  0',  et  si  l'on 

OA 

convient  en  outre  de  regarder  ce  rapport  comme  positif 
lorsque  A  est  situé  entre  0  et  0',  comme  négatif  dans  le  cas 
contraire.  Cette  convention  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
que  l'on  emploie  pour  les  coordonnées  trilinéaires  :  un  point 
situé  dans  l'intérieur  du  triangle  de  référence  a  ses  coor- 
données positives. 

Ce  qui  précède  donne  l'interprétation  géométrique  de  la 
forme  binaire  du  premier  degré  ax  -f-  by  :  égalée  à  zéro,  elle 
représente  an  point  tel  que  Le  rapport  de  ses  distances  aux 

OA  x 

points  0  et  0   (OA  =  x.  0  A  =  if)  a  pour  valeur  -— —  =  - — ■ 

OV  y 

—  —    — .    Une     forme     binaire     de    degré    n    telle    que 

a  8  ' 

toi  un  M    DB  M  un.    snc.    [HH2.  â 
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/  :=  axn   -j-  noxn-*y  -f-  cxH--y*     -f-    .   .    . 

étant  le  produit  de  n  facteurs  linéaires,  représentera  un  sys- 
tème de  n  points  réels  ou  imaginaires. 

Lorsqu'on  fait  subir  à  une  forme  donnée  une  transforma* 
lion  linéaire  en  posant  x  =  otX  -J-  pY,  y  =  gc'X  -j-  p'Y,  cela 
revient  à  changer  la  position  des  points  fondamentaux.  Le 
nouveau  point  à  partir  duquel  od  compte  les  distances  X 
est  tel  que  pour  ce  point  on  a  X  ==  o  ;  il  est  donc  déter- 
miné par  l'équation   p'x  — $y  =  o,    puisqu'on  déduit  des 

formules  de  transformation  X=-^— -f-.  De  même,  le  nou- 

ap  —  y.  p 

veau  point  àpartir  duquel  on  compteles  distances  Y  est  déter- 

mine  pari  équation  a.x —  xy  =  o,  puisque  ï  = ; r-^' 

aS    —  ap 

On  sait  qu'on  appelle  invariant  à' une  forme  toute  fonction 
des  coefficients  qui,  par  l'effet  d'une  transformation  linéaire, 
se  reproduit,  multipliée  par  un  facteur  ;  si  9  désigne  la 
fonction  dont  il  s'agit, a,  b,  c,...  étant  les  coefficients  de  la 
forme  primitive,  A,  B,  G,.  . .  ceux  de  la  transformée,  on  aura 
tp  (A,  B,  G...)=  K  .  <p.(o,  b,  c,...) 

Si  l'on  parvient  à  démontrer  qu'une  équation  telle  que 
■j  (a.  b,  c,. . .)  =  o  représente  une  propriété  géométrique  des 
points  du  système  donné,  propriété  indépendante  de  la  posi- 
tion des  points  fondamentaux,  ilest  clair  qu'on  aura  démontré 
par  cela  même  que  9  (a,  b,  c,...)  est  un  invariant.  Car 
on  aura  aussi  9  (A,  B,  G,.. .)  =  0  après  la  transformation 
linéaire;  donc  9  (A,  B,  G,...)  qui  est  fonction  implicite  de 
a,  b,  c, ...  et  aussi   de  a,  p,  a',  p',   doit  contenir   en   facteur 

(a,  b,  c,. . .).  Certaines  fonctions,  renfermant  à  la  fois  les 
coefficients  de  la  forme  et  les  variables  x,  y,  jouissent  aussi 
delà  propriété  d'invariance  5  9  désignantle  symbole  opératoire 
d'une  pareille  fonction,  on  a 

9(A,B,  G,...  X,  Y)=  K.  9(0,6,  c,...  x,  y), 
K   étant  un    facteur  indépendant    des  coefficients    et    des 
variables.  Ces  fonctions,  appelées  (-avariants,  sont  de  nou- 
velles formes  qui,  égalées  à  zéro,  représentent  des  groupes 
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de  points  lies  au  système  des  points  donnés  par  des  relations 
géométriques  indépendantes  des  points  fondamentaux. 

Nous  allons  étudier  les  invariants  et  les  principaux  cova- 
rianls  de  la  forme  binaire  du  quatrième  degré  par  des  pro- 
cédés  tout  à  l'ait  élémentaires. 

//.   —  Résolution  et  discussion  de  l'équation  du  quatrième 

degré. 

La  l'orme  du  quatrième  degré,  que  nous  écrirons 
f=  axl  -j-  4&x*i/  -j-  6cx-if  -\-  /\dx\f  -\-  eij\ 
possède  deux  invariants,  l'un  du  second,  l'autre  du  troisième 
degré  par  rapport  aux  coefficients.  Ils  se  présentent  d'eux- 
mêmes,  comme  on  va  le  voir,  lorsqu'on  cherche  à  résoudre 
l'équation  f=  o,  et  jouent  un  rôle  capital  dans  la  discussion 
des  racines. 

Une  des  méthodes  les  plus  usitées  pour  la  résolution  de 

L'équation    du  quatrième  degré,  celle  de  Ferrari,  consiste  à 

compléter  le  carré  dont  a?x%  -f-  ^.abx^j  sont  les  deux  premiers 

termes,  et  à  écrire,  après  avoir  multiplié  tous  les  termes  para. 

(ax-  -f  2bxy  -j-  hf)*  —  f\x"-{\h  —  bac  -f-  2aX) 

-f  2xy(2b\  —  -iad)-\-  if(\-  —  de)]  =  o.    (1) 

En  exprimant  que  le  second  polynôme  entre  crochets  est 
un  carré  parfait,  on  obtient  une  équation  du  troisième  degré 
en  X,  dont  chaque  racine  fournit  une  décomposition  de  la 
l'orme  d(  nnée  en  deux  facteurs  quadratiques. 

Cette  équation  en  À  est 

X8  —  3cX2  -f-  \(^bd  —  ae)  -f-  3ace  -f-  20*e  —  lad*  =  o.  (2) 

En  faisant  disparaître  le  second  terme  par  la  substitution 
a  =  \j.  -\-  r,   ou  obtient 
;j.3  —  u\ac  —  4&d -f-  3c*)  -f-  2(ace  -j-  ibrd  —  b'le  —  ad-  —  c:i)  =  o. 

Nous  poserons  dorénavant 

ae  —  -±bd  -f-  3ca  =  I 
ace  -f-  2bcd  —  //--•  —  ad*  —  c8  =  J 
et  nous  écriions  ainsi  l'équation  résolvante  : 

;a;    —  U  -f  2.)    =0.  (3) 

Les  fonctions  1  et.)  sont  les  deux  invariants  l'ondamen- 
lan\  delà  forme  dû  quatrième  degré;   il  sera  démontré  un 


A  = 
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eu  plus  loin  que  ees  fonctions  jouissent  de  la  propriété  de 
invariance. 
Puisque  à  chaque   racine  de  l'équation  (2)  correspond  un 
mode  de  décomposition  de  la  forme  du  quatrième  degré,  si 
cette  équation  a  une  racine  double,  la  forme  ne  pourra  se 
décomposer    que  de    deux   manières    distinctes:    elle  aura 
donc  un  facteur  double.  Il  résulte  de  là  que  I3  —  27P  =  o 
est  la  condition  pour  que  l'équation  f=  o  ait  deux  racines 
égales  ;   l'expression  I3  —  27J2,  qui    est  le  discriminant  du 
polynôme    p.3  —  lu.  -f-  2J,  est   aussi  le    discriminant    de  la 
forme/',  ou  du  moins  ne  peut  en  diiférerque  par  un  facteur. 
On  constate  aisément  que  ce  facteur  est  l'unité.  Effecti- 
vement, si  l'on  forme  le  discriminant  de  /'en  éliminant  x 
et  d  entre  les  deux  équations  f"x=  o,  fy  =  o  parla  méthode 
de  Sylvester,  on  trouve 

a  36  3c   d    00 

o   a    36  3c    d  o 

00     a    36  3c  d 

b  3c  3d   e    o    o 

o  b    3c  3  d    e    o 

00    b    3c  3d  c 

Le  ternie  principal  a'!c3  de  ce  déterminant  se  retrouve  dans 

l'expression  I2  —  27J2,  ce  qui  suffit  pour  démontrer    notre 

assertion. 

Lorsqu'on  a  à  la  fois  I  =  o,  J  =  o,  la  résolvante  a  une 
racine  triple  nulle;  cela  veut  dire  qu'on  ne  peut  décomposer 
la  forme  en  deux  facteurs  quadratiques  que  d'une  seule 
manière  (en  prenant  À  =  c)  ;  donc  /"==  o  a  aussi  une  racine 
triple,  qui  peut  même  être  quadruple. 

Quand  /'  admet  un  facteur  linéaire  quadruple,  on  doit 
avoir  62  =  ac,  bc  ■=  ad,  bd  =  ae,  ou  simplement  une  seule 
de  ces  trois  conditions,  avec  I  =  o  et  J  =  o. 

Enfin  lorsque  /a  deux  facteurs  doubles,  il  faut  joindre  à 
l'évanouissement  du  discriminant  une  deuxième  condition 
qui  peut  être  mise  sous  différentes  formes.  Une  des  plus 
simples  est  ad2  —  b'le=^o,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer 
en  exprimant  que  /'  est  le  carre  d'un  polynôme  du  second 
degré.  On  reconnaît  aussi  très  facilement  que  les  deux  ra- 
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ciiics  doubles  de  f  =  o  sont  réelles,  si  b1  —  ac  >  o,  ima- 
ginaires si  br  —  ac  <  o. 

Supposons  maintenant  que  le  discriminant  soit  différent 
de  zéro.  Il  n'y  a  pas  de  racine  double,  et  trois  cas  peuvent 
se  présenter  : 

1°  Les  quatre  racines  sont  réelles;  alors  il  est  évident  que 
le  polynôme  /'peut  être  décomposé  de  trois  manières  en  fac- 
teurs du  second  degré  à  coefficients  réels. 

2°  Deux  racines  sont  réelles,"  les  deux  autres  sont  imagi- 
naires ;  en  désignant  ces  racines  par  y,  o,  a  -)-  pi,  y.  —  pit  on 
aura  les  trois  décompositions  suivantes  : 

fa  —  yy){x  —  oy)  x(x  —  y(«  -f  pi))(x  —  t/(«  —  pi)) 
(x  —  ty)(x  —  y(*  -h  pi))  X  (x  —  oy)(x  —  y(a  —  pi)) 

(œ  —  yy)(x  —  y(<*  —  $))  x  {(x  —  $y)(x  —  y(%  +  pî)) 

La  première  est  à  coefficients  réels;  les  deux  autres  sont 
à  coefficients  imaginaires,  et  il  est  facile  de  voir  que  les 
coefficients  de  ces  deux  dernières  décompositions  sont  ima- 
ginaires conjugués. 

3°  Les  quatre  racines  sont  imaginaires  ;  on  verra,  comme 
dans  le  cas  précédent,  qu'une  des  trois  décompositions  est 
à  coefficients  réels  ;  les  deux  autres  ont  leurs  coefficients 
imaginaires,  mais  ils  ne  sont  pas  conjugués. 

Ces  remarques  étant  faites,  supposons  que  l'on  ait 
1'  —  27  J2  <  o  ;  la  résolvante  en  u  aura  une  racine  réelle 
et  deux  imaginaires.  L'équation  du  4e degré  aura  deux  racines 
réelles  et  deux  imaginaires.  En  effet,  si  l'on  porte  dans  l'équa- 
tion (1)  les  valeurs  de  X  qui  répondent  aux  valeurs  imaginaires 
de  y.,  on  aura  évidemment  deux  décompositions  en  facteurs 
du  second  degré  à  coefficients  imaginaires,  et  ces  coefficients 
seront  conjugués.  Quant  à  la  valeur  réelle  de  ia,  elle  ne 
peul  donner  que  des  facteurs  réels,  une  au  moins  des  trois 
décompositions  étant  réelle.  Nous  sommes  donc  dans  le 
deuxième, des  trois  cas  examinés  tout  ù  l'heure  ;  il  y  a  deux 
racines  réelles,  deux  imaginaires. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  P  —  27  J2  >  o.  La 
résolvante  en  \>.  aura  ses  trois  racines  réelles;  l'équation  du 
4° degré  aura  ses  quatre racin es  réelles  ou  ses  quatre  racines 
imaginaires.    Pour   lever    L'ambiguïté,  il    faut  consulter    le 
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signe  du  coefficient  4/j2 —  bac  -\-  2aX  dans  l'équation  (I). 
Toute  valeur  de  X  qui  rend  ce  coefficient  positif  donne  une 
décomposition  réelle,  toute  valeur  qui  le  rend  négatif  donne 
une  décomposition  en  facteurs  imaginaires,  puisque,  alors,  le 
premier  membre  de  (i)  est  la  somme  de  deux  carrés.  Dans 
le  cas  actuel  il  peut  arriver  :  ou  Lien  que  les  trois  valeurs 
réelles  de  X  rendent  positive  la  quantité  46*  —  bac  -f-  2a\, 
et  alors  l'équation/"  =  0  a  ses  quatre  racines  réelles;  ou 
bien  qu'une  seule  des  trois  valeurs  rende  cette  quantité 
positive,  alors  f=o  a  ses  quatre  racines  imaginaires. 

Remarque. — Il  résulte  de  la  discussion  précédente  qu'une  au  moins  des  trois 
racines  de  la  résolvante  satisfait  toujours  à  la  condition  46-  —  6  ac  +  2  a~K  >  o 
ou,  en  remplaçant  X  par  p  -f~c  :  2  ô2  —  a  ae  +  «[*  >  o.  Le  fait  est  facile 
à  vérifier. 

Remplaçons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  [2]  u,  par  — — ; 

nous  obtenons,  toutes  réductions  faites, 
2 
[a4  d2  +  d  (4  a-  V  —  6  a3  bc)  +  4  &6  —  12  a64c+  9  a-6-(/-) 

ou  bien  — •  [a-    d    +  2  6J  —  3    abc 

résultat  essentiellement  négatif,  puisque  a  est  toujours  supposé  positif.  Comme 

les  substitutions  de  +  x  et  de  — à  la  place  de  V-  dans  la  résol- 
ut 

\anle  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  il  y  a  une  ou  trois  racines 

2  ac  —  2  b- 
compnses  entre   +  x  cl ,  et  par  suite  une  au  moins  des  trois 

a  l 

racines  de  la  résolvante  satisfait  à.  la  condition  2  ac  —  2  b-  -f-  o[a  >  o. 

Pour  lever  l'ambiguïté  qui  se  présente  lorsque  le  discri- 
minant est  positif,  sans  calculer  les  racines  delà  résolvante, 
il  faut  recourir  aux  fonctions  de  Sturm  ;  nous  allons  expri- 
mer ces  fonctions  au  moyen  des  invariants  I  et  J. 
Ontrouved*abordpourla  suite  de  S  lu  rm  : 
f=zaxl  -\~  4  bx-y  -f-  . . . 
V\  =  ax>  -f-  2>bx2y  -f  3cxif  -f-  chf 
V2  =  3x2(b-  —  ac)  -f  3ccî/(&c  —ad!)  -f  y2  (bel  —  ae)- 
V3  =  x[(b2  —  ac)(gûc2  —  gb2c  +  abd  —  a2e) 

+  3(6c  —  ad)(363  —  4  «6c  +  a2</)] 
+  y[(M— àe)(363  —  4«6c  -f  a2d)  —  3a*  (6*  —  ac)2] 
=  kx  -f-  By 
V4  =  A2(«e  —  &rf)  -f  3AB(6c  —  ad)  —  3B*(6«  —ac). 


—  111  — 

Les  polynômes  A  cl  B  s  expriment  au  moyeu  de  I  et  de.). 
Aiusi 
À  =  6ab-'i  —  SubUl  -f-  i  5a*bcd —  oa2c3  — aib2c-\- a'cc  —  hrd- 
=  3a*(ace  -f-  2bcd  —  b'-c  —  ml-  —  c ')  -[-  Gab-c1  —  $ab3d 

—  2(r  ce  -f-  Sa2bcd  -f-  2u2b'ie  —  6a*ça 
-—  3a'-J  -f-  2al(62  —  ac) . 
Comme  a  est  supposé  positif,  on  peut    diviser   par   a    et 
prendre  A  =  3oJ  -f-  2l(62  —  ac). 

De  même  on  trouve  B  =  36J  -j-  K^c  —  ad). 
Quant  à  la  dernière  fonction  Y,,  elle  est  nécessairement 
égale  au  discriminant  de  /"multiplié  par  un  facteur,  puisque 
V4  =  o  exprime  qu'il  y  a  un  facteur  commun  du  premier 
degré  entre  /'et  fx.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  en  rempla- 
çant A  et  B  par  leurs  valeurs  ;  il  vient  alors 
V  ;  =  9J *(a  e  -f-  Oub-c  —  j\.a-bd  —  3 b ') 

+  [3«IJ  +  r-ib-  —  ac)][4(b-—ac){ae—bd)  -f  3{bc—  ad)2] 
=  9J*(a*I  —  3ty2— ac)2)-|-(3aIJ-r-P(&2— ac))(I(62— ac)— 3aJ) 
=  (b*  —  oc)*(P  —  27J2). 

En  supprimant  le  facteur  positif  (62  —  ac)*,  on  peut  prendre 
Y.  =  P  —  27J*. 

Supposons  maintenant  I3  —  27J2  >  o.  Pour  que  L'équation 
ait  quatre  racines  réelles,  il  faut  (pie  les  cocilicients  des 
premiers  termes  de  la  suite  de  Slurm  soient  positifs;  ou  a 
ainsi  les  deux  conditions 

b2  —  ac  ;     o,    3oJ  -f-  2I1//'  —  ac)  >  o. 
si  ces  deux  quantités    sont    de   signes    contraires  ou  si 
toutes  deux  sont  négatives,  l'équation  a  ses  quatre  racines 
imaginaires. 


RÉSUMÉ   DE   LA   l)lv  USSION 

Quatre  racines  réelles       1;  —  27.J-  >  o.        b'  —  ac       0, 

.11.)  -r  2  ii  b-  —  ai-  :    o 

une  au  moins  des 

des  deux  quant  i- 

Quatre  racines  imaginaires]  ' — 27  Js     0   tés  b-  —  ac  et  3oJ 

-f-  2I1//-  —  ac)  né- 
gative ' 
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Deux    racines  réelles  et 


deux  imaginaires 
Une  racine  double 
Une  racine  triple 
Une  racine  quadruple 

Deux  racines  doubles 


1 


27J-  <  o 


P  —  27J2 
I  =  o,  J 
I  =  o,     J 

p  _  27-J-=  o 
ad2  —  b'le  =  o 


o 

o 

o,     b"-  —  ac  =  o 
(réelles,  si  b'1  —  ac 
>o,  imaginaires 
si  b%  —  ac  <  o). 

(A  suivre.) 


LIEU  GEOMETRIQUE  (*) 

Par  M.  Toqué,  élève  au  Lycée  Charlemagne. 


On  considère  une  asymptote  d'une  hyperbolt,  un  point  fixe  P 
pur  lequel  pusse  l'hyperbole;  l'un  des  foyers  est  constamment 
situé  sur  la  perpendiculaire  menée  de  P  sur  l'asymptote.  Lieu 
du  point  d'intersection  de  la  deuxième  asymptote  avec  lu  direc- 
trice qui  correspond  au  foyer  donné. 

Prenons  pour  Oy  l'asymptote  donnée,  pour  Ox  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  fixe  P  sur  l'asymptote.  On  sait 
que  la  directrice  s'obtient  en  abaissant  du  loyer  une  per- 
pendiculaire sur  l'asymptote;  donc  l'origine  est  un  point  de 
la  directrice,  qui  par  suite  a  pour  équation  y  —  mx  =  0. 
Suit  l  l'abscisse  du  foyer;  l'équation  de  l'hyperbole,  en  niel- 
lant en  évidence  le  foyer  et  la  directrice,  et  en  tenant 
compte  de  ce  que  Oy  est  asymptote,  est 

(x  —  iy  -f  y*— (y  —  mx)*; 
ou  (m-  —  i)x'2  -\-  2kx  —  2mxy  —  À2  =.  0. 

Exprimant  que  l'hyperbole  passe  par  P,  et  posant  OP=r(/, 
on  a  (m2  —  i)d2  -f-  -zld  —  A2  =  0.  (1) 

La  directrice  est  y  =  mx.  (2) 

Enfin  le  faisceau  parallèle  aux  asymptotes  mené  par 
l'origine  est         x[(m2  —  i)x  —  zmy]  =  0. 


Question  proposée  à  quelques  candidats  à  l'École  polytechnique,  1881. 


x  =  0 

my  —  À 
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Cherchons  le  centre  de  l'hyperbole;  il  est  donné  par 

(  35=0  , 

'  _  c  esl-a-dire 

I  (m'i—i)x-\-'k—my  =  0 

La  deuxième  asymptote  a  donc  pour  équation 

(m9  —  i)-r  —  2iny 

+  2À  =  0.     (3) 

On  aura  l'équation  dulieu 

en  éliminant  m,  et  l  entre  (I),    v 

(2)  et  (3)  donne 


ou 


x*  +  v2 

IX 


Substituant  dans  (1),  on  a 


d> 


./- 


_  x*  +  y*  r  ag'  +  y1    _  2A 
2X       L        203  "*    A 


ou  ^{y*  —  œ2)  =  (.r2  -f-  //2)  (as8  -f  y-  —  4-cfoc). 

Ordonnons  par  rapport  à  y2  -|-  ?/2;  nous  avons 

j.,.2  +  //2)2  _  qfaÇg*  _|_  //2)  _  4^2^a  _  jpî)  _  o. 

En  résolvant  nous  avons 

:r2  -[-  y/2  =  2ffcc  +  2%. 

Le  lieu  se  compose  donc  d'un  système   de  deux  cercles, 

(  oc  —  cl     HT  —  /7 
dont  les  centres  ont  pour  coordonnées  , 

I  y  =  d    y    =  —  d 

On  a  ainsi  les  points  (■>  et  «>',  obtenus  en  élevant  en  P  une 
perpendiculaire  à  Ox,  et  prenant  P<->  =  Pw'  =  PO.  Ces 
deux  cercles  passent  par  l'origine;  ils  sont  orthogo- 
naux. 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

Nous  avons  trouvé  deux  cercles,  mais  cela  tient  à  ce  que 
pour  une  portion  déterminée  de  ¥  on  peut  choisir,  au  lieu 
de  l'asymptote  A,,  la  symétrique  A2  par  rapporta  Ox. 

Pour  trouver  géométriquement  le  lieu,  nous  nous  ap- 
puierons  sur  le  théorème  suivant  : 


_  114  — 

Tout  point  d'une  hyperbole  es!  équidislant  du  foyer  et  de  la 
directrice,  la  distance  à  lu  directrice  étant  comptée  parallèlement 
ù  une  asymptote. 

Cela  posé,  donnons-nous  le  foyer  F  sur  Ox;  alors  l'hyper- 
bole est  bien  dé- 
terminée ;  il  s'a- 
git de  la  cons- 
truire, sachant 
qu'elle  passe  par 
P,  et  que  Oy 
est  une  asymp- 
tote. Menouspar 
P  une  parallèle 
l*  à  Ox, et  prenons 
PD  s=  PF.  Joi- 
gnant OD,  ce 
*  sera  la  direc- 
trice, et  la  per- 
p  e  n  d  i  c  u  1  a  i  r  e 
FH,  abissée  de 
F  sur  la  direc- 
trice, est  l'axe 
de  l'hyperbole.  Soit  o>  le  point  oîi  l'axe  rencontre  DP.  Les 
triangles  rectangles  FP<.>,  DPO  sont  égaux,  et  par  suite 
Pt.)  =  PO.  Donc  le  point  w,  ou  l'axe  rencontre  la  verticale 
P(o.  est  un  point  fixe,  quelle  que  soit  l'hyperbole  considérée. 
D'ailleurs,  comme  le  point  I  cherché  est  le  symétrique  de  0 
par  rapport  à  H,  on  a  toi  =  o>0,  et  le  lieu  de  de  I  est  la 
circonférence  de  centre  w,  de  rayon  col. 

Nous  avons  obtenu  cette  hyperbole  en  comptant  PD 
au-dessous  de  0//;  on  a  ainsi  la  figure  1.  En  portant  PD 
au-dessus  de  Ox,  on  a  la  figure  2,  qui  n'est  autre  chose  que 
la  figure  1,  qu'on  a  fait  tourner  de  i8o°  autour  de  Ox.  Il  en 
sera  donc  de  même  pour  le  lieu.  Le  lieu  du  point  I  est  la 
circonférence  déjà  trouvée  ;  celui  de  Ix  est  cette  circonférence, 
qu'on  a  fait  tourner  de  i8o°  autour  de  Ox  comme  charnière. 
On  peut  faire  varier  la  distance  de  F  ;\  l'origine  depuis 
—  y?  jusqu'à  -f-  ce.  Comme  positions  particulières,  prenons 
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le  foyer  en  0;  l'hyperbole  se  réduit  alors  aux  deux  axes 
ii;  et  0//,  et  le  point  correspondant  du  lieu  est  le  point  0. 
Plaçant  le  foyer  en  P.  l'hyperbole  devient  une  droite 
double  parallèle  à  Oy  menée  par  P,  et  le  point  correspon- 
dant du  lieu  est  le  symétrique  de  0  par  rapport  à  P. 


OÏTESTION  382 

Solution  pnr  M.  Tramé.  pIpvp  nu  Lvppp  q"e  Toulouse, 


Si  les  extrémités  d'une  droite  de  longueur  constante  glissant 
mr  deux  droites  qui  se  coupent,  un  point  de  celte  droite  décrit 
UM  ellipse;  démontrer  que  l'aire  de  cette  ellipse  est  indépen- 
dante de  l'angle  des  deux  droites.  (Steiner.) 

Soient  Oap,  Oy  les  deux  droites,  AB  la  droite  de  longueur 
constante.  M  le    point 
decettedroitequi  décrit 
l'ellipse  considérée. 

On  démontre  dans 
les  cours  que,  l'angle 
xOy  étant  constant,  le 
cercle  OBA  est  de  gran- 
deur constante,  et  que 
te  mouvement  de  la 
droite  AB  peut  être  rem- 
placé par  celui  du  dia- 
mètre de  ee  cercle 
passant  par  le  point  M. 
Suit  I)G  ce  diamètre.  Le 
point  M  engendre  une 
ellipse  dont  les  axes 
sont  dirigés  suivant  OC 
H  <H>,  et  dont  les  longueurs  sont  Ml)  et  MU.  Cette  ellipse 
n  une  aire  (''gale  à   -   .   MO.  MI). 

Supposons  que  l'angle  des  droite!  ().r,Oy  varie  et  devienne 
'"//,;  soient  A,H,  =  AB,  M,A,  —  MA  ;  IrffÇOÛÎ  le  ecrele 
oA,B,  et  Le  diamètre  M,!),!:,. 
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L'aire  de  la  nouvelle   ellipse,  décrile  par    le   point  M,,  a 
pour  expression  Tr.M^Dj  x  M,C,. 

Or  M&.  MiDt  =  MiA,.  M(B1=MA,  MB  =  MC.  MD. 

Donc  la  surface  reste  constante. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Dupuy,à  Grenoble. 


QUESTION  387 

Solution  par  M.  Paul  Boulogne,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Lieu  des  foyers  de  paraboles  qui  rencontrent  en  deux  points 
fixes  A  et  B  une  droite,  et  qui  sont  normales  en  A  à  cette 
droite.  On  propose  de  vérifier  géométriquement  le  résultat 
trouvé. 

Prenons  AB  pour  axe  des  x  ;  la  perpendiculaire  en  A  à  celte 


droite  pour  axe  des  y,  et  appelons  6  la  distance  AB.  L'é- 
quation générale  des  paraboles  satisfaisant  aux  conditions 
de  l'énoncé  es!,       (x  -f-  C(/)2  —  bx  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  des  foyers,  écrivons  que  dans  l'équa- 
tion. 
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4LK1  +  4^i)'  —  hj>i  I  [(œ  +  Gy)s  —  ta;]  — 

l./i-U-j  +  C.v,)  —  6)  +  2C(/(.r1  +  C//,)  —  kcj*  =  o 
le  coelficient  du  rectangle  est  nul,  et  ceux  des  carrés  égaux, 
nous  aurons,  après  simplifications, 
Ct/j  —  #,  =  o 
4G2j?j  +  4%  —6=0 
el  en  éliminant  C  entre  ces  deux   équations,   nous    aurons 
celle  du  lieu  :  40s3  -|-  -j-Xî/'-  —  bf-  =  o  ; 


d'oii  on  tire         /y  =  +•''  4/6 

4 

On  reconnait  une  cissoïde  de  Dioclès  ayant  l'origine  pour 
pôle,  l'axe  des  ./•  pour  axe  et  pour  asymptote  la  parallèle  à 
l'axe  des  //  menée  au  quart  de  AB  à  partir  de  A. 

Géométriquement,  soit  une  parabole  satisfaisant  à  l'énoncé. 
Par  le  point  C  où  la  tangente  en  A  rencontre  la  directrice 
menons  une  parallèle  à  AB.  Elle  est  tangente  à  la  para- 
bole en  uu  point  E.  Le  diamètre  passant  par  le  point  E 
rencontre  AB  en  son  milieu  G.  De  plus  AE  passe  par  le 
foyer;  mais  alors  les  angles  GAE,  EGA  sont  égaux  d'après 
la  propriété  de  la  normale.  Donc  la  hauteur  EH  a  son  pied 
au  milieu  deAG.  On  sait  aussi  que  CF  est  perpendiculaire 
sur  AE.  Les  triangles  rectangles  CEE,  AIH  sont  égaux 
comme  équiangles  et  ayant  les  hypoténuses  égales;  donc 
AI  =  FE.  et  la  droite  HE  étant  fixe,  le  point  F  décrit  la 
cissoïde  définie  plus  haut. 

Nota.  —  La    même  question  a  été  résolue  par  MM.  Andrieu,   ù   Rouen; 
Baron,  à  Sainte-Barbe . 


QUESTION    395 

Solution  par  Paul  Boulogne, élève  au  lycée  Saint-Louis. 


Par  an  pomt((t,  ';>)  extérieur  à  une  ellipse  on  mené  les  tangen- 
tes PA  et  PB  à  cette  ellipse.  Par  le  point  I,  intersection  des  nor- 
male* en  A  et  Hun  mène  tes  tien. c  autres   normales    IC   et   ID; 
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enfin  aux  points  G  et  D  qui  sont  les  pieds  sur  la  courbe  des 
deux  dernières  normales,  on  mène  les  tangentes  CM,  DM,  qui  se 
rencontrent  en  M.  On  demande  :  4°  d'exprimer  les  coordonnées 
du  point  M  en  fonction  de  celles  du  point  P  ;  4?J  de  trouver 
l'équation  du  lieu  du  point  M  quand  le  point  P  se  déplace  de 
façon  que  les  premières  normales  AI  et  BI  fassent  entre  elles 
un  angle  droit. 

Soient  a.',f  les  coordonnées  du  point  M.  Les  droiles  AB, 
(!D,  polairesde  P  et  de  M,  ont  pour  équations 

,.2  I  7,2 


zx     .      i  */ 

et  -^-  +  -^--'-- 

L'équation  de  la    conique  passant    par    le  centre   et   par 
A,B,  C,  D  est 

a-    ^    62  /   '  \   as   ^    b>  )\   a*   ~    &*  ) 

Or  cette  courbe,  on  le  sait,   est   une  hyperbole  équilatére 

ayantses  asymptotes  parallèles  aux  axes,  dont  les  coefficients 

de  x-  et  de  y"1  sont  nuls,  ce  qui  donne 

i  ax 

~7  +  —T-  =    ° 


I 


01  -w  +  -w^9' 

D'où  on  déduit 


Si  l'angle  AIB  est  droit,  l'angle  APB  est  aussi  droit,  et 
quand  I  se  déplace  de  façon  que  AIB  soit  droit,  P  décrit  le 
cercle  x'1  -J-  y-  =  a-  -\-  b2,  lieu  des  angles  droits  dont  les 
côtés  sont  tangents  à  l'ellipse;  mais  on  a 

*  '  P' .  ' 

donc  le  point  M  décrira  le  lieu 

a*  bK 

—. 7  +  —  =  «!  +  h\ 
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courbe  du  quatrième   degré    composée  de  quatre  branches 

infinies  asymptotes  aux  droites 

«2  b- 

x  =  ±  -, -,  y  =  dz 

\  a*  -f  6*  V«2  -f  h1 

Remarque.    —    Celte   seconde  partie  n'est  pas  autre  chose 
que  la  question  329. 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


15.  —  Trouver  L'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le 
centre  d'une  surface  du  second  ordre,  et  admettant  pour 
génératrice  les  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et 
les  trois  axes  de  la  surface.  (Ed.  Lucas.) 

16.  —  Ayant  posé 

«i»  +  h±y  +  Pi«  =  P,    atx  -f-  a.,ij  -f-  a8«  =  Qt 
",'•  4  &#  -f  M  =  pa     M  +  b.u  +  63s  =p=  Q, 
a,x  -|-  68y  4-  c3-=  P*     6403  4"  ^  +  <V*  =  Q* 
«i  &i  c,  I 
avec  S  =     aa  6.2  c2 

",    &3    C3     I 

et  supposant  d'ailleurs  8  différent   de  zéro,  on  demande  de 

démontrer  que  les  deux  ellipsoïdes 

pf  4-  Pl  4-  p!  =  i 
Qi  4-  Qi  -f-  03  =  ' 

sont  égaux.  (Jacobi* 

17.  —  Les  conditions  étant  celles  de  la  question  précé- 
dente, on  demande  de  trouver  l'équation  du  cône  contenant 
les  axes  des  deux  surfaces. 

18.  —  Trouver  le  lieu  du  point  dont  la  distance  à  une 
ligne  lixe  est  dan  a  un  rapport  donné  avec  la  somme  ou  la 
différence  de  ses  distances  à  deux  points  fixes. 

.  (The  Educat.  Times. 

19.  —  On  donne  un  cercle  ('■:  par  un  point  A  de  ce  cercle, 
on  élè\e  une  perpendiculaire  AH  à  son  plan.   On  mène  une 
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sécante  AM  qui  coupe  le  cercle  eu  M  ;  sur  AB,  de  part  et 
d'autre  de  A,  ou  prend  AP  =  AP'  —  AM;  on  mené  les  lignes 
MP  et  MP'  et  on  demande  : 

1°  Le  lieu  des  droites  MP  et  MP',  quand  le  point  M  décrit 
le  cercle.  Sections  planes  parallèles  au  plan  du  cercle. 

2°  Par  chaque  point  P  de  la  droite  AB  il  passe  deux  géné- 
ratrices PMetPM'  de  la  surface.  Le  plan  de  ces  génératrices 
coupe  la  surface  suivant  une  conique  dont  on  demande 
l'équation,  le  lieu  des  foyers,  des  centres  et  des  sommets. 


AVIS 


Nous  rappelons  à  nos  lecteurs  que  la  solution  de  chaque  question  doit  être 
mise  sur  une  feuille  à  part  portant  le  numéro  de  la  question,  le  nom  de  l'auteur 
de  la  solution,  l'établissement  auquel  il  appartient  et  l'énoncé  complet  de  la 
question.  Les  figures,  s'il  y  a  lieu,  doivent  être  faites  à  part,  avec  beaucoup  de 
soin  ;  enfin,  nous  prions  nos  correspondants  de  soigner  la  rédaction  et  récriture 
de  leurs  solutions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZE1LLE. 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  CIIA1X.  20.  RUL  PEKGEItE,  PRES  DU    BOULEVARD  MONTMARTRE.  —  9S20-2. 
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TRANSFORMATIONS  RÉCIPROQUES 

l'ai-  M.  Ci.  «le  ïiongcliamps. 

[Suite,  voir  p.  49,  77  et  97.) 


17.  —  La  transformation  que  nous  étudions  appartient  au 
genre  des  transformations  de  May  nu  s  ;  elles  sont  définies  par 

l        r  1  U  Y 

les  formules  x  =  r==-,        y  =  ■==-, 

U,  V,  W  étant  des  fonctions  du  second  degré  en  X,  Y. 
Dans  les  transformations  de  cette  espèce,  à  une  courbe  f,  de 
degré  m,  correspond,  en  général,  et  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer  plus  haut,  une  courbe  F,  de  degré  2111.  Maisla 
courbe  F  peut  être  d'un  degré  moindre  et  nous  nous  proposons 
d'indiquer  maintenant  les  causes  qui  font  abaisser  le  degré 
delà  transformée.  Nous  ferons  voir  ainsi  comment,  par  suite 
de  cet  abaissement,  nous  avons  été  conduit  à  la  construction 
de  l'ellipse,  point  par  point,  au  moyen  d'une  équerre,  cons- 
truction que  nous  avons  exposée  au  début  de  ce  travail. 

18.  —  Pour  plus  de  clarté  dans  les  développements  qui 
vont  suivre,  nous  rappelons  que  nous  avons  nommé ;jd/e  frm* 
cipal  celui  des  deux  points  donnés  d'oii  partent  les  rayons 
vecteurs;  le  second  point  donné  pour  cette  transformalion 
sera  nommé  pôle  secondaire.  Les  axes  de  coordonnées  sont, 
comme  précédemment,  la  ligue  des  pôles  qui  est  prise  pour 
axe  des  x,  et  la  perpendiculaire  élevée  à  celte  droite  au  mi- 
lieu de  la  ligne  des  pôles. 

19.  Théorème.  —  Lorsque  la  courbe  f  passe  par  le  pôle 
principal,  le  degré  de  la  courbe  transformée  F  est  abaissé  d'une 
unité. 

Les  formules  établies  plus  haut  (p.  78) 
x       Y'— X'+# 
(/  ~~  #—  X»— Y» 
(AM<7  2Y((/_X) 


,/       d«— X»_  Y' 

JOURNAL  DB  MATH.   BPSC.  1882. 
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y  y 

donnent  ; — ~  =  -^r— - — T. 

x  -f-  d         X  +  d 

formule  qui  a  d'ailleurs  servi  à  les  établir. 

Si  la  courbe  /'passe  par  le  pôle  principal,  on  a 

ft  et  f2  étant  des  fonctions  entières  en  x  et  y,  l'une  et  l'aulic 
de  degré  (m  —  i),  tout  au  plus,  en  supposant  f  de  degré  m. 
Or,  si  dans  une  fonction  entière  cp  {x,  y),  de  degré  m,  ou 
remplace  x  et  y  par  les  formules  de  Magnus 

V  U 

x-  wy—  w 

«I»  (X  Y) 
9  (x,  y)  devient —     '      ■,  <I>  étant  en  général  de  degré  2/», 

danâ  tous  les  cas,  $  ne  peut  pas  être  d'un  degré  supérieur. 
D'eprès  cette  remarque,  l'équation  (1)  deviendra 
Y       Ft(X,  Y)        F2(X,  Y) 

Ft  et  F2  étant  de  degré  (2m — 2).  L'équation  transformée 

YF1(X,Y)  =  (X  +  (/)F.2(X,  Y) 
est  donc  de  degré  (2m —  1)  seulement.  On  voit  aussi  que 
cette  courbe  passe  par  le  pôle  principal. 

20.  —  Théorème.  —  Si  la  courbe  f  passe  par  le  pôle  secon- 
daire, le  degré  de  la  courbe  transformée  F  est  abaissé  d'une  unité. 
Les  formules  (A)  donnent 

y    -  x~d   /*) 

x  —  d  ~~       Y  K  } 

Si  la  Courbe  /',  qu'on  transforme,  passe  par  le  pôle  secon- 
daire, son  équation  peut  s'écrire 

Vfifà  y)  ==  Ô»  —  dJttœ,  y) 
et,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  établir    le 
théorème    précédent,    on  voit  que   le    degré    de   la   trans- 
formée F  est  seulement  égal  à  (2m  —  1). 

21. —  Théorème.  —  Si  la  courbe  qu'on  transforme^  passe 
par  le  pôle  secondaire,  normalement  à  la  ligne  des  pôles,  le 
degré  de  la  transformée  est  abaissé  de  deux  unités. 

[*)  Voir  p.  78. 
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L'équation  de  /'  est  alors 

yV\(^,y)  =  (oo  —  d)fJ,v,y). 
Les  formules  (A)  donnent  d'ailleurs 

g       ,  2(x-dy 

d(x  —  d)  W 

eu  posant,  \Y  =  dz  —  X2  —  Y2. 

D'autre   part,    et   d'âpres  là    remarque   que   nous   avous 

faite  tout  ù  l'heure,  f(x,  y)  devient     '-Lj_.,     ;  et,  puisque/^ 

est  de  degré  (ni  —  2)  seulement,  F4  est  de  degré  (2m  —  4). 

De  même  f2(x,  y)  devient  — '^   >'_1      ,    F2    étaut    de    degré 

(2  m  —  2). 
L'équation  transformée  est  donc 

2rf(X—  d)*      Ft(X,  Y)         F2(X,  Y) 


"W  *        Tffm-2  "\ym-l 

ou  2fZ(X  —  ^(X,  Y)  =  F2(X,  Y). 

Ce  que  nous  venons  de  dire  du  degré  des  fonctions  F\ 
et  F2  prouve  que  cette  équation  est  seulement  de  degré 
{2m  —  2). 

22.  —  Corollaire  I.  —  A  une  courbe  de  degré  m  on  peut, 
à  volonté,  faire  correspondre  des  courbes  de  degré  2m;  (2m —  i), 
(2m  —  2),  ou  enfin  (2m  —  3). 

23.  —  Corollaire  II.  —  A  une  conique  on  peut  faire  cor- 
respondre une  quarlique,  une  cubique^  une  conique,  ou  une  droite 
suivant  le  choix  que  l'on  fait  des  pôles. 

24.  —  On  comprend  maintenant  comment,  en  disposant 
des  pôles  conformément  à  la  remarque  précédente*  on  peut 
faire  correspondre  une'  droite  à  une  conique  et  construire 
celle-ci  point  par  point  au  moyen  d'une  équerre. 

En  faisant  passer  la  conique:  1°  par  ie  pôle  principal; 
2°  par  le  pôle  secondaire;  3°  normalement  à  la  ligue  dis 
pôles  eh  ce  point,  là  transformée  qui  est  au  plus  de  degré  4. 
s'abaisse  de  trois  unités.  Ainsi  ù  la  coniqile  correspond  une 
droite.  Si  de  plus  on  fait  passer  la  cOniquc  par  le  pôle 
principal,  mais  normalementà  la  ligne  des  pôles,  la  symétrie 
exige  qite  la  droite  transformée  soi!  perpendiculaire    à    la 
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ligne  des  pôles;  et  c'est  ainsi  qn'en  cherchant  à  favoriser, 
autant  qu'il  est  possible,  la  transformation  d'une  conique, 
dans  ce  système  de  transformation,  nous  avons  trouvé  la 
construction  que  nous  venons  de  rappeler. 

25.  —  Au  cercle  décrit  sur  la  ligne  des  pôles  comme 
diamètre  correspond  la  droite  de  l'infini.  Si  l'on  considère 
des  cercles  passant  par  le  pôle  secondaire,  ayant  leur  centre 
sur  la  ligne  des  pôles,  mais  ne  passant  pas  par  lepôle  prin- 
cipal, la  transformée  est  nécessairement  une  conique  (21). 
Il  est  facile  de  reconnaître  soit  par  la  géométrie,  soit  au 
moyen  des  formules  de  transformation,  que  celte  trans- 
formée est  un  cercle.  Le  pôle  principal  est  le  centre  de 
similitude  de  ces  deux  cercles,  qui  sont  d'ailleurs  tangents 
l'un  à  l'autre  au  pôle  secondaire. 

26.  —  Théorème.  — A  une  conique  A,  passant  par  les  deux 
pôles,  correspond  une  conique  A'  qui,  elle  aussi,  passe  par  ces 
points  et  ces  deux  courbes  jouissent  de  cette  propriété,  que  si 
l'on  fait  tourner  les  axes  de  l'une  de  45°,  ils  deviennemt  paral- 
lèles à  ceux  de  la  seconde  conique. 

En  effet  à  la  conique  A 

x-  —  d2  =  y  (y.x  -f  ftj  -f  y) 
correspond  la  conique  A' 

X2  —  d*  =  Y  (a'X  +  ^Y  +  Y') 

,  P  4-  * 

en  posant  —  «  =  ia 


v.d  —  y 

t 

ad  -f-  y' 
2#  (0  — 

>) 

'  ad  -f  y     ' 

et  l'on  peut  facilement  vérifier  que  les  axes  de  la  première 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  de  la  seconde. 

27.  —  Construction  des  axes  et  des  sommets  d'une  conique  A 
définie  par  cinq  points. 

Parmi  les  cinq  points  donnés,  nous  en  distinguons  un  en 
particulier,  le  point  0',  qui  sera  le  pôle  secondaire  de  notre 
transformation.  On  peut,  par  le  théorème  de  Pascal,  déter- 
miner, avec  une  règle,  la  tangente  a  A  au  point  0'  et,  avec 
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une  équerre,  la  normale  qui  sera  prise  pour  ligne  des  pôles. 

Cette  droite  rencontre  la  conique    en  un    point  0,   que  le 

théorème  de  Pascal  permet  encore  de  déterminer.  C'est   le 
point  0  qui  sera  le  pôle  principal. 


Fig.  7. 

Si  maintenant  avec  ces  points  0  et  0'  on  transforme  les 
points  donnés,  et  il  y  en  a  quatre  indépendamment  de  0',  on 
obtiendra  quatre  points  en  ligne  droite;  soit  A' cette  droite 
transformée  de  A. 

Aux  cercles  qui  sont  bitangents  à  A  et  dont  l'un  des 
points  de  contact  est  le  point  0'  correspondent  des  cercles 
tangents  à  A'  et  coupant  00  normalement  au  point  0'  (25). 
On  obtient  ainsi,  et  comme  l'indique  la  figure,  les  deux 
cordes  principales  O'A',  OB',  du  point  0'.  On  détermine 
donc,  par  cette  construction  simple,  le  centre  C,  et  les  axes 
en  position  sont  les  droites  CD,  CD'. 

Pour  trouver  les  sommets,  il  faut  observerque  l'on  a  les 
relations,  S,  S'  étant  les  points  inconnus 

CS«  =  CD.  CE,  STT2  =  CE'.  CD', 

qui  permettent  de  les  obtenir  facilement. 
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28.  —  Détermination  du  cercle  de  courbure  en  un  poin1 
d'une  conique  définie  par  cinq  points. 

Si  l'on  considère  le  cercle  U  de  courbure  au  point  0',  ce 
cercle  se  transforme  en  un  cercle  U',  qui  passe  par  0'  nor- 
malement à  00  et  qui,  pour  des  raisons  évidentes,  passe 
aussi  par  le  point  commun  à  A'  et  à  00'  Le  cercle  U  est  en 


Fig.  S. 

effet  caractérisé  par  cette  propriété  que  trois  de  ses  points 
d'intersection  avec  A  sont  confondus  en  0'.  Il  faut  donc 
que  le  cercle  transformé  U'  rencontre  A'  en  deux  points 
dont  l'un  est  confondu  avec  le  point  de  rencontre  de  A'  et 
de  00'. 

Quant    à    l'autre  point,    il  coïncide    donc    d'après    cette 

remarque  avec  la  projection  de  0' sur  A'.   Soit  H'  ce    point 

fig,  8);  en  transformant  H'  le  point  H  appartient  au  cercle 

de  courbure  qui  est  donc   déterminé  par  le  point  H.  et  le 

contact  en  0'  avec  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des  pôles. 

(A  suivre.) 
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CORRESPONDANCE 


Pour  déterminer  le  centre  d'une  conique  dont  l'équation 
en  coordonnées  cartésiennes  est 

f(x,  y)  =  o, 
on  prend  habituellement  l'intersection  des  deux  droites  dont. 
les  équations  sont 

fx(x,  y)  =  o,    fy{œ,  y)  —  o. 
Mais  cette  règle  pratique  doit  être  entendue  en  ce  sens  que 
le  centre  est  l'intersection  de  deux  diamètres  de  la  courbe; 
et  il  n'est  pas  indispensable  de  prendre  les  deux  diamètres 
qui  sont  conjugués  l'un  à  ox,  l'autre  à  oy  ;    souvent  même 
l'équation  de  la  conique  peut  fournir  deux  diamètres  distincts 
dont  l'emploi  sera  plus  commode;  nous  indiquerons  l'exemple 
suivant. 
Désignons  par  A,  B,  et  G  les  trois  fonctions  linéaires 
ax  -f-  n'y  -f-  a"  =  A 
bx  +  b'y  -f  b"  =  B 
ex  -f-  c'y  -f-  c"  =  G 
et  supposons  en  outre  que  le  déterminant 

a 
b 
c 
soit  différent  de  zéro;  l'équation 

7.2A2  -f  p*Bs  -f-  y2G2  —  2pYBG  —  2Yv.CA  —  2apAB  =  o 
est,  pour  chaque  système  de  valeurs  des  paramètres  a,  p.  y, 
l'équation  d'une  conique  inscrite  au  triangle  dont   les  côtés 
ont  pour  équations  respectives 

A  =  o,     15  =  o,     G  =  o; 
proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  cette  courbe. 
L'équation  de  la  conique  peut  s'écrire 

(v.A  +  pB  -  yC)»  —  4«p  •  AB  =  o, 
ce  qui  mot  en  évidence  deux  tangentes  el  leur  corde  de  con- 
tact ;  si  nous  menons  pat  le  point   de  concours  de  ces  deux 


a 

a 

b' 

b' 

c 

c' 
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=  o. 


=  o 


o. 


tangentes  deux  droites 

AÀ-f-;xB  =  o  (1) 

XA  —  uB  =  o  (2) 

et  si  la  première  est  parallèle  à  la  corde  de  contact,  la  seconde 
sera  un  diamètre;  or,  pour  que  les  droites 
Ik  +  <jB  —  o 
aA  -f-  (3B  —  yG  =  o 
soient  parallèles,  il  faut  la  condition 

ax  -\-  bp  —  cy        a  a.  -f-  &'(3  —  c'y 
ak  -f-  b'j.  a),  4~  b'[j. 

qui  devient,  après  calcul, 

(np  -f  ml)'K  —  {n'J-  -f-  h)'J-  =o; 
donc  la  droite  (2)  a  pour  équation 

A  B 

np  -\-  my      ncc  -\-  /y 
ou  bien  nkx  —  nB[3  -f-  (Ik  —  wB)y  : 

(Dans  cette  équation,  nous  avons  pose 
bc  —  cb'  =  l 
cd  —  ac  =  m 
ab'  —  ba  =  n.) 
On   trouvera,    par   une  permutation  tournante,  l'équation 
d'un  autre  diamètre 

(roB  —  nC)a  +  /Bp  —  ZCy  =  o; 
donc  enfin  le  centre  est  l'intersection  des  deux  droites 
(  nkx  —  nB|3  -j-  (/A  —  mB)y  =  o, 
(  (mB  —  nC)a  +  H3p  —  /Cy  =  o. 
Gela  posé,  si  on  demande  le  lieu  des  centres  des  coniques 
qui  touchent  trois  droites  données  et  passent  en  outre  par 
un  point  donné,  ce  lieu  s'obtiendra  de  la  manière  suivante  : 
Désignons  par  At,  B1?  Gt  les  valeurs  que  prennent,  pour 
le  point  donné,  les  fonctions  linéaires  A,  B,  C;  puis  élimi- 
nons a,  (3,  y  entre  les  équations  homogènes 
nAoc  —  nB[3  -f-  (Ik  —  wB)y  =  o 
(mB  —  nC)a  -f  /Bp  —  /Cy  =  o 

V/«A1        \fpBt  +  y/yC*  =  o 
Or  les    deux  premières  relations  donnent  comme  valeurs 
proportionnelles  de  a,  (3,  y,  les  expressions  suivantes: 
PA,  ro«B,  ra'C; 


i: 
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donc  le  lieu  dos  centres  a  pour  équation 

/A,/2.  A  +  Yi\m-Ai  -f  yCrf.C  =  o  ; 
ce  qui  nous  apprend  que  le  lieu  est  une  conique  qui  passe 
par  le  point  donné  et  est  inscrite  au  même  triangle  que 
toutes  les  coniques  dont  elleconlient  les  centres.  Nous  n'a- 
vions pas  pour  objet  spécial  d'indiquer  ces  résultais  si  faciles 
à  prévoir  par  la  géométrie  dos  coniques;  nous  voulions  seu- 
lement indiquer  un  procédé  de  recherche  qui  sera  utile  dans 
beaucoup  d'autres  questions. 

Un  abonné. 


NOTE 

SUR    LA    MÉTHODE     DE    TRANSFORMATION    PAR   RAYONS 

VECTEURS    RÉCIPROQUES 

Par  .M.  Aug-.  Daguillon.  élève  de  1  École  normale  supérieure. 


Cet  article  a  pour  but  de  montrer  comment  la  méthode  de 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  permet  quel- 
quefois de  résoudre  le  problème  de  mener  la  tangente  en 
un  point  d'une  courbe  algébrique. 

Résolvons  préalablement  celte  question  : 

Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  f  (x,  y)  =  o,  les  coor- 
données a  et  p  du  pôle  et  la  puissance  >j.  d'inversion,  trouver 
l'équation  de  la  courbe  inverse  de  la  courbe  donnée  (les  axes 
étant  d'ailleurs  rectangulaires). 

Soit  M  un  point  de  la  courbe  donnée,  de  coordonnées  a; 
et  //.Transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au 
point  P;  les  formules  de  transformation  seront 

X    =    XY    -f-   Dt, 

y  =  yi  +  P> 

xi  et//,  désignant  les  nouvelles  coordonnées  du  point  P;  cl 
l'équation  de  la  courbe  deviendra 

ffa  +  ».yi  +  M  = u- 

Si  nous  passons  en  coordonnées  polaires,  le  pôle    étant  en 
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P  cl  ouct  étant  l'axe  polaire,  au  moyen  des  formules 
CCj  =  pt  cos  w, 
Vi  =  Pi  sin  w, 
l'équation  de  la  courbe  pr  endra  la  forme 

f(pt  cos  w  -f-  a,  pt  sin  o)  -|-  [ï)  =  o. 
Soit  M' le  point  correspondant  au  point  M  dans  la    courbe 

réciproque;  fi  dési- 
gnant la  distance 
PM,  et  p'i  la  dis- 
tance PM',  on  a  par 
définition 

PM  .  PM'  =  f/. 
c'est-à-direpjp/^;/, 

a  ou  pi  =  — . 
Pi 
La  relation  pré- 
cédente peut  donc 
s'écrire 


y 

y 
•  î 

P 

\ 

xi 

0 

XL 

'(J 


U.  cos  0) 


+  « 


a  sin  w 


+  S  )=o 


W  Pi 

et  sous  cette  forme  elle  représente   l'équation  polaire  de  la 

courbe  réciproque  cherchée.  Si  nous  voulons  en  avoir  l'équa- 
tion cartésienne,  les  formules  de  transformation  seront 

x.'        .  «i' 

-4-     sin    w  =  -^7 

Pi  Pi 


COS   0)  = 

et  il  viendra 


pi'2  =  ac/"  -f  j//s 


'te 


;jûc. 


+ 


!'.'/ 


+  P)-o. 


+  &''  '    œ/«  -f  yt'* 

Enfin,  si  nous  revenons  au  premier  système  d'axes,  cette 
équation  se  mettra  sous  la  forme 

On  voit  donc  que,  pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  réci- 
proque d'une  courbe  donnée,  a  et  p  étant  les  coordonnées  du 
polo.  u.  la  puissance  d'inversion,  il  suffit  de  faire  clans  l'équa- 
tion de  la  courbe  donnée 

'x(x'  —  y.) 


x  = 


(*'-  «)2  +  (v'-iï 


+  «. 
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x'  et  y   désignant   les  coordonnées   d'un  point  quelconque 
delà  courbe  réciproque. 

Dans  le  cas  où  le  pôle  est  à  l'origine  des  coordonnées,  ces 
formules  se  simplifient  : 

<J.X  U.ll' 


x"-  -f-  y'2  •'       x'2  -\-\j2 

Ceci  posé,  on  sait  que  si  l'on  considère  deux  points  M  et  M 
de  deux  courbes  inverses  situés  sur  un  même  rayon  vecteur, 
les  tangentes  en  ces  points  font  des  angles  égaux  avec  ce 
rayon  vecteur.  Si  donc  on  peut  construire  simplement  la 
tangente  au  point  M,  on  en  déduira  aisément  la  tangente  enM'. 
Prenons  un  exemple 

Soit  une  parabole   y2    —  2px  =  o.  Cherchons    quelle  en  est 
l'inverse,  le  pôle  étant  au  sommet  de  la  parabole. 
Les  formules  de  transformation  seront 

U.X  iJ.il' 

x  =  —-^-l — -     y  = 


X>2     _|_     y'1  i>  X'2     _j_     y<» 

et  la  courbe  réciproque  aura  pour  équation 
y.2  y'2  ip\j.x 

{x2-\-y2)2  =  x2-\-y'2 
ou  [j.y'2  =  2px'(x'2  -f-  y'2).  (1) 

D'autre  pari,  l'équation  de  la  cissoïde  définie  par  un 
cercle  de  rayon  a,  ayant  son  centre  sur  l'axe  delà  parabole, 
cl  passant  en  son  sommet,  celui-ci  étant  le  point  de  rebrous- 
sement  de  la  cissoïde,  serait 

2<nf  =  x(x2 -\- y2).  (2) 

Les  équations  (1)  et  (2)  étant  de  même  forme,  on  voit 
que  la  figure  inverse  de  la  parabole  est  une  cissoïde.  Inver- 
sement, si  on  se  donne  cette  dernière  courbe  et  le  para- 
mètre p  d'une  parabole,  on  peut  toujours  déterminer  une 
puissance  ;j.  d'inversion  telle  que  la  cissoïde  soit  la  ligure 
inverse  de  la  parabole;  il  suffit  pour  cela  d'identifier  les 
équalioifs  (I)  et  (2),  ce  qui  donne 

-=-  =  d  ou  tjL  •=  Apa. 

•J.  211 
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Ayant  alors  construit  un  point  M  de  la   cissoïde,  si  l'on 

voulait  détermi- 
ner la  tangente 
en  ce  point,  il  suf- 
firait de  chercher 
sur  le  rayon  vec- 
teur OM  le  point 
correspondant  M' 
de  la  parabole,  de 
mener  en  cepoint 
la  tangente  à  la 
parabole,  et  de 
faire  en  M  avec  MM'  un  angle  TMM'  =  TM'M;  mais 
ici  il  est  bon  de  remarquer  que,  toutes  les  paraboles 
de  même  axe  et  de  même  sommet  étant  homothétiques,  et 
ayant  par  suite  des  tangentes  parallèles  en  leurs  points 
homologues,  on  peut  prendre  arbitrairement  le  point  M'  sur 
le  prolongement  de  OM.  La  construction  s'achève  en  abais- 
sant M'E  perpendiculaire  sur  OD,  prenant  OF  =  OE,  et 
joignant  M'F,  ce  qui  donne  la  direction  de  la  tangente  à  la 
parabole  ;  il  suffit  alors  de  faire  TMM'  =  TM'M  pour  avoir 
la  tangente  à  la  cissoïde. 

En  particulier,  on  peut  supposer  que  le  point  M'  se  con- 
fonde avec  M  ;  alors  la  construction  se  réduit  à  ceci  :  prendre 
à  gauche  du  point  0  une  longueur  OQ  égale  à  l'abscisse 
du  point  M  ;  joindre  QM  et  tracer  la  droite  MT,  symétrique 
de  QM  par  rapport  à  OM. 

Voici  un  nouvel  exemple  de  l'application  que  l'on  peut 
faire  de  la  méthode  d'inversion  par  rayons  vecteurs 
réciproques  au  tracé  des  tangentes  aux  courbes  algébri- 
ques. 

On  sait  que  la  lemniscate  de  Bernouilli  est  le  lieu  des  points 
tels  que  le  produit  des  distances  de  chacun  d'eux  aux  points 
fixes  F  et  F'  soit  égal  au  carré  de  la  moitié  de  la  lon- 
gueur FF'. 

L'équation  de  cette  courbe,  rapportée  à  la  droite  FF'  et 
à  la  perpendiculaire  Oy  élevée  en  son  milieu,  est  la  suivante: 

{OD*  -f  ,f-y  —  2U*(X*  —  ,f)  =  O. 
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Prenons  le  point  0  pour  pôle,  cl  soil  ;;.  la  puissance  d'in- 
version ;  la  courbe  réciproque  de  la  lemniscate  proposée 
aura,  en  vertu  des  formules  de  passage  que  nous  avons 
indiquées  dans  un  précédent  article,  pour  équation 


aF  -  y* 


=  o. 


2(1' 


Ce  sera  donc  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses 
axes. 
Ceci  nous  conduit  à  la  construction  suivante  : 
Soit  M  un  point  de  la  lemniscate.  Supposons  (ce  qui  est 
toujours  possible) 
que  nous  ayons 
choisi  <j.  de  telle 
sorte  que  le  point 
M  se  confonde 
avec  son  inverse 
M',  et  soient  OR, 
OR'  les  bissectri- 
cesdcsangles  des 
axes,  asymptotes 
de  l'hyperbole  à 
laquelle  appar- 
tient M'.  La  tan- 
gente à  l'hyper- 
bole en  ce  point 
s'obtient  facile- 
ment en  menant  une  droite  PMQ  telle  que  PM  =  MQ.  La 
tangente  à  la  lemniscate  sera  une  droite.  MT  faisant  avec 
le  rayon  vecteur  OM  un  angle  égal  et  de  sens  contraire  à 
OMP. 
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ETUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TRIL1NÉMRES 

ET     LEURS      \PPLICATIONS 
Par  M.  E.  JT.  ISoquel. 

Suite,     voir     p  a  g  e     89.) 


DE  LA  LIGNE  DROITE 

Equation  de  la  ligne  droite  en   coordonnées    (ritinéaires.    — 
L'équation  Ax  -f-  Ity  -f-  C  =  o  se  transformant  en  une  équa- 
tion homogène  du  même  degré  en  coordonnées  trilinéaires, 
toute  droite  a  une  équation  de  la  forme 
ma  -\-  nà  -f~  Pï  =  ° 
où  m,  n,  p  sont  des  constantes. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  théorème  directement  comme 
il  suit  :  7.  =  o;  (3  =  o,  y  =  o  étant  les  équations  en  coordonnées 
rectilignes  de  trois  droites  non  concourantes,  toute  droite  du 
plan  est  comprise  dans  l'équation  ma  -f-  nb  -j-  py  =  o. 

En  effet,  cette  équation  représente  des  droites,  puisqu'elle 
est  du  premier  degré  en  x  et  y\  elle  contient  deux  para- 
mètres arbitraires  qui  sont  les  rapports  de  deux  quel- 
conques des  quantités  m,  n,p  à  la  troisième;  on  peut  donc 
profiter  de  l'indétermination  de  ces  deux  paramètres  pour 
faire  passer  la  droite  que  représente  l'équation  générale 
mu.  -f-  nô  -\-  py  o  par  deux  points  (x  y'),  (x"  y")  pris  à  volonté. 

Si  l'on  désigne  par  a.',  pr,  y',  a",  b" ,  y",  ce  que  deviennent  les 
fonctions  linéaires  a,  3,  y,  quand  on  y  remplace  x  et  y  res- 
pectivement par  x'  et  y',  x"  et  y",  on  aura,  pour  déterminer 
les  deux  paramètres  dont  il  s'agit,  les  deux  conditions 
m-/  -(-  n$'  +  PY  =  °> 
m  y."  -f-  nb"  -f-  py"  =  o. 

Il  y  aura  toujours  une  solution  unique  et  bien  déterminée, 

à  moins  que  les  quantités  y.'.  (ï\  y',  y.",  b",  y",  ne  satisfassent 

,     .  a'  b'  y' 

aux  relations  — —  =  — —  —  — — . 

a  p 

()r,ces  conditions  exprimentprécisémentque  lestroisdroites 
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x  =  o.  r->  =  o,  y  =  o  passent  par  un  même  point,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse  (*). 

Si  elles  étaient  remplies,  il  y  aurait  une  infinité  de  valeurs 
pour  les  trois  paramètres  à  déterminer,  et  alors  l'équatiou 
ma.  -f-  nry  -f-  py  =  o  représenterait  toutes  les  droites  passant  par 
le  point  de  concours  des  trois  droites  x  =  o,  (i  =  o,  y  =  o. 

—  Equation*  des  axes  de  référence.  —  Ces  équations  sont 
respectivement,  quels  que  soient  les  paramètres  de  référence: 

pour  BG  :  %  =  o  ;  pour  AC  :  p  =  o  ;  pour  AB  :  y  =  o. 
Car.  pour  tous  les  points  de  la  première  de  ces  droites, 
par  exemple,  et  pour  ces  points  seulement,  on   doit  avoir 

MP  =  o  ;  or  MP  =  — ,  et  comme  le  paramètre  de  référence 

n'est  pas  infini,  il  en  résulte  a  =  o. 

Ces  équations  sont  comprises  dans  l'équation  générale 
mx  -f-  nr(j  -\-  pv  =  o,  en  y  supposant  nulles  deux  des  trois 
constantes  m,  n,  p. 

—  Equation  d'une  droite  passant  par  Vun  des  sommets  du 
triangle  de  référence.  —  L'équation  d'une  droite  passant, 
par  exemple,  par  le  sommet  A,  doit  être  vérifiée  par  les 
coordonnées  de  ce  sommet,  qui  sont  S  =  o  et  y  =  o;  la 
constante  m  de  l'équation  générale  doit  donc  être  identi- 
quement nulle,  ce  qui  donne  une  équation  de  la  forme 

iY'j  -\-  pY  —  o  ou  P  —  Ky, 
K  étant  un  paramètre  arbitraire. 

De  même,  les  droites  passant  par  les  sommets  B  et  G  ont 
respectivement  pour  équations 

m  y.  -f-  py  =  O,   OU   y  =  (p. 
et  m-j.  -f-  >i/  =  o,  ou  a  =  /fi 

dans  lesquelles  g  et  f  sont  des  paramètres  arbitraires. 

x    '■; 

[')  Si  ion  désigne  par  —  X  la  râleur  commune  des  trois  rapports — jri—n-- 

a       p 
y' 
— — ,  le  poinl  par  lequel  passeraienl  alorales  trois  droites  a  =  o.  3  ==  °i  y  =  ° 

....  a'  +  \  x'  n  -■-  X  y 

aurait  pour  c 'données  rectuignes  .'  —  .  y  — ;  c  est-a- 

1  +X  1  +  \ 

dire  que  ce  sérail  le  point  qui  divise  le  segment  [{x  y'),  (x'  j/')]  dans  le  rap~ 

l'Oit    *. 
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Ces  résultats  sont  d'ailleurs  des  conséquences  immé- 
diates de  la  transformation  des  coordonnées  rectilignes  en 
coordonnées  triiinéaires. 

On  remarquera  à  ce  sujet  que,  lorsqu'on  emploie  en 
coordonnées  rectilignes  une  équation  symbolique  de  la 
l'orme  x  =  o,  on  ne  fait,  en  réalité,  qu'employer  une  équa- 
tion en  coordonnées  triiinéaires,  la  droite  considérée  étant 
prise  pour  l'un  des  axes  de  référence,  et  qu'il  en  est  de 
même  pour  une  équation  de  la  forme  a  -\-  \p  =o,  qui  repré- 
sente une  droite  quelconque  passant  par  celui  des  trois 
sommets  du  triangle  de  référence  dont  les  coordonnées  sont 
a.  =  o  et  p  =  o. 

Ajoutons  qu'onpeut  déjà  constater,  dès  à  présent,  combien 
les  coordonnées  triiinéaires  sont  avantageuses  dans  un  grand 
nombre  de  questions  de  géométrie;  car,  si  l'on  se  reporte  à 
des  démonstrations  données  dans  tous  les  cours  et  par  con- 
séquent trop  connues  pour  que  nous  y  revenious  ici,  par 
exemple,  pour  établir  sur  les  équations  symboliques  que 
les  bissectrices  ou  les  médianes  d'un  triangle  se  coupent  en 
un  même  point,  on  reconnaîtra  que,  dans  ce  mode  de  rai- 
sonnement, on  ne  fait  au  fond  que  prendre  le  triangle 
considéré  pour  triangle  de  référence,  et  écrire  les  équations 
en  coordonnées  triiinéaires  de  ses  bissectrices  ou  de  ses 
médianes.  Or  on  sait  par  expérience  combien  ces  démons- 
trations sont  simples  et  élégantes. 

—  Equation    générale  des   droites  qui  passent  par  an  point 
donné   (a,    p',    y').    —  Il  faut  écrire  que    l'équation  générale 
mx  -\-  np  -j-  py  =  o  est    vérifiée    par    les    coordonnées    du 
point  (a'^Y).  On  obtient  ainsi  la  condition 
m  y'  -f-  np'  -f-  py'  =  o. 

(Jette  condition  détermine  l'un  des  rapports . en 

l>      V 
fonction  de  l'autre,  et  si  l'on  substitue  la  valeur  de  »,  par 
exemple,    dans   l'équation    générale,    on    obtient  l'équation 
cherchée,  qui  est  m(xp'  —  (3a')  -f-  p  (yfî'  —  (ây')  —  o. 

Cette  équation  ne  renferme  plus   que   le  seul  paramètre 

arbitraire .  Mais,  dans  un  grand    nombre  d'applications, 
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ou  préfère  conserver  l'équation  générale  mx  -\-  n'i  -f-  PY  =  o, 
qui  contient  deux  paramètres  arbitraires,  en  y  joignant  la 
condition  mx  -f-  n$'  -j-  p-{  =  o,  qui  relie  entre  eux  ces  deux 
paramètres;  on  obtient,  en  effet,  par  cette  manière  d'opérer, 
des  calculs  généralement  plus  symétriques. 

—  Equation  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 
(a'p'y),  (a'p'Y').  —  L'équation  générale  de  la  droite  étant 
mx  -f"  /!?  ~h  Z;?  —  °»  on  devra  exprimer  qu'elle  est  vérifiée 
par    les  coordonnées  des  deux  points  donnés. 

On  aura  donc       mx   -j-  n°j    -\-  p*>    =  o  (1) 

avec  les  conditions 

mx  +  n$  +  py   =  o,  (2) 

mx"  -\-  nr-j"  -j-  p-f"  =  o.  (3) 

Il  faut  tirer  des  deux  conditions  (2)  et  (3)  les  valeurs  de 
deux  des  trois  paramètres  m,  n,  p  en  fonction  du  troisième, 
et  les  reporter  dans  l'équation  (I),  où  le  paramètre  qui  reste 
disparaîtra  de  lui-môme  comme  facteur  commun.  Ce  calcul 
n'est  autre  chose  que  l'élimination  de  m,  n,  p  entre  les  trois 
équations  linéaires  et  homogènes  (I),  (2),  (3),  et  par  consô- 
qvient  il  donne  pour  résultat  l'équation 


X 

P 

Y 

X 

p' 

Y 

y. 

Y 

qui    est    celle  de    la    droite    passant   par    les  deux    points 
donnés. 

Cette  équation  ne  prendrait  la  forme  indéterminée  que  si 
les  trois  mineurs 


7. 

V 

y. 

Y 

y 

Y 

X 

H" 

. 

7. 

ï"  1- 

'>" 

y" 

étaient  simultanément  nuls,  ce  qui  donnerait 


y       y 

et  les  trois  axes  de  référence  devraient  être  alors  des  droites 
concouranies,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  fondamen- 
tale. 

Corollaire.  —  Coordonnées  trilinéaires  du  point  qui  divise 
un  Segment  donné  [(^Y),  (x"[i"f'')]  ^""v  im  rapport  donné.  — - 
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L'équation  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  peut  être 
écrite  sous  la  forme 


P 

a'  +  Aa"        p'  -f  )6" 

i  + î         i  +  x 


Y 

'  +  V 

i  4-a 

Y 


=  o. 


coor- 


en  supposant  i  4-  A  diffèrent  de  o. 

Cette  droite  renferme  donc  tous  les  points  dont  les 
données  sont  exprimées  par  les  formules 

x _  ±±  M'       R_£±^!_        _  y'  4-  V 

1 4-x  '     [J~    i  4-x  '     y~    i+x  ' 

ou  X  est  un  paramètre  variable,  en  y  comprenant  même  le 
point  correspondant  à  la  valeur  X  ==  —  i,  dont  les  coordon- 
nées sont  infinies,  et  que  l'on  peut  regarder  comme  le  point 
à  l'infini  sur  la  droite. 

Quelle  est  la  signification  géométrique  du  paramètre  A? 
Il  est  facile  de  reconnaître  qu'il  exprime  le  rapport  dans 
lequel  le  point  mobile  M  divise  le  segment  M'  M".  En  effet, 

de  la  formule  a  =  — Ç — -  on  lire    X  =  — . 

i  — {—  X  a  —  a 

Si  R  est  le  paramètre  de  référence  relatif  à  l'axe  BC,  on 

aura,  en  appelant  P,  P',  P"  les  pieds  des  pyramides  abaissées 

respectivement  des  points  M,  M'  M",  sur  cet  axe  de   réfé- 

R.MP  —  R.M'P' 


rence: 
c'est-à-dire 


R.M'P"  —  R.MP 


X  = 


MP  —  M'  P' 


MG 


M'M 


M"P"=MP         M"D  MM"' 

Les  conséquences  géométriques  de  la  formule  x  = 


q.  f.  a. 
x'  +  lx" 


i+X 

s'étendent  donc  complètement  aux  coordonnées  trilinéaires, 
puisque  la  signification  du  paramètre  X  reste  la  même  dans 
ce  nouveau  système. 

Rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite.  —  Le 
rapport  anharmonique  de  quatre  points  Mt,  M2,  M3,  M4,  si- 
tués en  ligne  droite,  est,  comme  on  sait,  le  quotientdu  rapport 
des  distances  de  deux  de  ces  points  au  troisième  par  le 
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rapport  des  distances    des  deux  premiers  points  au   qua- 
trième. En  employant  la  notation  connue  (M,,  Mt,  M3,  M4), 

M3  M,      Mt  Mt 

le  rapport  designé  par  cette  notation  est 


Or,  nous  venons  de  voir  qu'on  a 

M3Mt         a3  —  a,         M4M, 

C  L 


lonc 


M3M2  7.3  —  7.2  M4M, 

M,M1         M4MX         73  —  a, 


Ms 

M,  • 

a4- 

-a, 

«4? 

—  *2 

7.4   ■ 

""   al 

M4  M, 


MsMa         M4Mj         ?-3  —  a>         *«  —  as 
formule   tout  à  fait   pareille   à   celle   que  nous  avons  déjà 
trouvée  dans  les  coordonnées  tangentielles. 

Quand  ce  rapport  est  égal  à  —  1 ,  les  quatre  pointsMt,  M2, 
M3,  M,  forment  une  division  harmonique,  dans  laquelle  les 
points  Mt  et  M2,  d'une  part,  M3  et  M4,  d'autre  part,  sont  les 
points  conjugués.  (A  suivre.) 


QUESTION  369 

Solution  par  M.  Lelieuvre,  élève  au  Lycée,  de  Rouen. 


On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  :  soit  M  un  point 
de  l'ellipse;  par  le  point  M;  le  point  M'  diamétralement  opposé 
et  les  extrémités  AA'  du  grand  axe  on  fait  passer  une  hyperbole 
équilatère  H  ;  puis  on  prend  un  cercle  passant  par  M,  A  et  A'; 
celapnsé,  l'hyperbole  et  le  cercle  ont  un  quatrième  point  commun  P; 
on  mène  MP,  et  on  demande,  le  point  M  parcourant  l'ellipse,  de 
déterminer  la  trajectoire  orthogonale  des  droites  MP.  C'est  une 
ellipse;  celte  ellipse  n'est  jamais  un  cercle  et  n'est  pas  non  pjus 
homothétiquc  h  l'ellipse  donnée.  On  suppose  a  >  h.       (G.  L.) 

Prenons   pour    déterminer  le  point  M  l'anomalie    excen- 
trique <p  de  ce    point.  Ses    coordonnées    sont    alors 
x  =  a  cos  -y,  y  =  b  sin  <p. 

L'équation"  de  l'hyperbole   équilatère   passant  par  A,  A', 
M  et  M'  et  ayant  par  suite  son  centre  en  0  est  de    la   forme 
?"  —  'f  +  2^XU  -f  F  =  o. 

Elle  passe  par  les  extrémités  du  grand  axe. 


—  140  — 

Donc  on  a  a1  -j-  F  =  o,     F  = —  a2. 

De  plus  elle  passe  par  le  point  M;  donc  on  a 

a2  cos2  9  —  b2  sin2  9  -j-  2ÏÏ(ib  sin  9  cos  9  —  a2  =  o 

2B  =  ,    (a2  +  b2)  sin  9  ^ 

ab  cos  9 

L'équation  est  donc 

(a2  +  b2)  sin  cp 

ar  —  y2  4-  ce;/  — -, a2  =  o. 

ao  cos  9 

L'équation  d'un  cercle  passant  par  A  et  A'  est  de  la  forme  : 

x-  -\-(y—  cl)2  =  a2  -f-  cl2 

ou  x2  -f-  y2  —  zdij  —  a2  =  o. 

Ce  cercle  passe  par  le  point  M.  Donc  on  a 

a2  cos2  cp  -{-  62  sin2  ç  —  2&d  sin  cp  —  a2  =  o 

(a2  —  b2)  sin  cp 

2a  =  —  ; — . 

b 

L'équation  du  cercle  est  donc 

o    ,      o    ,     («2  —  &2)  siu  9 
x°-  +  î/2  + j y  —a2  =o. 

Pour  avoir  le  système  des  sécantes  communes,  retranchons 

les  deux  équations  membre  à  membre  : 

(a2  —  b2)  sin  cp                    a2  -J-  62)  sin  o 
2,,î    i    _i L 1_  y  _  Xl, L — L L  —  o 

J     '  6  J  J        ab  cos  9 

qui  donne  y  =  o  pour  AA',  et  pour  la  droite  MP  : 

a2  +  62  aa  —  b2      . 

y  —  x —  tg  9  H ; sin  9=0. 

Or,  considérons  une  ellipse  ayant  même  direction  d'axes 
que  l'ellipse  donnée;  soient  A  etB  les  longueurs  de  ces  axes. 
Si  on  prend  un  point  sur  cette  ellipse  dont  l'anomalie  soil 
l'angle  9,  la  normale  à  l'ellipse  en  ce  point  est 

A  A2  —  B2      . 

Il  —  y  x  tg  9  -\ ^ sin  9=0, 

équation  identique  à  celle  de  MP.  Donc  toutes  les  droites 
MR  sont  normales  à  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  AA'  et  BB'  et  sont  donnés  par  les  équations 

A  fl'  +  b*      A'~  E"  «2  —  b2 

~B    ="        206  B  "  "         2b       ' 

D'ailleurs  chaque   droite  MP   est  normale  à  celte  ellipse 


—  141  — 

en  un  point  tel  que  son  anomalie  soit  la  même  que  celle  du 
point  M   correspondant   de    l'ellipse  donnée.   Il    est    facile 
d'avoir  A  et  13;  car  la  première  équation  donne 
A2  —  B2  (a2  —  b2)2 


On  a  aussi 


B2  4a26a 

A2  —  B2  a2  —  b2 


B  2b 

2  a2  b 


donc  B  = 


par  suite  A  = 


a2  —  b2 
a  (a2-f-  b2) 


a2  —  b* 

On  a  aussi  A2  —  B2  =  a2. 

Loue  les  foyers  de  la  trajectoire  sont  aux  points  A  et  A'. 
Cette  trajectoire  n'est  jamais  un   cercle,  car  si   l'on  avait 
A.=  B,  il  s'ensuivrait  : 

a2  -f-  b*  ==  2tib,       (a  —  b)2  =  o,         a  =  b. 
Or,  on  suppose  a  >  b. 

De  plus,  elle  n'est  jamais  homothéliquo  à  l'ellipse  donnée, 
car  on  aurait  alors 

A      a       n<l  +  b~ 

B     ~~   T    ~~  2ÔÏJ         ' 

d'où  a2  =  b2.   Ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Nota.  —  Lu  même  question  a  été  résolue  pur  M.  Le  Pont,  à  Cherbourg. 


QUESTION  8 

Solution  par  M.  Cartier,  élève  au  Lycée  d'Angoulème. 


On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et  le  cercle  A  qui, 
passant  par  les  foyers,  est  concentrique  à  cette  ellipse.  Par  un  point 
"SI, pris  sur  le  cercle,  on  mène  à  l'ellipse  deux  tangentes  qui  coupent 
le  cercle  aux  points  A  et  B,  différents  de  M.  Démontrer  que  AB  est 
parallèle  au  grand  axe  île  l'ellipse.  ((  i.  L.) 

L'équation  de  l'ellipse  est 

—  4-  —  — 

(/*        h- 


—  m  — 

Celle  du  cercle.      x2  -f-  y2  —  c2  =  o.  (A 

Soit  (a,[î)  un  poiui  M  de  ce  Cercle  ;  ou  a 

i*4=^  =  cs.  (i) 

L'équation  du  couple  de  tangentes  menées  de  ce  point  à 
l'ellipse  est 

(d2  -  a2)  (y  -  ï)2  -  2-4  (x  -  y.)  (y  -  fi 

+  (p-b2)(x-*)2=o.  (2) 

Soit  y  =  m  l'équation  d'une  droite  AB. 
L'équation  du  couple  de  droites  qui  joignent  M  aux  points 
A  et  B  où  elle  coupe  A  est 

I  m  —  £)2  {x  —  y.)2  +  27.  (m  -  (?)  {x  —  y.)  (y  —  p) 

+  (,•  +  »!»  — ^  (y  — p)«  =  o.  (3) 

On  peut  identifier  (2)  et  (3).  En  effet,  on  a  en  môme  temps 
pour  une  valeur  convenable  de  m 

(m  —  fr)2  .  .  *2  —  c2  -}-  m2  m  —  fi 

S2  —  b2    ~~         y.2  —  a2         ~  § 

ou.  en  remplaçant  a4  par  sa  valeur  tirée  de  (1), 

[m  —  p)»  m2  —  fi2  m  —  g 

r--&2  ~~     v  +  b*  ~       p 

??i  —  p  m  -j-  [3  i 

11  suflit  de  prendre  m  =  —-. 

La  proposition  se  déduit  facilement  de  là. 

b2 
On  peut  remarquer  que  — r—  est  l'ordonnée  à  l'origine  de  [a 

H 

tangente  à  l'ellipse  menée  par  le  point  d'ordonnée  [3,  c'est-à- 
dire  situé  sur  la  parallèle  au  grand  axe  menée  par  M. 


Sfcconde  BoluHon  pdf  M.  (îodekroî,  élève  au  Lycée  de  Lyo:i 

On  a  d'après  un  théorème  connu 

angle  AMF  s=  angle  BMF'. 
Joignons  AF;  d'après  la  mesure  des  angles  on  a  aussi 

AF'F  =  AMF  et  BAF'  =  BMF'. 
Mais  AMF  =  BMF',  donc  aussi  AF'F  =  BAF  . 
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égalité  qui  prouve  que  les  deux  droites  AB  et  FF'  sont  paral- 
lèles. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Mettetal,  à  Besançon; 
M.  S.,  à  Bar-Ie-Du<?. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


20.  —  On  considère  une  surface  fixe  du  second  degré, 
et  une  sérïc  de  surfaces  homotliétiques  du  second  degré 
circonscrites  à  la  première.  Trouver  le  lieu  des  sommcls  des 
cônes  de  révolution  circonscrits  à  ces  surfaces. 

21. —  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  d'une  série 
de  surfaces  homofocales  du  second  degré  avec  des"  plans  pas- 
sant par  une  droite  donnée  ou  par  un  point  donné. 

22.  —  On  considère  une  surface  du  second  degré  et  une 
courbe  gauche  du  troisième  degré  passant  au  centre  de  la 
surface,  et  ayant  pour  directions  asymptotiques  les  axes  de 
cette  surface.  Faire  voir  que  les  normales  à  la  surface  aux 
six  points  où  elle  est  coupée  par  la  courbe  gauche  appar- 
tiennent à  un  même  hyperboloïde.  ((î.  Aœnigs.) 

23.  —  On  considère  une  ellipse  E,    rapportée  à  ses  axes 

x*  y* 

et  un  diamètre  quelconque  PP'.  Parles  extrémités  P.P'  de  ce 
diamètre  et  par  les  loyers  de  l'ellipse  donnée,  on  fait  passer 
uni'  hyperbole  équilatère  H,  qui  rencontre  E  en  deux  points 
diamétralement  opposés,  Q,  Q'.  Ceci  posé,  aux  points  P,  Q, 
on  mène  les  tangentes  à  E;  ces  droites  se  rencontrent  en 
un  point  I:  1°  trouver  le  lieu  de  ce  point  quand  PP' tourne 
autour  du  centre  de  E.  Ce  lieu  est  le  cercle  circonscrit  au 
rectangle  construit  sur  les  axes. 

2°  Au  poinj  I,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
asymptotes  de  H:  trouver  le  lieu  de  ces  projections.  Ce  lieu 
est  la  podaire  du    centre  de  l'ellipse  E. 

3°  On  demande  de  vérifier  ces  deux  résultats  par  des  ce- 
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sidérations  géométriques  en  établissant  d'abord  le  théorème 
élémentaire  suivant:  on  considère  un  triangle  ABC,  et  sur 
la  base  BG  deux  points  D  et  D'  également  éloignés  du  milieu 
de  BU.  Soit  D''  la  symétrique  de  D  par  rapport  au  point  A. 
La  droite  D'D"  rencontre  AC  en  un  point  M;  la  droite  qui  va 
de  D'  au  milieu  de  MC  est  parallèle  à  AB.  (G.  L.) 

24.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  ox  eto?/, 
et  un  cercle  C  langent  à  l'axe  ox  au  point  P'.  Soit  P'ia  symé- 
trique de  P  par  rapport  à  l'origine.  Par  ce  point  P'.  on  mène 
une  transversale  L,  qui  rencontre  C  en  deux  points  A  et  B. 
On  joint  alors  le  point  P  au  point  A  et  à  cette  droite  on  élève 
en  ce  point  P  une  perpendiculaire  qui  rencontre  L  en  un 
point  I.  Trouver  le  lieu  du  point  I  quand  L  tourne  autour 
de  P'.  —  Ce  lieu  est  une  cissoïde  oblique  ayant  pour  point 
de  rebroussement  le  point  P.  On  propose  enfin  de  démontrer 
ce  résultat  par  la  géométrie.  (G.  L.) 

25.  —  On  considère  sur  une  ellipse  E  un  diamètre  A'A" 
et  deux  points  quelconques  A,  B.  Les  droites  A  A'  et  BA"  se 
coupent  en  un  point  P;  AA"  et  BA'  en  un  point  Q  ;  le  pôle 
de  AB  est  évidemment  situé,  ainsi  que  le  prouve  le  théo- 
rème de  Pascal,  sur  PQ  ;  mais  on  propose  de  démontrer  qu'il 
est  placé  au  milieu  même  de  PQ.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 
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TRANSFi >RMATION  RECIPROQUE 

Pur  .M.  ii.  de  Longchanips. 
Suite,  voir  p.  40,  77.  97,  121 


29.  —  Définition  de  la  transformation  réciproque  flans  Ves- 
pace.  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'étendre  à  l'es- 
pace la  transformation  réciproque. 


Imaginons  deux  points  iixes  0,  0',  0  étant  le  pôle  prin- 
cipal. 0'  le  pôle  secondaire  de  la  transformation.  On  joint 
le  point  0  ù  un  point  quelconque  M  de  l'espace,  et  dans  le 
plan  MOO'  on  élève  à  la  droite  O'M  une  perpendiculaire 
qui  rencontre  OM  en  W.  Ce  point  M' sera  dans  ce  système 
le  transformé  ou  le  correspondant  de  M. 

30.  —  Formules  relatives  à  la  transformation  réciproque 
du  us  l'espace.  —  Prenons  pour  axe  de  x  la  ligue  des  pôles, 
pour  origine  le  milieu  0"  de  00',  pour  plan  de  yz  celui  qui, 
en  ce  poinl  0*,  est  perpendiculaire  à  00';  enfin  pour  axes 
de  y  et  de  z  deux  droites  rectangulaires  de  ce  plan.  Dési- 

JOURN  M.  DB   M  un.   BPÉC.   lss-'.  7 
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gnons,  dans  ce  système,  par  x,   y,  z,  les  coordonnées  du 
point  M;  par  X,  Y,  Z,  celles  du  point  transformé  M'. 

Projetons  M  et  M'  sur  xoy  et  soient  P,  P'  ces  projections 
qui  sont  en  ligne  droite  avec  0;  projetons  encore  P  et  P' 
sur  ox  en  Q  et  Q';  on  forme  ainsi  des  triangles  semblables 
deux  à  deux  qui  donnent  les  relations 

OQ  PQ  MP  MQ 

ÔQ7  ~    PQ'   Z  ;    MP'   :       M'Q'  ' 
ou,  en  prenant  00'  =  2cl, 

d  +  x        y_        %_        MQ 
d  +  X    "  Y  ""  Z  "  M'Q'*  (  ' 

D'autre  part,  les  triangles  semblables  O'MQ,  O'M'Q'  don- 
nent aussi  MQ.M'Q'  =  O'Q.O'Q' 
ou  encore             MQ.M'Q'  =  (d  —  œ)(X  —  d). 
Les  relations  (1)  peuvent  donc  s'écrire 
d+x'_      y_         a    _   MQ  .  M'Q'  (d  —  x)(X  —  d) 
'd  +  X   "  Y   ~=  Z    :  ~        M'Q'2  Y2  +  Z2 

d  +  x          (d-x)(X-d) 
On  a  donc       -^-^  = ^^ 

x         X2  —  Y2  —  Z2  —  d2 

qui  donne  j-  =  X,  +  Y,  +  Z,  _  #  • 

On  trouve  ensuite 

y_    _  2Y(X  —  d) 

d   '~~  X2+ Y2-f-Z2— d2' 

Z_  2Z(X  —  d) 

~d   :~X2+  Y2-fZ2  —  d2' 
Il  y  a  d'ailleurs  réciprocité  entre  les  lettres  ce,  y,  z  etX,  Y, 
Z  ;  et  l'on  trouve 

A-  -   x%  -~  y2  ~"  ""  ~  d* 
d    ~~   x*  -f  y2  +  s2  —  d2  ' 

Y  2i/(cc  —  d) 

~d~~  ce2  +  y2  -f  z2  —  d2  ' 

Z  2J3(,£C    d) 


d  ce2  -j-?/2+  s2  —  d*  ' 

Il  résulte  de  ces  formules  que  si  l'on  veut  transformer, 
dans  ce  système,  une  surface  de  degré  m,  f  (x,  y,  z)  =  o. 
l'équation  transformée  sera  de  degré  im,  du  moins  en  gêné- 
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rai,  car  nous  signalerons  tout  à  l'heure  des  causes  qui  l'ont 
abaisser  le  degré  de  la  transformée. 


31.  Transformation  du  plan.  —  Au  plan  1\  dont  l'équation 


est 


4  +  4  +  cî = " 


correspond  la  quadrique  P', 

(A  —  /,)X2  —  (A  +  ft)Y2  —  (A  +  h)Z2  +  2CZX  -f  2BXY 
—  2d(BY  -f  CZ)  +  d\h  —  A)  =  o. 
Cette  équation  est  intéressante  à  discuter. 
L'équation  en  S  appliquée  à  cette  surface  est 
S1  +  (A  +  3/;)S2  -f  [(A  +  h)(3k  —  A)  —  B2  —  Cla]S 
4-  M.  4-  /i)(/i2  —  A2  —  B»  —  C2)  ==  o 
et,  si  l'on  pose  A2  4~  B2  +  C2  ==  K2. 

les  trois  racines  sont 

S,  =  -  (A  4-  h), 
S2  =  -/i  +  K, 
S,  =-(h  +  K). 
Le  hessien  de  la  surface  est  d'ailleurs 

A  —  h        B  C  o 

13     _     (A  4-  h)         o  —  B 

G  o         —  (A  4-  h)  —  G 

o  —    B  — C     h  —  A 

Pour  calculer  rapidement  ce  déterminant  ajoutons  d'abord 
la  quatrième  colonne  à  la  première,  on  aura  : 
A  —  h  B  C  o 

o       —  (A  4-  h)  o  —  B 

o  o       —  (A  4-  h      —  G 

h  —  A  —  B  —  (  !       h  —  A 

Ajoutons   maintenant  La    quatrième  ligne  à  la  première, 
il   v ient  : 

o  o  o  h  —  A 

o        —  (A  4-  /«)  o  —  B 

o         —  (A  4-  h)      —  C 
h  —  A  —  B  —  (  ;  k  —  A 

o    —(À  +  h)  o 

o  o  —  (A  4-  h) 

h  —  A       —  15  —  C 


IF 


B_ 

IF 


H 

IF 


h 


ou 


-=i\-ln 
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on  o;  finalement  : 

H  =  — rf2(A  +  /02(A— /i2). 
L'équation  de  la  surface    rapportée  à  ses  axes,  quand   on 
suppose  K2  différent  h*,  est  donc 
-  (A  +  ft)r«  +  (K  -  h)Y>  -  (K  +  kW>  =  "WXA-W- 

32.  — Nous  reviendrons  tout  à  l'heure  sur  le  cas  singulier, 
celui  où  l'on  suppose  h*  =  K2  ;  dans  le  cas  général,  l'équa- 
tion précédente  ne  peut  représenter  que  des  ellipsoïdes  ou 
des  hyperboloïdcs  à  deux  nappes.  C'est  ce  que  nous  allons 
montrer.  On  peut  toujours  supposer  /)  >  o.  et  comme  K 
désigne  essentiellement  la  racine  réelle  positive  de  l'expres- 
sion (A2  -f-  B2  -f-  G2),  nous  pouvons  dire  que  K  est  aussi  une 
quantité  positive.  Deux  cas  seulement  sont  donc  à  distinguer, 
suivant  que  l'on  suppose     h  —  K  >  o     ou  h  —  K  <  o. 

La  discussion,  sur  laquelle  il  est  inutile  d'insister  davan- 
tage, peut  se  résumer  dans  le  tableau  suivant  : 
j  A  -j-  h  >  o        Ellipsoïde  réel. 
(  A  -f-  h  <  o  (Inégalités  incompatibles.) 

I  A  -f  /i  >  o        fJijperboloïde  à  deux  nappes. 
h-K<°}k  +  h<o  (ld.) 

Nous  ferons  seulement  remarquer  pourquoi,  clans  ce  tableau, 
nous  avons  marqué  les  inégalités 

h  —  K  >  o  (1) 

A  +  h  <  o  (2) 

comme  incompatibles.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  lettres 
A,  h,  K.  d,  ont  une  signification  géométrique  qui  ne  permet 
pas  d'établir  entre  elles  des  inégalités  quelconques.  La  dis- 
tance p  de  l'origine  au  plan  P  est  donnée  par  la  formule 

hd 
P  =  -£.  (à) 

D'autre  part,  le  plan  P  rencontre  l'axe  des  x  à  une  distance 

,,,,..           „               ,           hd 
p  de  1  origine,  telle  que.    p  = — . 

—  A 

Dans  cette  formule  p'  désigne  la  distance  absolue  quand  on 
suppose  A  <  o.  Ceci  posé  on  a  évidemment  p'  >  p  ou 

hd  hd 
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on  ;i  donc  A  -\-K  >  o  en  chassant  les  dénominateurs  positifs. 
Or  les  deux  inégalités  (1)  et  (2)  donnent  par  combinaison 

A  +  K  <  o 
cl  pour  ce  motif  sont  incompatibles.  Ilfautd'aiileurs  remarquer 
que    l'inégalité    (2)    entraine    nécessairement   la    condition 
A  <  o  que  nous  avons  admise. 

Si  l'on  veut  maintenant  observer  que  la  formule  (3)  dans 
l'hypothèse  h  —  K  >  o  donne  p  >  cl,  et,  au  contraire,  p  <  d 
si  Ton  suppose  h  —  K  <  o.  nous  pourrons  dire  : 

Théorème.  —  Dans  la  transformation  réciproque  à  un  plan 
P  correspond  une  quadrique  P'  qui  est  un  ellipsoïde,  si  le  plan 
P  est  extérieur  à  la  sphère  décrite  sur  la  ligne  des  pôles  comme 
diamètre  :  et  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  quand  le  plan  P 
coupe  cette  sphère.  (A  suivre.) 


ETUDE 

sur  l'équation  et  sur  la  forme  binaire 
du  quatrième  ueore 

Par  M,  Kœhler. 

(Suite,  voir  page  105.) 


///.  —  Signification  géométrique  des  fonctions  I  ei  J. 

Nous  allons  chercher  l'expression  du  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  déterminés  par  les  deux  équations  : 

mx%  -f-  pxy  -f  qg'1  =  o 
et  nix2  -f-  p'xg  -f-  q'y*  =  o. 

Soient  (xv  yt],  (x2,  y2)  les  coordonnées  binaires  des  deux 
points  représentés  par  la  première  équation  ;  (x3,  y3),  (tet,  //,) 
les  coordonnées  des  deux  autres  points.  Une  des  valeurs 
du  rapport  anharmonique  peut  s'écrire,  soit 

£:t  '^1  &3  X% 

•'  \         ''i        X±  —  ./'_, 

soit  0=  ,J>-'J*  :  y>-y*t 

m  —  Vi     m  —  y* 


—  d50  — 

suivant  que  l'on  compte  les  distances  à  partir  de  l'origine 
des  x  ou  de  l'origine  des  y.  Mais  on  peut  écrire 

X3  Xl     £/s   Vl       œ3?/l  XÛli 

x,  —  xx   "  "  y,  —  yi 
y3xt      xtyt 


lUxi      œi2/i 


et  de  même 

x3     x2        y  3 


x,  —  xt  y,  —  y2 

Donc  on  a 


(d^Ê/l  y3Xi)\xiy2         yixi)   _        ^U3 yi'   n^/4 uï/    /  /x 


Si  maintenant  on  pose 


R  =  y/p2  —  4mqr, 

x± —  p  -\-  R 

y[  '  2m       ' 

x3        —  p'-\-R' 


xiyl  —  xiy{ 

x^iji     y&Ki 

x^h  —  2/i^i 

x^y?.       x.2y3 

X\y>i     y^x^ 

/xa          Xi\/X% 

a*\ 

.  \y3      yJ\yi 

2/2/ 

/.X4           *i\/œ3 

a?2\ 

\//i       !/iAy3 

yJ 

R'  =  y  p'2  —  4m'g- 

'  ■ 

cc2         —  p  —  R 

î/2              2m 

rr4  __  —  p  —  R' 

y  3  2in  y,  im 

on  trouve  la  formule 

2qm  -\-  2qm  —  pp  -f-  RR 


(5) 


2</m'  -|-  2q'm  —  pp  —  RR' 
Nous  rappellerons  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  a  six  valeurs  distinctes  en  général,  savoir': 

1  1  p— 1  p 

p,    —  j  1  ■■■■"  Pi     ■ 1   .   . 


p  1  —  p  p  p  —  1 

p  désignant  le  résultat  obtenu  en  groupant  les  quatre  points 
d'une  manière  quelconque.  Lorsque  les  points  sont  harmo- 
niques,   les  six    valeurs  se   réduisent  à  trois,  savoir  —  1, 

2  et  — . 
2 

Un  autre  cas  particulier  est  celui  où  l'on  a  p2  —  p  -f-  1=0; 

alors  les  six  valeurs  se  réduisent  à  deux,  qui  sont  les  racines 

de  l'équation  précédente,  c'est-à-dire    les  racines  cubiques 

imaginaires  de   l'unité  ;   les    quatre    points    sont  alors    en 

situation  èqui-anharmonique. 
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Supposons   maintenant  que  J  soit   nul  ;    l'équation  (3)  a 

une  racine  nulle  et  la  valeur  correspondante  de  X  est  a  =  c. 

L'équation  (1)  devient: 

(ax*  -f-  2bxy  -j-  of)1  —  y*[x*(4h%  —  4«c) 

-f-  4-xy(bc  —  ad)  -\-  y2(c2  —  ae)]  =  o. 

Le   poh'nônie  entre    crochets,    devant  être  carré   parfait, 

, ,     •  /,  o  J  ad  —  bc        i2 

s  écrira  4(0*  —  ac)    x — y    , 

'  L  2{b-  —  ac)    *J 

d'oii  résulte  le  mode  de  décomposition  suivant: 

lax*  +  2xy(b  +  Yb^a~c)  +  if(c  -  jf==)l 

Le'  +  2xy(b  -  y^-ac)  +  rffr  +    afd~bC\\ 

En  calculant  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
représentés  par  les  deux  trinômes  du  second  degré,  d'après 

la  formule  (o).  on  voit  que  p  se  réduit  à  — =  —     i , 

—  RR 
parce  que  2qni  -\-  2q'm  —  pp   est  identiquement  nul. 

Donc  :  quand  on  a  J  =  o,  les  quatre  points  représentés  par 
la  forme  du  quatrième  degré  sont  en  situation  harmonique,  et 
on  est  en  droit  de  conclure  que  J  est  un  invariant. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  I  =  o.  En  divisant  par 

x 

a  et  en  désignant  les  quatre  racines  —,  etc..  par  p%  y,  S, s, 

•        T  ^* 

1  équation  I  =  o,  pourra  s  écrire  : 

I2|ty8e  —  32  .   X-/-0  -f  (Hpi)>  =  o. 
Mais  on  a  Sp.SfJyS  =  Ep»^  -j-  4^6 

(Efr)*  =   EpY+    2Ïr-;o  -f-  6V;5e  ; 
l'é([uation  devient  donc 

Spy  —  Sp*Y8  —  DpySe  =  o 
ou  bien  en  développant  : 

(fr  +  Se»)  +  (PS  -f  vs)*  +  (0.  +  Yî)«  -  (pS  4-  Ye)(p6  -f-  T8) 
-  (0e  +  YS)(fr  +  Se)  —for  +  8e)(,88  +  ye)  =  o 
ou  enfin,  abréviativement  : 

M    -f  X2  -f  P"  —  NP  —  PM  —  MX  =  0.  (6) 

Mais  la  valeur  (4)  du  rapport  anharmonique  est 
_  ft'y  +  05  —  fo  —  yS  _  M  —  P 
P  ~~  h  +  ?-  —  ?8  —  yi~~  M  —  .N  ' 
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Maintenant  l'égalité  (6)  devient  en  ajoutant  etretranchant 
des  termes 

(M  —  P)2  -f  (M  —  N)2  —  M2  +  MP  +  MN  —  NP  =  o 

ou       (M  —  P)2  -f  (M  —  N)2  —  (M  —  N)(M  —  P)  =  o 

ou  enfin 

'M  —  P\2    ,  M  —  P 

=   p2  —  p  -f-    1=0. 


m  —  n;  m  —  n 

Donc,  quand  on  a  ï  =  o,  les  quatre  points  représentés  par 
la  forme  du  quatrième  degré  sont  en  situation  équi-anharmonique; 
on  en  conclut  que  I  est  aussi  un  invariant. 

Il  reste  à  chercher  par  quels  facteurs  I  et  J  sont  multipliés 
lorsqu'on  fait  la  substitution  linéaire  x  =  *X  -j-  BY, 
y  ==  a  X  -j-  (3  Y.  Pour  cela  nous  remarquerons  que  le  dis- 
criminant P  —  27J2  est  le  produit  des  carrés  des  différen- 
ces des  racines,  c'est-à-dire  de  six  facteurs  de  la  forme 
(aWi  —  yix.2)-  (*). 

Lorsqu'on  fait  la  substitution  indiquée,  on  reconnaît  que 
chaque  facteur  devient  (X^ —  Y1X2)2(ap'  —  Sa')2;  le  discri- 
minant se  trouve  donc  multiplié  par  (y.6'  —  Sa')12.  Il  en  ré- 
sulte que  I  est  multiplié  par  (aB'  —  (Sa)*  et  J  par  (yfi  — Sa')6. 

On  peut  s'en  assurer  par  un  calcul  direct  en  formant  les 
coefficients  de  la  nouvelle  expression  de/*,  puis  les  nouveaux 
invariants. 

IV.  —  Détermination    du     rapport  anharmonique  des    quatre 
points  représentés  par  l'équation  f  =  o. 

Nous  allons  calculer  en  fonction  de  I  et  de  J  l'expression 
du  rapport  anharmonique  des  quatre  points  représentés  par 
l'équation  f  —  o,  sans  faire  aucune  hypothèse  particulière. 

Posons  pour  un  instant 

A  =  4/j2  —  6ac  -J-  2« a,      B  =  2X6  —  zad; 
on  aura 

f=  (ax*  +  2bxy  +  If  f—  f  [Ace2  +  2Bxy  +  if(l2  -  ae)]. 
Puisque  X  est  déterminé  de  telle  sorte  que  le  second  tri- 
nôme soit  un  carré,  on  peut  écrire: 

(*)  Voir,  pour  la  démonstration  de  co  t'ait,  les  Leçons  d'Algèbre  supérieure 
de  Salmon,  traduction  française,  p.  78. 


f  =  ((;./-  -f  26;r//  -f  Xi/2)2  —  Ay*hx;+  —  y\ 


VA         J 


A.'//  H-  Jfy»- 


aa;2-|-2  6xj/  +  A(/-  -f 


Il         I 


fl  , .1    4.    .,7/  (2à    —  y/A  )   -f  t/2  (> p=) 

.  -  T)        \ 

„.,  »     -f_  ecyi  26  -}-  y/A  )  -f  y2(X  -f  —  \     (7 1 

l)';ij)r«'s  la  formule  (o).  le  rapport  anharinonique  est 
_  4çX  —  46*  +  A  +  R 
;—  4flX  —  46*  4-  A  —  R 
R  désignant  la  racine  carrée  de  l'expression 

Comme  on  a 

4aX  —  4&2  -|-  A  =  6«(À  — c)  =  6a(*, 
la  formule  précédente  devient 

6;,.(C    —    l)=R(p-f-l), 

ou  bien,  en  prenant  pour  inconnue  auxiliaire 

p  —  1 


IbiSi*  =  R2. 
Le  polynôme  R2  s'exprime   très  simplement    en  fonction 
de  I  et  J;  on  a 

H2  =  (4&«  -f  A  —  4aX)«  —    1 6/  //A  —  -~  ) 

ni  606c  —  2o*d  —  4.b3\* 

=  (862  —  bue  —  2àk)* j- : ; — — 

4b2  —  twc-f-  20A 

■ni.  en  remplaçant  ).  par  ji-j"  '• 

H2  =  — ; [1 8//2  —  Sac  —  20ix)a(2&»  —  2r;c  +  Oj*) 

—  32  (3a6c  —  26"  —  a*d)] 

[ay  _  60V2  (6"  — oc)  H-  8as  <3/>v2 


26*  —  me  -f-  iV). 

—  4^/r1  -f-'  6abcd  —  a'd"  —  j.6»d)] 

JiHKNVI      in.  MATH.     SPKI   .     I SK  J .  7. 
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4«2 


[«[jL3   —  6*V/2  —  ac)  +  8«J 


262  —  2«C  -f-  a\J- 

+  81  (6*  —  ac)] 
Lu  substitution  de  cette  valeur  dans  la  relation  3a[j.-^-  =  R2 
donne  l'équation 

y}  (q  ac2  —  a3)  -f  6a2  (62  —  «c)(352  -f-  a~) 

—  8  a2  (1(62  —  ac)  +  aJ)  =  o.  (8) 

11  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  \i  entre  les  deux  équations 
du  troisième  degré  (8)  et  (3)  ;rJ  —  al  +  2J  =  o,  pour  avoir 
la  résolution  cherchée  entre  le  rapport  anharmonique  et  les 
invariants. 

Les  calculs  sont  assez  prolixes  ;  il  n'est  guère  possible 
d'éviter  le  développement  complet  du  résultant  des  équations 
(3)  et  (8).  Ce  résultant,  pour  deux  équations  incomplètes  de 
la  forme  Ax'J  +  Bœ2  +  D  =  o  et  A'x'1  +  C'a;  +  D'  =  o  est 
A3D'3  —  D3A'3  —  B»A'D'2  —  A2DC'2  —  A2BC'D'2  —  B2DAC'2 
+  2AD2A2CI  +  3  AD2A  2D  —  3A2DA'D 2  —  ABDAB'D'. 
En  ordonnant  suivant  les  puissances  de  a,  on  trouve  que 
tous  les  termes  du  résultant  contiennent  en  facteur 

«;JJ  -f  azI  (62  —  ac)  —  4(62  —  ac)3  ; 
après  la  suppression  de  ce  facteur,  il  reste 

5832  JV  +  c4(5832J2  —  648I*)  +  a2(i944J2  +  144I3) 

+  216J2  —  81*  =  0 
ou   2i6J2(27cu  4-275'+  9a2  +  1)  —  8I3(8kt*—  i8cr2  +  i)  =  o 

c  est-a-dire  —  =  27  -i ! — —  =  1 08 


J2         '     (9s2— i)2  (p+i)«(2p«—  5p+2)3 

108  (p2— p  +  i)« 

(p+l)2(2?-l)2(p-2)2 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Elle  fait  retrouver  des  résultats  déjà  obtenus;  si  l'inva- 
riant I  est  nul,  on  a  p2 —  p  +  1  =  o;  si  J  est  nul,  on  a  soit 
p  +  1=0,  soit  2p  —  1  =0,  et  l'une  quelconque  des  valeurs 

1 
—  I»  — et  2  pour  p,   caractérise  la  situation    harmonique. 

n  I8 

Enfin,  on  voit  aussi  que -=-  est  un  invariant  absolu,  c'est-à- 
dire  une  fonction  qui  se  reproduit  sans  l'adjonction  d'aucun 
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facteur,    lorsqu'on   l'ait  une  transformation  linéaire,    car  la 
rapport  anhartnonique  ne  change  pas. 

On  voit  d'ailleurs  que  I"  et  J2  sont  multipliés  chacun  par  la 
douzième  puissance  du  déterminant  xfi  — Hx.         A  suivre. 


lONSTRUCTION  DES  ASYMPTOTES 

DE    L'HYPERBOLE    ÉoUILATÈRE 
PASSANT    PAB    QUATRE    POINTS   DONNES 


1.  —  On  sait  que  l'hyperbole  équilalère  qui  est  circonscrite 

à  un  triangle  passe  par  le  centre  des  hauteurs  de  ce  triangle  : 
on  pourra  donc  déterminer  un  cinquième  point  de  l'hyperbole  ; 
par  cinq  points  on  ne  peut  l'aire  passer  qu'une  seule  conique 
et  l'on  voit  ainsi  que  le  problème  ne  comporte  qu'une 
solutiou. 

On  peut  d'ailleurs  trouver  le  centre  d'une  conique  déter- 
minée par  cinq  points;  il  suffit,  comme  on  le  sait,  de  déter- 
miner les  extrémités  de  deux  cordes  parallèles  au  moyen 
du  théorème  de  Pascal.  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces 
deux  cordes  est  un  diamètre:  le  rentre  peutdonc  être  cons- 
truit au  moyen  de  deux  diamètres,  ainsi  déterminés. 

2.  —  D'après  cette  remarque  nous  supposons  que  l'hyperbole 
équilatère  H  est  définie  par  deux  points  A.  B  et  le  centre 
O  de  la  courbe  el  nous  nous  proposons  de  trouver  ses  asym- 
ptotes. Voici  une  solution  simple  de  ce  problème. 

Suii  A  lr  symétrique  de  A  par  rapporl  à  O;  par  les  trois 
point-.  \.  V .  I!  faisons  passer  un  cercle  A  ;soi1  O'  le  rentre  e| 
U.  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  B.  On  sait  que  :  sisur 
la  corde  (l'une  hyperbole  équilatère  comme  diamètre  ou  décrit  "" 
cercle,  celui-ci  coupe  l'hyperbole  en  deux  autres  points  qui  suul 
les  extrémités  d'un   diamètre  (le   cette  e  niche. 

11  résulte  de  ce  théorème   ([ne  le  poinl  C  est  un  poinl  de 

l'll\  perlxde. 

Le  Iriangle  rectangle  BAC  étant  inscril  à  l'hyperbole,  on 
sait  par  une  autre  propriété,  également  bien  connue,  que  la 
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tangente  a  H  au  point  A  est  perpendiculaire  à  l'hypoténuse  BC. 
Ayant,  d'après  cette  remarque,  abaissé  du  point  A  une  per- 
pendiculaire AK  surCB.  les  asymptotes  cherchées  sont  deux 
droites  rectangulaires  ayant  leur  sommet  en  0  et  intercep- 
tant sur  AK  un  segment  dont  le  milieu  est  le  point  A.  Il 
suffit  donc  pour  les  obtenir,  et  comme  l'indique  la  figure,  de 
décrire  du  point  A  comme  centre  avec  AO  pour  rayon  un 
cercle  qui  rencontre  AK  aux  points  D  et  E  :  OD  et  OE  sont 
les  asymptotes. 


3.  —  On  peul  remarquer  que  si  l'on  prolonge  les  asym- 
ptotes OD  et  OE  jusqu'à  ce'qu'elles  rencontrent  le  diamètre 
BC  aux  points  D'  etE',  les  triangles  OÔ'E',  OO'D'sont  isoscèle* 
et  l'on  a  00'  =  O'E'  =  OD'.  On  peut  alors  déterminer  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  en  décrivant  du  point  0'  comme 
centre  avec  00  pour  rayon  un  cercle  qui  coupe  BC  en  deux 
points,  et  en  joignant  ces  points  au  centre  donné  0  on  ob- 
tient les  deux  asymptotes. 

L  une  et  l'autre  des  deux  constructions  précédentes  sont 
[dus  simples  que  celle  qu'on  indique  ordinairement.  Celle-ci 
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consiste  à  tracer  les  bissectrices  des  angles  tonnés  par  les 
droites  BC.  AÀ';  ou  mène  ensuite  par  0  des  parallèles  à  ces 
bissectrices  et  on  a  les  axes  en  position.  De  ces  axes  ou 
déduit  ensuite  les  asymptotes:  mais  dans  la  pratique  il  est 
visible  que  cette  construction  est  moins  rapide  que  celle 
que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  donne  immédiatement 
les  asymptotes  au  moyen  du  tracé  d'un  seul  arc  de  cercle. 


QUESTION  Mi 

Solution  par  H.  E.  De\i.\,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  I  harlemagne. 


On  considère  une  ellipse  E  rapportée  à  ses  ajees  et  une 
conique  A  passant  par  les  foyers  et  les  extrémités  B,  B'  du  petit 
axe  de  E.  Cette  conique  A  rencontre  E  en  deux  points  M,  N 
différents  de  B  et  de  B':  en  ces  points  on  mène  à  E  des  normales 
qui  rencontrent  A  en  des  points  I,  Y  dont  on  demande  le  Heu 
géométrique.  (G.  L.) 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  F, 
F'.  B,  B'  est      b*x*  +  \xy  -f-  c-//2  —  &sc"  =  o.  il  ) 


L'ellipse  donnée   et  la  conique  A    se  coupent   en  quatre 
points  situés  sur  Les  deux  droites  dont  l'équation  est 
/'•./■-  -f-  a*Xxy  =  o. 


—  1S8 
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combinaison    homogène  de  l'équation    il)    el    de    celle    de 

l'ellipse  b'lx2  +  a-if  —  a2b2  =  o. 

L'équation  du  diamètre  MN  commun  aux  deux   courbes 

est  donc  bxx  -f-  a-hj  =  o 

et  son  eoelïicienl  angulaire,  m 

b' 

a2X   —  '"' 

Soit  m   celui  de  la  tangente  en  M;  on  a 

b1 

mm  = ; 

nl 

,      Ir  lr 

diiiM  m   — —  =  — - 

rrk  h'1 

À 

ou  ni  =  -—. 

o 

Soit  w'ie  coefficient  angulaire  de  la  normale  au  point  M 

on  ii  mm'  =  —  t 

d  ou  m  = — . 

Ceci  posé,  les  points  M  et  N  étant  les  extrémités  d'un 
diamètre  de  l'ellipse  donnée,  les  deux  normales  MI  et  NI' 
sont  parallèles  et,  d'après  l'équation  générale  des  normales 
à  l'ellipse,  en  fonction  du  coellicient  angulaire,  qui  est 

i'm 
y  =  ntx  zt.  • 

V  a2  -f-  />'-///■-' 
nous  aurons  pour  l'ensemble  de  ces  deux   normales,   dont 
le  coetlicient  angulaire  est  m",  l'équation 

[y+i x)  r  +  -)  =  — 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  À'J. 

ou  encore  [Xy  -f-  b2jc)-0ra>  -f-  6«)==c*o*X«.  (2) 

Nous  allons  maintenant,  pour  évite)1  d'introduire  l'ellipse 
donnée  dans  l'équation  du  lieu,  chercher  à  former  l'équa- 
tion de  la  droite  II  :  el,  cette  équation  obtenue,  il  nous 
suffira,  [loin  obtenir  le  lieu  demandé,  d'éliminer  '/,  entre 
l'équation  de  la  droite  11    et  celle  de  la  conique  mobile. 
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La   droite   MN   étant  uu  diamètre  de  la    conique,    et  les 

droites  MI  et  NI' étant  parallèles  entre  elles,  les  points  I  et 
F  sont  les  extrémités  d'un  môme  diamètre  de  cette  conique. 
L'équation  de  II'  est  donc  de  la  forme 

y  -j-  ax  =  o. 
D'ailleurs  l'équation  de  MN  est 

blx  -f-  a2ty  =  o. 
L'ensemble  de  ces  deux  droites  est  doue  représenté  par 
l'équation  homogène 

(b'x  -f  «%)  (y  +  <*»)  =  o.  (3) 

Il  faut  déterminer  a. 

Pour  cela,  nous  allons  former,  avec  l'équation  de  la 
conique  mobile  et  celle  qui  représente  les  deux  droites 
MI  et  NI',  une  combinaison  homogène,  qui,  elle  aussi,  repré- 
sentera l'ensemble  des  deux  droites  II'  et  MN;  en  identifiant 
cette  équation  avec  l'équation  (3)  nous  pourrons  déterminer  a. 
L'ensemble  des  deux  normales  peut  s'écrire 

X2(a2X2  -f  b6)if  +  o4(a2X2-f  6G).x;2  -f  2X62(a2X2  +  b6)xy 
—  &*c4X2  =  o.  (4) 

La  conique  mobile  étant 

c2*/2  -j-  b^x-  -(-  \xy  —  6-c2  =  u. 
multiplions  cette  dernière  équation  par  X262c2  et  retranchons 
de  (4)  le  résultat,  il  vient 

X2[a2X2  -f  b{i  —  62c*]t/2  -f  64{a2X2  +  66  —  c2X2]xs 
-f-  X62[>asX2  -f-  26°  —  X2c2]a?t/  =  o 
ou  X2[a4X2  -f  6G  —  62c*]î/2  -f  66[X2  +  6'*]x2 

+  X62[a2X2  -f-  62X2  -f  266]cc(/  =  o. 
Identifiant  cette  équation  avec 

<i-'ky-  -\-  v.bKx1  -f-  (64  -f-  ■j.m-)jcij  =  o 
on  a 
X2[a2X2  -f  b«  —  6V]  62(X2  -f-  fc4)     _  X62[a2X2  +  62X2  —  2  6ti| 

a2X  a  6*  -f-  «Xo2 

de  la  première  de  ces  égalités  je  tire 

62(X2  -f  bï) 
X[X2  -f  62(62  +  c2)f  ' 
L'équation  de  la  droite  II'  est  donc 

,      n^  +  &4)        _ 

■v  "T~   X[X2 -f  62(62  —  c2)]    J5-°' 
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Eliminons  maintenant  À  entre  cette  équation  et 

b2x2  -j-  Xxy  -f-  c*y*  —  b-c-  =  o 
on  a 

•'•  L  ce2!/2  J 

L  x-y  J 

on  encore 

(0sœ!  j_  czy*  _  b^c2)3  —  b2x2(b2x2  -j-  c2i/2  —  62c2)2 

—  b2.r-,f(c2  —  b1)   (b*X2  +  C2*/2  —  62C2)  —  06J2*l/2  =  o 

et,  après  calcul, 

[lrxy-  -f  c2y2  —  62c2]  [c%«  —  2ôy  +  b1)  —  64x2] 

=  6*£C«t/s(62  —  y2). 

Remarquant  que  la  seconde  parenthèse  est  une  différence 

de  deux  carrés,  on  a 

(bax*  -f  c-if-  —  6a  —  c2)  |c2(*/2o2)2  —  64œ2]  =  lrx2y2{b  —  y2) 

ou    (b*x*  -f  c2</2  —  62c2)  [c(y2  —  62)  œ—  62]  [c(y2  —  b2)  -f  62œ] 

==b>x*y*{p—y%  (o) 

Cette  équation  se  présente  alors  sous  la  forme  de  quatre 

facteurs  et  permet  ainsi  de  séparer  le  plan  en  régions. 

Les  courbes  qui  séparent  le  plan  en  régions  sont  : 

1°  62as2  -f-  c'y*  —  b2c2  =  o 

x2       y2 
ou  L-f-  =  i. 

c2  T  6a 

C'est  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  ceux 
de  l'ellipse  donnée,  et  dont  les  sommets  sont  les  foyers  de 
celle-ci  et  les  sommets  B  et  B'  de  cette  même  ellipse. 

2°  La  parabole        cy2  —  b2x  —  b2c  =  o. 

C'est  la  parabole  qui  a  pour  sommet  le  foyer  F  de  l'ellipse, 
pour  axe  l'axe  ox,  et  qui  passe  par  les  points  B  etB';  elle 
est  bien  déterminée. 

3°  La  parabole        cya  ~\-  b%x  —  b*c  =  o. 

C'est  la  parabole  qui  a  pour  axe  l'axe  ox,  pour  sommet  le 
point  F',  foyer  de  gauche  de  l'ellipse  donnée,  et  qui  passe 
par  les  points  B  et  B';  elle  est  aussi  bien  déterminée. 

I "  Les  deux  droites  y  =  b, 

y  =  —  à, 
ce  sont  les  parallèles  à  ox,  qui  passent  parles  points  B  et  B'. 
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Reportons-nous  à  l'équation  (5). 

Si  (b2  —  if)  >  o,  le  second  membre  est  positif;  le  facteur 
c(//2  —  b2)  —  b2x,  en  supposant  x  positif,  est  positif;  il  faut 
que     (b2x2  -f-  <?y'1  —  b2e2)  [c(if  —  b2)  -f-  b2x]     soit  négatif. 

Il  peut  donc  y  avoir  des  points  de  la  courbe  dans  l'es- 
pace compris  entre  la  parabole 

c(if  —  b2)  -f  b2x  =  o 
et  l'ellipse  b2x2  -j-  c2y2  —  b2c2  =  o. 

Alors  la  courbe  ne  pénètre  pas  dans  toutes  les  parties 
ombrées  de  la  figure. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  discussion  de  l'équation 
en  la  considérant  comme  bicarrée  en  x. 

L'équation  développée  s'écril 

b2a2x2if  —  Wc2x2if  -\-  2b6c2x2  —  b6xl  -f  c'y6  —  362c*î/* 
-f-  364c4i/2  —  &6c*  c=  o 
ou,  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  x, 

b6xi  — b2a2ifx2-\~  364c2y2œ2—  2b6c2x2—  c'uf  -f-  362c*i/* 

—  36*cy  +  66c*  =  o 
ou 

Wx'+  —  b2x2(a2if—  3b2c2y2  -f  ib'c2)  —  c*î/2(î/*  —  3&y  —  26'') 

—  c464(î/2  —  &2)  =  o.  (fi) 
Si  dans  cette  équation  on  fait  x  =  o,  on  a 

(y2—  62)3=o? 
qui   prouve    que  les  points  B  et  B'  sont  des  points  triples 
de  la  courbe. 
Si  d'autre  part  on  fait  y  =  o  dans  l'équation  (5).  on  a 
(x2  —  c2)2  =  o, 
qui  prouve  que  les  points  F  et  F'  sont  des  points  doubles  ; 
mais  ce    sont  des  points  doubles  isolés,  car  les  tangentes 
en  ces  points  sont  imaginaires. 

Tangentes  horizontales.  —  Cherchons  les  points  de  la  courbe 
où  la  tangente  est  horizontale.  Pour  cela,  il  faut  former  la 
dérivée  par  rapport  à  ce  et  l'égaler  à  zéro. 

On  a      f=  ^b3x2  —  2b2c2x  (y'*  —  3b2y2  -f  &*)  =  o, 
d'où   d'abord  la  solution  x  =  o  qui    indique  qu'aux  points 
B  et  B'  les  tangentes  à  la  courbe  sont  parallèles  à  ox. 

Ayant  supprimé  cette  solution  et  divisé  par  b2c2  on  a 
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2frx*  —  c2(//2  —  2b*)(y*  —  b2)  =  o. 
qui  est  satisfaite  pour  une  valeur  de  y  comprise  entre  les 
deux  droites  y  —  -+-  6. 

La  courbe  ne  renferme  dans  son  équation  que  des  puis- 
sance paires  de  x  et  de  y;  elle  est  donc  symétrique  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées,  et  l'origine  estau  centre. 

L'équation  (6)  bicarrée  en  x%  est 

&«œ«  _  œ2(a8&y  +  2bGc-  —  3a2b'y2)  —  c*(t/s  —  6")8  ==  o 
ou  &«œ«  —  62  (y2  —  62)(a2*/2  —  2^2c2)  x2  —  c1  (y2  —  &*)8  =  o. 

Pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  avoir 
&«  (y2  _  6*)a(a*ya  _  262c2)2  -f-  4&8c*  (y2  —  &2)3  >   o 
ou  &*  (y2  —  &s)2[a*t/*  —  4aib2c2if  -j-  4&2ciy2]  >  o 

ou  64;/2  (y2  —  62)2[a4(/2  —  4&lc2]  >.  o 

ou  61;/2  (y2  —  b2)2(a2y  —  2b-c)(a2ij  -\-  2b2c)  >  o. 

Pour  que  cette  quantité  soit  positive,  il  faut  et  il  sultit 
que  l'on  ait  ahj2  —  4&4c2  ±  o. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  points  de  la  courbe  entre  les  deux 

2b2c 

parallèles  à  ox  V  =  dl  • 

1  J        —      a2 

Ces  deux  parallèles,  construites  sur  la  figure,  sont  com- 
prises entre  les  deux  droites  y  =  +  &. 

2^2C 

Car  la  condition  ■       b 

a2 

revient  à  celle-ci  (/;  —  f)2  II  o  qui   est  évidente. 

D'ailleurs  le  signe  de  la  somme  des  racines  de  l'équation 
bicarrée  en  x  dépend  de  la  qualité 

(y2—  b2)(a2y2  —  2b2c2). 

Si  y*  —  b2  est    C  o,   pour  que  la  somme  soit  positive,  il 

2//-V- 
faul  que  l'on  ait  n2 <o 

(i- 

2&SCS 

OU  '/' 


Comparant  cette  quantité  à  6*,  posant  par  exemple' 

2<V 

—  <  '''■ 

n 

on  a  a 

OU  2f-  &»   -|     r 

ou  enfin  b "■. 
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Nous    sommes  ainsi   amenés  à    distinguer 

les   trois  cas 

uivants  :                        1°     c2  —  b2  >  o. 

2°    c2  —  b2  =  o. 

3°    c2  —  b2  <  o. 

Premier  Cas  :  c2  >  b2. 
Si  (c2  —  ft2)  est  >  o  il  existe,  pour  toutes  les  valeurs 
de  y  comprises  entre  les  parallèles  y  =  +  b,  quatre  valeurs 
réelles  de  x;  et,  quand  y'1  est  >  b2  deux  des  valeurs  de  x 
seulement  sont  réelles  ;  les  deux  autres  sont  imaginaires. 
Les  taugentes  horizontales  étant  les  deux  droites 

,    2b2c 

y  = 


a2    ' 

il  n'y  pas  de  points  de  la  courbe  entre  ces  deux  parallèles. 
Tangentes  aux  points  B  et  B'.  —  Pour  avoir  les  tangeutes 
en  ces  points,  nous  allons  transporter  les  axes  au  point  B, 
par  exemple. 
Pour  cela  il  faut  dans  l'équation  du  lieu  l'aire 

x  =  X 

V  =  Y  +  b  ; 

celle-ci  devient 

&6X*  _  b2  [(Y  -f  b)2  —  b2]  [a2  (Y  -f  b)2  —  2b2c2]  X2 
—  c4  [(Y  +  b)3  —  b2]3  =  o 
du    b6X'  —  b2  [Y2  +  2bY]  [a2Y2  —  2o*6Y  -f  a2b2  —  2b2c2] 
—  c1  [Y2  -f  2&Y]3  =  o 
L'ensemble  des  termes  de  degré  le  moins  élevé  est 
&*YX»(c"  —  b2)  —  4clY*  =  o, 
ce  qui  donne  d'abord  la  droite  Y  =  o,  solution  déjà  trou- 
vée ;  et  les  deux  autres  tangentes  sont 

b2 
Y2  =  (c2  —  b2) x2. 

On  voit  encore  par  là  que  :  si  c2  >  b2  les  tangentes  en  ces 
points  sont  réelles;  si  c2  <  b2  elles  sont  imaginaires.  La 
courbe  a  donc  dans  ce  cas  la  forme  que  lui  donne  la  ligure  1. 

Deuxième  Cas:  c2  =  b2. 
Dans  ce  cas,  les  taugentes  aux  points  B  et  B'  sont  don- 
nées par  l'équation  Y3  =  o    ou,    en    revenant  aux  anciens 
axes  de  coordonnées,  (y  —  b)3  =  o. 
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Ceci  prouve  que  les  parallèles  à  Ox  menées  par  les  points 
B  et  13'  sont  des  tangentes  triples  de  la  courbe. 

Quand  y-  —  b-  est  négatif,  les  valeurs  de  x  sont  imagi- 
naires toutes  les  quatre  ;  et  deux  des  valeurs  de  x  seule- 
ment sont  réelles  quand  y-  —  b2  >>  o. 

La  courbe  a  donc  dans  ce  cas  la  forme  que  lui  donne  la 
figure  "2. 

Troisième  Cas:  c2  <  b-. 

Quand  on  a  c2  <  b2,  les  tangentes  aux  points  B  et  B' 
autres  que  les  droites?/  =  +  6,  sont  imaginaires  ;  car  elles 
sont  données  par  l'équation 

Y2  =  (c-  —  b2)  -^—  x\ 
4c 

qui  prouve  que  les  parallèles  menées  par  B  cl  B'  à  O.r  sont 

des  tangentes  imaginaires  de  la  courbe. 

D'ailleurs,  d'après  la  discussion,  faite  précédemment,  de 
l'équation  du  quatrième  degré  en  x,  les  quatre  valeurs 
de  x  correspondant  aux  valeurs  de  y  comprises  entre  les 
parallèles  à  Ox  menées  par  les  points  B  et  B'  sont  imagi- 
naires :  et,  en  dehors  de  ces  deux  parallèles  il  y  a  seule- 
ment deux  valeurs  réelles  de  x.  Les  boucles  de  la  figure  1 
disparaissent  et  la  courbe  a  encore  la  forme  de  la  figure  2; 
mais  les  tangentes  parallèles  à  Ox  aux  points  B  et  B'  ne 
sont  plus  des  tangentes  triples  de  la  courbe,  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Nota    —  l.a  même  question  a  été  résolue  par  M.  Mettental,  à  Besançon. 

QUESTIONS 

POSÉES  AUX  EXAMENS  DE  L'ÉCOLE  POLYTEI  UNIQUE,  1882  (!•'  degré). 


1.  —  Trouver,  sans  employer  l'équation  en  S,  la  direction  des 
axes  de  la  surface        x2  —  -ixv.  =    i. 

L'équation  étant 

/'i./'1?/,r.)  =  ^J\'h2)    |-  2Cœ  +  zG'y  -f  2(:"z  -f  jx  =  o, 

1rs  directions  principales  sonl    les   génératrices  communes 

fP  v 

aux  deux  cônes         ■ — ■  = — —  =  

x  y  3 
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2.  —  Discuter  les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion: z  =  x2  -J-  y2  —  2Axy  -f-  x  —  y  -f-  i 

quand  on  suppose  que  a  est  variable.  —  Quelles  sont  les 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  cette  surface  représente  un  par a- 
boloïde  elliptique? 

3.  On  donne  deux   accès   rectangulaires  ox,  oy  :   soit  A    un 

point  dont  les  coordonnées  sont  1  et  2;  soit  A'  soii  symétrique 
par  rapport  à  o,  trouver  l'équation  d'une  hyperbole  équ/iatère 
ayant  les  points  AA'  pour  sommets  réels. 

4.  —  Former  le  développement  de  — ■ ,   „  ,  N    .f  (x)—  o 

11  (x*  -  i)  f  (x)       W 

ayant   pour  racines  et,  p  ...  y. 

5.  —  Trouver,  sans  employer  la  règle  de  l'Hôpital,  la  limite 

ax 
de  y,  y  = quand  x  tend  vers  l'infini. 

On  supposera  d'abord  que  a;  tend  vers  l'infini  par  des  va- 
leurs entières;  soit  a=  i  -f-  y.:  (y.  étant  positif)  la  formule 
du  binôme  peut  s'appliquer  au  développement  de  (i  -f-  a)-' 
et  il  en  résulte  notamment 

(i   +a)°   >    i   +  xx  +     'T{X~   °    yr: 

1      ,          ,      x  —  1 
par  suite  u  >  —   -J-  a  -f-  a. 

£C  2 

Quand  x  croit  au  delà  de  toute  limite,  le  second  membre 
de  l'inégalité  précédente  croit  pour  des  raisons  évidentes. 
au  delà  de  toute  limite.  Ainsi  y  croit  lui-même  au  delà  de 
toute  limite. 

On  examine  ensuite  le  cas  où  x  tend  vers  l'infini  par  des 
valeurs  quelconques  et  l'on  ramène  ce  cas  au  précédent  en 
observant  que  tout  nombre  x,  non  entier,  est  toujours  com- 
pris entre  deux  nombres  entiers  consécutifs.  Enfin  on  aura  à 
considérer  le  cas  où  x  tend  vers  —  y  et  celui  où  b  est  plus 
pelil  «pie  î.  On  ramène  sans  difficulté  ces  différents  cas  au 
précédent. 

6.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces,  rendre  ce  plan  de 
front  par  une  seule  rotation.  Nouvelle  projection  verticale  d'un 
point  du  plan. 
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7.  —  Trouver  l'angle  de  deux  plans  qui  passent  pur  un  point 
m,  m.  et  par  deux  droites  D,  D'  situées  dans  le  même  plan  ho- 
rizontal. Résoudre  la.  question  en  imaginant  la  construction  qui 
exige  aussi  peu  de  lignes  qu'il  est  possible. 

8.  —  Exprimer  qu'un  cône  est  de  révolution  en  faisant  voir 
que  ses  génératrices  font  un  angle  constant  avec  une  droite  fixe 
passant  par  le  sommet  du  cône. 

9.  — Pour  qu'un  produit  de  facteurs  soit  nul,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  l'un  des  facteurs  soit  nul. 

La  proposition  est  admise  comme  évidente  pour  des   fac- 
s  réels.  Examinons  d'abord  le  cas  de  deux  facteurs  ima- 
ginaires. 

U  =  (a  -j-  bi)(a  -f-  ///), 
c'est-à-dire  U  =  aa  —  bb'  -f-  \ab'  -\-ba')i; 

si  l'on  suppose  L'  =  o  ou  a  donc 

ad  —  bb'  =  o  (1) 

ab'  -f-  ba  =  o 
si  a  et  b'  ne  sont  pas  nuls  à  la  t'ois,  ces  équations  linéaires 
et  homogènes  en  a    et  b'  admettent  une  solution   différente 
de  zéro;  le  déterminant        a  —  b  \ 

b       a  \ 
doit  être  nul,  ainsi  a2  -\-  62  =o, 

d'où  (/  =  o     b  =  o. 

Réciproquement,  si  a=  o,  les  équations  ili  sonl  vérifiées 
et  l'on  a  D  =  o. 

Il  reste  à  généraliser  cette  proposition  ei  à  L'étendre  à  un 
produit  de  p  facteurs  imaginaires;  p  étant  un  nombre  entier 
quelconque.  Ceci  se  fail  sans  difficulté  en  multipliant  succes- 
sivement Les    facteurs  du  produit. 

(Ot-f  6tz)  [a.,  -f  b.ti)  ...  [ap  -f  bpi) 
jusqu'à   ce   qu'on    trouve    un    résultai  nul.  A  cel  instant  on 
applique  la  remarque  faite  tout  à  L'heure,  pour  deux  facteurs. 

10.  —  Condition  pour  que  les  deux  faisceaux 
kx1  -f-  -|-  2Bxy  +  Cy»  =  o 
r  aB'xj  -f  Cy'  =  o 
soient  harmoniques. 
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En  coupant  par  la  droite  y  =  i  en  deux  équations  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  v/s.  pour  la  première  ;  x'p',  pour 
l'autre,  satisfont  à  la  relation 

2  (7,6  +  af)  =  (-,  -f  -,')  (P  +  p'), 
on  trouve  ainsi  les  conditions 

2BB':=  AG'  +  GA'. 


ERRATUM 


A  la  fin  de  la  page  I2S  et  pour  la  suivante  corriger  d  remplacer  la  fin  de 
Varticle par  ce  qui  suit  : 
or  les  deux,  premières  relations  donnent  comme  valeurs   proportionnelles  de 

a,  |3,  y,  les  expressions 

/  i—  IX  +  mB  -f-  «I 
m    l\  —  ruïi  -f   ni 
n  [IX  +  hïB  —  >iC) 
que  je  représente  par 

l.L 
m .  M 

donc  le  lieu  du  centre  a  pour  équation 

V\.  L  +  V/|}i  M  +  Vc.-M  —  o, 
ce  qui  prouve:  que  le  lieu  est  une  conique  tangente  aux  trois  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés  du  triangle  primitif;  non-;  laissons 
au  lecteur  le  soin  de  fixer  en  détail  la  situation  et  la  forme  du  lieu  géomé- 
trique; notre  seul  but  était  d'indiquer  un  procédé  qui  peut  servir  dans  beau- 
coup de  questions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 
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CONDITIONS  DE  REALITE 

DE    TOUTES    LES    RACINES    D'UNE    ÉQUATION 
Par  M.  Walccki,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycéeFontanea 


1.  —  Je  me  propose  de  déduire  ces  conditions  du  théorème 
de  Rolle,  sans  faire  usage  de  l'énoncé  du  théorème  de  Sturm. 

Soit  f(x)  le  premier  membre  d'une  équation  algébrique, 
f'(x)  sa  dérivée,  Q  le  quotient  et  —  o(x)  le  reste  de  leur 
division. 

Théorème.  — S«  f(x)  a  toutes  ses  racines  simples  et  réelles, 
et  son  premier  terme  positif,  il  en  est  de  même  pour  cp(x)  ;  et  les 
racines  de  o  séparent  celles  de  f . 

Soient  a,  p  . . .  À,  les  m  — ■  i  racines,  par  ordre  croissant. 
de  f;  en  vertu  du  théorème  de  Rolle,  elles  séparent  celles  de 
f  et  les  deux  suites  identiques 

m,w)...fw  ci) 

-  o(a),  -<p(fJ)  ...-#)  (2) 

ne  présentent  que  des  variations.  Cette  propriété  de  la  der- 
nière suite  montre  que  9  est  de  degré  m  —  2  et  a  toutes  ses 
racines  réelles.  De  plus,  les  racines  de  /'  séparent  et  limitent 
les  racines  de  op. 

Pour  reconnaître  le  signe  du  premier  terme  de  9,  je  re- 
marque que  f(X)  est  négatif,  car  entreXet-f-oo  ily  a  une  seule 
racine  de  f,  donc  cp(X)  est  positif;  comme  X  est  limite  supé- 
rieure des  racines  de  cp,  le  premier  terme  de  tp  est  positif,c.ç./".tf. 

La  démonstration  qui  précède  suppose  seulement  que  f  el 
/'  sont  de  degrés  consécutifs,  et  que  les  racines  de  /"séparent 
celles  de  f. 

Ceci  posé,  je  remarque  que  le  premier  ternie  de  f  est  po- 
sitif, j'opère  sur  f  et  <p  comme  sur  f  et  f  et  je  forme  une  suite 
complète  de_polynômes 

f      f        Rm-2       Rra-3    •  •  •    R0 

de  degrés  marqués  par  leurs  indices, 
chacun  de  ces  polynômes  a  ses  racines  réelles,  séparées 
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par  celles  du  suivant.  La  démonstration  précédente  montre 
que  tous  les  premiers  termes  sont  positifs.  En  l'écrivant  on  a 
m  —  i ,  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  la  réalité  des 
racines  de  /. 

2.  —  Je  dis  maintenant  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 
Je  les  suppose  réalisées. 

Soient  f{x),  f(x)  et  ç(œ)  trois  consécutifs  quelconques  de 
ces  polynômes,  je  suppose  qu'on  ait  démontré  que  les  racines 
de  f  sont  réelles,  simples  et  séparées  par  celles  de  <p;  je  dis  que 
les  racines  de  f  sont  toutes  réelles  et  séparées  parcelles  de  f. 

En  effet,  par  les  mêmes  notations  que  précédemment,  la 
suite  (2)  ne  présente  que  des  variations,  donc  aussi  la  suite 
(1);  et  /"a  au  moins  m  —  i  racines  réelles.  D'ailleurs  <p(X)  est 
positif,  puisque  X  est  limite  supérieure  des  racines  de  cp,  donc 
f(X)  est  négatif,  et  comme  son  premier  terme  est  positif,  fa  une 
autre  racine  au  delà  de  À,  et  par  suite  aussi  une  inférieure  à 
oc.  f  a  donc  toutes  ses  racines  réelles  et  séparées  par  celles  de  /*. 

D'ailleurs  sur  l'égalité  R2  =  RtQi  —  R0>  on  voit  immédia- 
tement que  R2  a  ses  racines  réelles,  séparées  parcelle  deRt; 
donc  le  théorème  est  vrai  pour  R3,  R4  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à f(x)  qui  a  donc  toutes  ses  racines  réelles,     c.  q.  f.  d. 


RESOLUTION  ALGEBRIQUE 
de  l'équation  du  quatrième  d.egré(*) 

Par  M.  Ci.  de  Longeliampg 


1.  —  Soit, 

f  (x)  =  Ace4  +  Bec3  -f  Cx2  -f  DX  +  E  =  o  (\) 

l'équation  proposée  ;  désignons  par  xu  cc2,  x3,  xt,  ses  quatre 
racines.  Sur  une  droite  indéfinie  D,et  à  partir  d'une  origine  O, 

(*)  Hermite,  Journal  de  Boschardt_  t.  52. 

Darboux,  Journal  des  mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  18,  p.  220. 

Mathieu,  mémoire  sur  la  résolution  des  équations,  Annali  di  mathematica 
pura  ed  applicata,  t.  IV,  1862. 

C'est  par  erreur  que  cette  indication  bibliographique  a  été  donnée,  dans  le 
numéro  de  juillet  [Math,  clém.),  à  propos  des  équations  quadratiques  ;  elle  se 
rapporte  à  l'équation  du  quatrième  degré. 
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portons  ces  valeurs  dans  le  sens  indiqué  par  leurs  signes  : 
on  obtiendra  quatre  points  At,  A2,  A3,  A4.  Si  sur  At  A2  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle  Ai.2,  on  obtiendra  ainsi,  en  com- 
binant les  points  deux  à  deux,  six  cercles  ;  et  si  l'on  désigne 
par  Oi2.3i  le  point  oîi  l'axe  radical  des  deux  cercles  Ai2.  A34 
coupe  la  droite  D,  on  obtiendra  ainsi  trois  points  012.3t,  Oi32i» 
O14.23;  la  connaissance  de  ces  points  dépend  d'une  équation 
du  troisième  degré  que  nous  allons  former  et  qui  est  une 
résolvante  de  l'équation  donnée. 

2.  — Cherchons  quelle  relation  doit  exister  entre  les  coeffi. 
cients   de  l'équation   (1)  pour  que  les  racines  puissent  se 
séparer  en  deux  groupes  :  x{,  x2  d'une  part  ;  x3,  xx  d'autre 
part,  ces  nombres  satisfaisant  à  la  même  équation  homogra- 
phique  en  involution.  Supposons  que  l'on  ait  les  relations 
X^X2  —  X(a?1  -f-  x2)  -f-  a  =  o 
X3Xt  —  \(xt  -f  X4)  -f-  |A  =  o 
et  cherchons  la  relation  qui  en  résulte  pour  les  coefficients  de 
l'équation  donnée. 

Ces  relations  peuvent  s'écrire 

(xt  —  X)(x2  —  X)  .—  X2  —  ix 

(x3  —  X)(a?4  —  X)  =  X2  —  u. 

si  l'on  pose  x  —  X  .■=■  X. 

L'équation  f(K  -f-  a)  =  o  a  donc  quatre  racines  telles  que 
le  produit  de  deux  d'entre  elles,  convenablement  choisies, 
est  égal  au  produit  des  deux  autres.  Or  on  a,  par  un  déve- 
loppement connu, 

ax  +  ;.) = /(>,)  +  xrm +~rw  +  Txr'r  w 

d'ailleurs,  /'(X)  =  4^'  +  3BX«  -f-  2CX  -f  D 

_L/"'<X)  =  6AX2  +  3BX-fC 

-L/'V)  =  4AX  +  B 
0 

±-t 0)  =  ^ 

-  4 
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:    On  sait  aussi,  et   l'on  vérifie  facilement  que  si  l'équation 

A'X*  +  B  X3  -f-  G  X2  -f  D'X  +  E'  =  o 
a  quatre  racines  Xl9  X2,  X3.  X4,  telles  que  Xj  X2,r=X3  X4.  on 
a,  entre  les  coefficients,  la  relation 

AD'2  =  B'2E'. 
La  relation  cherchée  est  donc 

A(4AX3  -f  3BX2  -f  2CX  -f  D)2 
=  (4AX  -f  Bï2(AX4  -f-  BX3  +  CX2  +  DX  +  E). 
Développons  les  calculs  :   on  peut  observer  que  les  termes 
en  Xe,  X5  et  X4  disparaissent,  et  l'on  obtient  finalement  le  résul- 
tat suivant  : 

(A)  HX3  +  IX2  -f  JX  -f-  K  =  o 

en  posant 

[  H  =  8A2D  —  4ABG  +  B3 

)  I  =  i6A2E  +  2ABD  +  B2C  —  4AC2 

(B)  1  J  =  8ABE  +  B2D  —  4ACD 
(  K=  B2E  —AT)2. 

Si  l'on  peut  déterminer  X  par  cette  équation  du  troisième 
degré,  alors  l'équation  en  X  devient  quadratique  et  se  décom- 
pose, comme  l'on  sait,  en  deux  équations  du  second  degré. 
Enfin,  on  aura   les  racines  cherchées  par  la  relation 

3.  —  On  peut  faire  ici  plusieurs  remarques.  On  voit 
d'abord  comment  les  considérations  géométriques  du  §  1 
conduisent  naturellement  à  l'équation  (A)  et,  au  fond,  le 
problème  d'algèbre  que  nous  avons  résolu  en  la  formant, 
se  trouve  naturellement  indique  quand  on  cherche  à  déter- 
miner les  trois  centres  d'involution  qui  correspondent  à 
quatre    points  arbitrairement  pris  sur  une  droite. 

L'équation  (1)  sera  quadratique  toutes  les  fois  qu'on  pourra 
trouver  une  racine  de  l'équation  (A).  Deux  cas  particuliers 
se  présentent  immédiatement  :  1°  celui  qui  correspond  à 
l'hypothèse  K  —  o  et  pour  lequel  on  a  une  racine  nulle 
dans  (A);  2°  le  cas  de  H  =  o  qui  donne  pour  X  une  racine 
infinie.  Dans  le  premier  cas  on  a  œ{  x2  — •  x3  xi;  dans  l'autre 
#1  -j-  x2  —  x3  ~f"  t7V    Nous    avons  (*)  examiné    ces   deux 

(*)  Voir  le  journal  de  Math.  Élêm.,  p.  156  et  1G9. 
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cas  remarquables  et  montré  qu'en  effet,  dans  l'une  et  l'autre 
de  ces  hypothèses,  l'équation  du  quatrième  degré  pouvait 
se  résoudre  par  les  équations  du  second  degré  seulement. 

4.  —  Parmi  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  quatrième  degré,  celles  de  Ferrari  et  de  Lagrange 
doivent  leur  succès  (*)  «  à  cette  seule  circonstance  que  l'on 
peut  former  des  fonctions  de  quatre  variables  qui  n'ont  que  trois 
valeurs  ».  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  rentre  dans 
cette  idée  générale.  En  effet,  l'inconnue  auxiliaire  À  que  nous 
avons  introduite,  la  racine  de  la  résolvante,  jouit  de  la  pro- 
priété de  satisfaire  à  la  relation 

(Xy  —  a)  (x2  —  a)  =  (x3  —  A)  (x,  —  a) 

OU  A  =  -j~ — i . 

CCj  - j—  X2  X3  X± 

Or  avec  quatre  lettres  a;t,  x2,  x3,  a?4,  on  ne  peut  former  que 
trois  valeurs  analogues  à  À  ;  donc  à  priori  l'équation  en  À 
doit  être  du  troisième  degré  seulement. 

Cette  manière  d'envisager  la  résolution  algébrique  des 
équations,  et  qui  est  celle  qui  a  dirigé  les  travaux  de  Lagrange 
et  d'Abel  lorsque  le  premier  a  cherché  la  résolution  algébrique 
des  équations  et  l'autre  lorsqu'il  a  établi,  le  premier,  l'impos- 
sibilité de  résoudre  algébriquement  les  équations  d'un  degré 
supérieur  à  quatre,  cette  manière,  disons-nous,  met  en 
lumière  ce  fait  que  nous  voulons  signaler  ici,  savoir  qu'il 
existe  une  infinité  de  résolvantes  du  troisième  degré  pour  l'équa- 
tion du  quatrième  degré.  Si  nous  désignons,  en  effet,  par  y  une 
fonction  des  lettres  xlf  x2,  x3,  xt,  tellement  choisie  que,  en 
posant  y  =  f  (xlt  x„  x3,  xt), 

le  symbole  d'opération  désigné  par  f  ne  donne  pour  y  que 
trois  valeurs  quand  on  permute  les  indices  i,  2,  3,  4,  de 
toutes  les  façons  possibles;  il  est  d'abord  acquis  que  l'équa- 
tion en  y  doit  être  du  troisième  degré  seulement.  De  plus 
c'est  une  résolvante  :  il  faut  entendre  par  là  que  si  l'on  peut 
déterminer  une  seule  racine  de  cette  équation,  la  résolution 
de  l'équation  proposée  peut  être  effectuée  par  la  résolution 
d'équations  de   degré    moindre.  Ce  fait  est  démontré  dans 


'    Serret,  Algèbre  sup.,  t.  Il,  p,  179. 
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tous  les  cours  de  mathématiques  spéciales  quand  ou  traite 
de  l'abaissement  des  équations.  A  toute  forme  algébrique  f, 
définie  comme  nous  venons  de  le  faire,  correspond  donc  une 
résolvante. 

5.  —  Dans  la  méthode  de  Ferrari  on  pose 

y  ==  xtx2  -j-  x3xt  ; 
dans  celle  de  Lagrange, 

%  =  xx  -j-  X2        X3  —  Xi  \ 
dans  celle  que  nous  venons  d'exposer, 

>  _  X\X2  ~~  x3x i 

—        jZ  ' 

Mais  il  est  bien  évident  que  le  symbole  f  peut  être  choisi 
d'une  infinité  de  façons  différeutes.  Si  l'on  pose,  par  exemple, 

Y  =  oy  +  P«  +  Y* 
et  si  l'on  fait  subir  aux  indices   la  permutation  circulaire, 
les  fonctions  y,  z,  1  ne  prennent  que   trois  valeurs  ;  ainsi 
Y  prendra  seulement  trois  valeurs  et  la  connaissance  de  Y 
dépend  d'une  équation  du  troisième  degré. 

6.  —  La  liaison  qui  existe  entre  le  paramètre  introduit 
et  l'idée  géométrique  qui  a  inspiré  cette  méthode  peut 
encore  se  mettre  en  évidence  ainsi  qu'il  suit.  Imaginons  que 
la  droite  D  du  §  1  soit  prise  pour  axe  des  x,  soit  0  l'origine 
des  coordonnées  que  nous  supposons  d'ailleurs  rectangu- 
laires. Le  cercle  A112  a  pour  équation 

X-     *'   +  *')%-  ,,»=:(*'  ^ 
OU  X2  -}-  if  —  X{X%  -f-  #2)  +  xixt  =  °- 

De  môme,  le  cercle  A3.4  a  pour  équation 

œa  -f-  î/2  —  x(x3  +  xA)  -f-  x3x,  =  o. 
L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  est  donc 

\    1  ~T~      2  ~~~  ^3   ~~      4/  —  X^X2  —~  X3X± 

d'où  x  =  X. 

Ainsi  l'équation  en  1  que  nous  avons  formée,  la  résolvante 
de  l'équation  (1)  a  pour  racines  les  distances  de  l'origine 
aux  trois  axes  radicaux  des  cercles  A,  combinés  deux  à 
deux. 

7.  —  En  supposant  que  l'équation  considérée  ait  été  débar- 
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rassée  de  son  second  terme,  et  mise  sous  la  forme 

xk  -f-  Vx%  ~\~  lIx  "~f~  r  —  °> 
la  résolvante,  d'après  les  formules  (A)  et  (B),  est 

Sql3  -f  4  (4r  —  p2)  X2  —  ipqk  —  q-  =  o.  [\  ) 

Celle  que  donne  la  mélhode  de  Ferrari  est 

f  —  PU2  —  4rU  +  4P'*  —  f  =  o-  (2) 

Eniin  la  méthode  de  Lagrange  conduit  à  la  résolvante 

z3  +  8p^2  -f  1 6  (p2  -f-  4?>  —  64^  =0.  (3) 

Ces  trois  équations  sont,  à  peu  de  chose  près,  et  au  point 
de  vue  des  calculs  que  nécessiterait  l'une  ou  l'autre  de  ces 
équations,  d'une  simplicité  égale.  Nous  voulons  seulement 
faire  remarquer  ici  que  ces  trois  équations  peuvent,  par  un 
simple  changement  d'inconnue,  être  ramenées  l'une  à  l'autre. 
Il  y  a,  avons-nous  dit  tout  à  l'heure,  une  infinité  de  résol- 
vantes; mais  ces  résolvantes  en  nombre  infini  rentrent-elles 
toujours  et  nécessairement  les  unes  dans  les  autres?  Peut-on 
toujours  par  une  transformationrationnelleethomographique 
passer  d'une  résolvante  à  une  autre  ?  Par  suite  ces  méthodes 
diverses  de  Ferrari,  tic  Lagrange,  celle  que  nous  exposons, 
sont-elles  vraiment  distiuctes  et  indépendantes  ?  Sont-elles 
au  contraire  tellement  liées  les  unes  aux  autres  que,  bien  que 
partant  do  points  qui  diffèrent,  à  l'infini,  d'après  la  loi  qui 
unit  l'inconnue  auxiliaire  aux  quatre  racines  de  l'équation 
donnée,  elles  aboutissent  toutes  à  des  équations  pouvant  se 
déduire  les  unes  des  autres  ?  Ce  sont  là  des  points  qui,  à 
notre  connaissance,  n'ont  pas  encore  été  soulevés  et  que 
nous  ne  voulons  pas  examiner  en  ce  moment.  Mais  il  est 
facile  de  reconnaître  que  les  équations  (1).  (2),  (3)  ont  une 
dépendance  telle  que  l'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  et 
comme  nous  allons  le  montrer. 
Considérons  d'abord  l'équation  (1);  on  peut  l'écrire 
4À2(2fyX  +  4r)  =  (22Ù-r-ry)2 

in'/,  -f-  a 

et  en  posant  — — ; =  0 

r  2/ 

on  trouve,  par  cette  transformation  homographique  (*)  : 

(*)  Une  transformation  algébrique  entre  deux  inconnues  u,  v,  est  dite  bo- 
nngi'apbique  Lorsque  ces  inconnues  satisfont  A  la  relation  homograpuiquo 
xuv  -f-  fiu  -f-  fv  -(-  8  =  0. 
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0!  —  ;/j2  —  4rô  -f-  4pr  —  q2  =  o 
c'est-à-dire,  précisément,  l'équation  (2). 

Prenons  de  nouveau  l'équation  (1)  et  transformons-la  en 
posant  Au  =  2Ç. 

On  trouve,  pour  l'équation  en  u. 

u3  -f  8pu2  -f  1 6u  (p-  —  4?-)  —  64g2  =  o  ; 
c'est  bien  la  résolvante  donnée  par  la  méthode  de  Lagrange. 

8.  —  Nous  ferons  remarquer  en  terminant  cette  note  que  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer,  présente  une  propriété 
que  nous  allons  développer  et  qui  rend  cette  méthode  d'une 
application  commode. 

Désignons  par  or,  b,  c,  les  trois  racines   de  l'équation  (1), 

on  a  donc  a= ; . 

'Y*       — J 'Y1  1    or*      ___   /y» 

Mais  on  suppose  x1-\- x2-\-  x3  -j-  xk  =  o. 
par  suite  a——^—  2 


ou  encore  2a  = 


2  (a?!  -f-  a?a) 


On  trouve  de  même 

(  J?2  — (—  û?^)  (CT2  — |—  X 3 


26 


Xt  -f-  £C3 


^2  "T"  ^3 

De  ces  équations  on  tire 


2 

•'•1 

+   «3 

2 

J_  2 

-f^3 

=yÛC 

ut  finalement        a^  =  p 6c  -f-  /«c  —  ]/ «6 


'/'■ 


x2  =  )^r~+  j^ô"—  )^ 
x3  =  Yâb~+  i~âc  —  Ybc 
et  ce,  =  —  /âô"—  Yâc—  fbc. 
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Exemple.  —  Soit  proposé  de  résoudre  l'équation 

as*  -j-  42 x2  —  160a;  -f-  441  =0. 
Notre  résolvante  est 

X8  —  2 1 X  -f-  20  =  0. 
On  a  donc,  a  =  1     b  =  4    c  —  — -5 

et,  par  nos  formules, 

xx  =  2  +  jCTÏ 

;r2=   2   -  /-_5_ 
ce,  =  —  2  -f-  3  ]/"—  5 

£C4  =  —  2  —  3  V— 5 
On  peut  vérifier  qu'en  effet  on  a  bien 
as*  +  42-c'2  —  i^oo;  +  441  =  (xi  — \x  -4-  9)  (x1  -\-4x-\-  49). 


CONCOURS  GENERAL  DE  1882 


Mathématiques  spéciales. 

Par  un  point  quelconque  P  pris  dans  le  plan  d'une  parabole 
donnée,  dont  le  nommât  est  en  0,  on  mène  trois  normales  qui  la 
rencontrent  aux  points  A,  B,  C;  les  longueurs  PA,  PB,  PC,  PO 
étant  représentées  respectivement  par  a,  b,  c,  1,  on  demande 
de  former  l'équation  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont 
1-  —  a-,  l2  —  b2,  l2  —  c2.  et  d'indiquer  les  signes  des  racines 
d'après  la  position  du  point  P  dans  les  diverses  régions  du  plan. 

1.  —  Recherche  de  l'équation  du  troisième  degré. 

Posons  z  =  l2  —  a2 

et  désignons  par  x0,  y0  les  coordonnées  du  point  P;  par  cr,  y 
celles  du  point  A.  On  a 

3  =  ■'•.2  +  y*  —  (œ  —  x0)2  —  (y  —  y0y 

ou  s  =  2X0x  4-  2y0y  —  x*  —  y*.  (i) 

D'autre  part,  les  coordonnées  a?,  y  satisfont  ù  l'équation  de 
la  parabole,  y2  —  2px  =  o  (2) 

et  îi  relie  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales. 
On  sait  que  celte  équation  est 

"  œa  +  V1  -  n  (x0  +  p)  — ffiL.  =  o.  (3) 

JOURNAL   DBMATH.   BPÉC.    lKKi.  tf. 
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L'équation  en  ;  s'obtiendra  en  ëliminanl  x  et  y  entre  (I), 
(2)  et  (3)  ;  nous  pourrons  d'ailleurs  considérer  aussi  l'hyperbole 
équilatère  aux  pieds  des  normales,  courbe  qui  a  pour  équa- 
tion p(y0  —  y)  +  y  (*<>  —  œ)  =  o.  (4) 

Les  équations  (1)  et  (3)  donnent  d'abord 

x(x0  —  p)+  — -yjo  —  s  =  o 

et.  par  combinaison  avec  (2), 

y1  (a*d  —  p)  +  3py<>y  —  zpz  =  o.  (A) 

D'autre  part  les  équations  (2)  et  (4)  donnent 
y:i  —  2p  {x\  —  p)  y  —  2p%  =  o 
et,  par  combinaison  avec  (A) , 

3m2  -f  2j  (xo  —  p)i  —  z\y  +  zpy<> (aBo  —  P)  =  o.  (B) 

Il  nous  reste  à  éliminer  //  entre  (A)  et  (13)  et  cette  élimina- 
tion se  fait  immédiatement,  par  une  règle  connue,  règle  qui 
donne  ici 

*P  [(œ0  —  P)2yo  +  3î/0s]2  =  [2{x0  —  p)3  —  9py0*  —  2(j?0  —  p)s] 

[ppy  ofa  —  P)  +  2(a:0  —  jj)^  —  2s3]. 

ou,  après  avoir  supprimé  le  terme  i8pi/0232,    dans   les  deux 

membres;    après    avoir  alors  divisé   l'équation    entière  par 

(x0  — p),  et  réduit  celle-ci  en  l'ordonnant,  on  a    finalement 

z3  —  2(x0  —  p)2*2  -f-  (œ0  —  p)j(a,-0  —  p)3  —  qpij,-1 


ro     «•• 


ÏÏÏLJ  \(.v.,  —  nV  —•i'TfMi  >i 


+  ^i-|4(^o  -  P)3  -  27^o2(  =  o.  (C) 

C'est  l'équation  demandée. 

2.  — Discussion  de  V équation,  au  point  de  vue  de  la  réalité  de? 

racines. 

Quand  on  donne  x0y0  l'équation  (G)  fait  connaître  les  nom- 
bres l2  — a2,  l2  —  b'\  l2  —  c2;  cherchons  dans  quelles  régions 
du  plan  il  faut  placer  le  point  P  pour  que  les  racines  de  (G) 
soient  réelles,  coïncidentes  ou  imaginaires. 

Un  pressent  bien  que  la  parabole  cubique,  enveloppe  des 
normales,  doit  être  nécessairement  l'une  des  courbes  de  sé- 
paration; mais  nous  voulons  le  vérifier  par  la  discussion  di- 
recte de  l'équation  trouvée;  nous  voulons  aussi  nous  assurer 
qu'il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  de  séparation,  pour  la  réalité 
des  racines. 


—   17!» 
Pour  abréger  lès  calculs,  nous  poserons 

*=-j  iœ<>  —v)     P  =pyS- 

L'équation  est  alors 

"-■*l"+-t(T-*>  +  #^-4- 

Changeons  d'inconnue  et  faisons  disparaître  le  terme  du 
second  degré  en  posant 

*='+  —  ■ 
Il  vient,  après  réduction. 
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ou.  en  supposant  t  = , 

0!  —  xUa  +  8B) 1-  ^ 3a»B  —  2S2=o.    (D) 

4  4- 

La  réalité  des  racines  de  celte  équation  dépend  du   signe 
de  V  en  posant 

4«  .  V  =  (a6  —  20  ct38  —  8fc)2  —  x3(a3  -f  86)3, 
Comme  V  s'annule  nécessairement,  nous  l'avons   fait  re- 
marquer  })lus  haut,  lorsque  le  point  x0y0  est  situé  sur  la  pa- 
rabole cubique,  courbe  dont  l'équation  est 
8(œ  —  pf 

Tf—  =  ^ 

ou,  dans  noire  notation  r3  =  [ï 

nous  poserons  r(  —  8  —  u 

et  l'on  peul  écrire 

4»V  =  (u'  -  Ï8fiu  -  276»)*  —  (3  +  m)  (m  +  qpV. 
En  développant  les  calculs  indiqués  et  réduisant  les  termes 
semblables  ou  obtient         V  =  —  u3p 

>  =  -  /'/;.;•  ;  — -zr- v%*-  j 

Les  trois  racines  s   'I  réelles  si  Ton  u 

V  <  o 

-  8(p  —  ■•■„)'■ 


—  iHO  — 

Il  y  a  deux  racines  imaginaires  si  l'on  suppose  V  >  o. 

—  PUo*  <  o. 


,     .   .    ..           8(.x0  —  pf 
c  cst-a-dire      ■        — 


2? 
Enfin,  il  y  a  deux  racines  égales  lorsqu'on  a  V  ==  o,  ce  qui 

peut  arriver  de  deux  façons,  suivant  que  le  point  P  est  situé 

sur  la  parabole  cubique,  ou  sur  la  droite  y0  =  o,  c'est-à-dire 

sur  l'axe  de  x. 

3.  —  Discussion  de  l'équation  au  point  de  vue  des  signes  des 

racines. 

Construisons  les  trois  paraboles  cubiques  R,  R',  R"  qui  ont 
respectivement  pour  équation. 

o 

py*  = (x  —  p):s 
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Vf  =  —  (x  —  P)3 
2/ 
3 
P'f  =  —(x—  P)3- 

Ces  courbes  ont  la  forme  bien  connue  et  qu'indique  la 
figure;  elles  ont  pour  sommet  commun  le  point  S  dont  les 
coordonnées  sont/)  et  o.  Ecartons,  pour  un  instant,  l'hy- 
pothèse où  le  point  donné  P  est  situe  sur  l'axe  x'x  de  la 
parabole.  Il  résulte  du  théorème  de  Descartes,  lorsqu'on 
l'applique  yu  cas  ou  l'équation  considérée  a  toutes  ses  racines 
réelles,  que  si  P  est  placé  dans  la  région  R'  S  R't  x,  il  y  a 
deux  racines  positives  et  une  racine  négative.  Dans  la  région 
(R'SR't  .  R^SR'^),  le  point  P  donnera  au  contraire  deux  racines 
négatives  et  une  positive.  Enfin  si  l'on  suppose  que  P  est 
placé  dans  la  région  a/SR"RV  l'équation  n'a  plus  qu'une 
racine  réelle;  cette  racine  étant  de  signe  contraire  à  son 
dernier  terme,  celui-ci  étant  négatif,  la  racine  réelle  est  donc 
toujours  positive. 

Enfin  dans  le  cas  particulier  où  yQ  =  o,  on  aperçoit  une 
racine  nulle,  résultat  évident  a  priori  et  deux  autres  racines 
égales  et  positives  %  —  (j*0  —  p)2.  On  vérifie  facilement  que 
si  d'un  point  pris  sur  l'axe  de  la  parabole  on  mène  à  cette 
courbe  les  normales  qui  sont  de  longueur  a,  on  a  bien,  en 
effet,  Z2  —  o*  =  (x0  —  p)\ 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TRILINÉAIRES 

ET    LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.-.l.  Boquel. 

Suite,  voir  p.  134.] 


—  Équation  de  la  droite  de  l'infini.  —  Rappelons  d'abord 
sommairement  par  quelles  considérations  géométriques  ou 
est  conduit  à  considérer  tous  les  points  à  l'infini  dans  un 
plan  comme  situés  en  ligne  droite. 

Au  début  delà  géométrie  descriptive,  on  montre  dans  tous 
les  cours  que  la  perspective  (ou projection  conique)  aVunedroite 
sur  un  plan  quelconque  est  une  ligne  droite,  et  que,  récipro- 
quement, toute  ligne  plane  dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le 
point  de  vue,  et  dont  la  perspective  est  une  droite,  est  elle-même 
une  ligne  droite. 

Cela  posé,  considérons  un  plan  P  et  un  autre  plan  quel- 
conque Q  non  parallèle  à  P;  si  d'un  point  S,  extérieur 
aux  plans  P  et  Q,  on  mène  un  plan  R  parallèle  à  P,  ce  plan 
R  coupe  le  plan  Q  suivant  une  certaine  droite  A  ;  si  l'on 
considère  le  point  S  comme  un  point  de  vue,  et  le  plan  Q 
comme  un  tableau,  toute  ligne  droite  menée  de  S  à  un  point 
situé  à  l'infini  dans  le  plan  P  est  parallèle  à  ce  plan,  et  par 
conséquent  se  trouve  contenue  dans  le  plan  R;  celte  ligne 
perce  donc  le  tablean  en  un  point  de  A:  donc  tous  les  points 
qui  sont  à  l'infini  dans  le  plan  P  ont  leur  perspective  sur  la 
droite  A;  donc,  en  vertu  de  la  remarque  faite  au  début,  ces 
points  doivent  être  considérés  comme  situés  sur  une  même 
ligne  droite. 

On  voit  de  plus  que  la  direction  de  la  droite  de  l'infini 
doit  être  regardée  comme  indéterminée;  car  le  raisonnement 
qui  précède  est  indépendant  de  cette  direction. 

La  droite  de  l'infini  devant  rencontrer  les  axes  de  réfé- 
rence en  des  points  à  l'infini,  nous  partirons  de  ce  fait 
évident  pour  en  chercher  l'équation. 
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Nous  avons  vu  que  les  trois  coordonnées  trilinéaires  d'un 
même  point  satisfont  à  la  relation 

A  <J.  V 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  la   relation 

y.  sin  A  fi  sin  B  y  sin  C  S 

x        '    'i~I        '        v        =:iT' 

On  peut  donc  dire,  en  général,  que  les  trois  coordonnées 
trilinéaires  d'un  môme  point  sont  unies  par  une  relation  de 
la  forme  ma  -f-  rip  -f-  py  =  />".  (  I  I 

11  suffit  pour  cela  de  poser 

àlc  bk        _       ck 

2«i§  '  2hS   '  2y;S 

Une  droite  quelconque  du  plan  est  représentée  par  une 
équation  de  la  forme 

M-y.  +  Np  -f  Py  =  o.  (2) 

Si  l'on  y  fait  oc  =  o,  pour  avoir  le  point  où  cette  droite 
rencontre  l'axe  de  référence  BC,  il  viendra 

NB  +  Py  =  o  (3) 

et  la  condition  (1)  devient  dans  ce  cas 
np  -f-  py  =  k 

k  —  \\'-j 

On  en  tire  y  =  — , 

V 
doîi  en  substituant  dans  (3) 

„     ,    T    K  —  nfi 

ou  /'^  —  "p)  +  1>/l'  =  o. 

Pour  que  le  point  dont  il  s'agit  se  transporte  à  l'infini 
sur  BC,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

]S> — /;P=o,  don     —  =  — . 

'  /!  p 

Ou  reconnaît  de  môme  que,  pour  que  les  points  de  rencon- 
tre de  la  droite  (2)  avec  les  deux  autres  axes  de  référence 
soient  à  l'infini,  il  faut  qu'on  ait 

M  N  M_         P 

m  n  '  m  p 

M  N  P 

Ou   a    doue  —  =  —  =  —  =  p 

m  n  p 
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cl  L'équation  do  la  droile  de  l'infini  est  alors 

mi  -f-  "ï  +  py  =  °-  '  I  ' 

Si  l'on  pari  de  la  condition 

■j.  sin  A  -j-  P  sin  B  -|-  y  sin  G  =  — 

oii  les  paramètres  de  référence  sont  supposés  égaux  à  l'unité, 
l'équation  de  la  droite  de  l'infini  prend  la  forme 

y.  sin  A  -f-  (ï  sin  B  -f-  Y  sin  G  =  o.  (5) 

—  Condition  de  parallélisme  de  "2  droites.  —  Pour  utiliser 
immédiatement  ce  qui  précède,  nous  ferons  observer  que 
les  droites  parallèles  aune  droite  donnée  Ma  -|-  Nf3  Py  =  o 
doivent  passer  par  la  rencontre  de  celte  droite  avec  la  droite 
de  l'infini.  Or,  comme  en  coordonnées  cartésiennes  l'équa- 
lion  générale  des  droites  passant  par  l'intersection  de  deux 
droites  données  D  =  o  et  D'  =  o  est  D  -f-  XD'  =  o  (même 
démonstration  que  dans  le  système  de  Descartes),  les  droites 
parallèles  à  la  droite  Ma  -\-  N£  -f-  Py  =  o  sont  donc  com- 
prises dans  l'équation  Mx  -j-  N(3-f"  Pï~h  A  (mx  +  np-\-py)=±o. 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

Ma  +  N3  +  Py  -f  lie  =  o, 
où  X  est  un  paramètre  arbitraire. 

Pour  qu'une  droite  M'a  -f-  N'fï -j-  Py  =  o  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée,  il  faut  que  son  équation  puisse  être  comprise 
dans  l'équation  générale  ci-dessus. 

On  a  donc  les  conditions 

M  N'  P 

M  +  hn   ''  ~~    N  +  ht    "=    P  +  Xp  ' 
et  l'élimination  de  À  entre  ces  deux    relations   donnera   la 
condition  de  parallélisme  que  l'on  cherche. 

L'emploi  direct  des  coordonnées  trilinéaires  est  beaucoup 
moins  avantageux  dans  l'étude  des  propriétés  métriques  que 
dans  celle  des  propriétés  descriptives  des  ligures;  c'est 
pourquoi  nous  n'insisterons  pas  sur  l'établissement  des  for- 
mules relatives  aux  relations  de  longueurs;  lorsqu'on  a 
besoin  de  quelqu'une  de  ces  formules,  on  peut  toujours. 
d'ailleurs,-  l'obtenir  immédiatement  en  parlant  de  la  formule 
correspondante  en  coordonnées  cartésiennes,  que  l'on  trans- 
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forme  dans  le  système  des  coordonnées  trilinéaires  au 
moyen  des  relations  que  nous  avons  démontrées.  Prenons 
un  exemple,  afin  de  bien  éclaircir  le  procédé. 

—  Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Soieutla  droite  nix  -f-  np 
-\-  pv  =  o,  et  le  point  (<x0,  B0,  y0).  L'équation  de  la  droite  en 
coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  s'obtiendra  en 
remplaçant  a,  [3,  y  par  les  valeurs 

a  =     r     X  (Ax  +  By  4-  C  ) 

/A2  +  B2 

8  =     .      [J'  (A'x  4-  B'y  +  G') 

/A'2  +  B'2    V        ^     * 

Y  =    ,       "  (A"œ  +  B"y  +  C"). 

}/A"2  +  B"2 

Elle  sera  donc,   en  désignant  pour  abréger  par  K,  K',  K" 
les   coefficients    des   fonctions   linéaires   clans    les   seconds 
nombres  , 
»iK<Aœ  -f  B/y  -f-  G)  +  nK'(A'œ  +  B'y  -}-  G') 

-f  pK"(A"œ  +  B"*,  -f  G")  =  o. 

Soient  x0,  y0  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  (a0  S0  y0)  ; 
la  distance  de  ce  point  a  la  droite  est  exprimée  par  la  for- 
mule : 

5  =  7>dv(Ai-n+B//ll+C)  +  ?d('(A^,l  +  ir?y0+C')+?)K^A%  +  ir;/,,  +  (r) 
±  -jAAmK  +  A'mK'  +  A"pK")2  +  (BmK  +  B'nK'  +  B"pK")2 

Mais,  en  vertu  des  formules  générales  de  transformation, 
on  a 

a0  =  K  (Aœ0  -f  Bj/„  -f  C),  (30  =  K'  (A'as0  -f-  B>„  -f  C') 
y0  =K*  (A"j;„+  B"//„  +  C"j, 
et  par  conséquent 
.__ _ mau  -f  Hg0  +  />Yo 

±/(AwiK  +  A'nK'  +  A>K")2  +  (BmK  +  B'nK'  +  B"pK")- 
Dans  le  système  particulier  où  les  paramètres  de  référence 

sont  X  —  /A2  +  B2  ,  ^  =  /A'2  4-  B'2  ,  v  =  \'A"2  +  B'2  ,on 
a  K  =  K'  =  K"  =  i ,  et  la  formule  se  réduit  à 
5  _  ma0  4-  n60  4- j?y0 

\!(Am  4-  A'/»  4-  A'»2  4-  {Bm  4-  B'n  4-  B»2 
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On  pourra  déduire  de  celte  manière,  toutes  les  fois  que 
cela  sera  utile,  les  formules  en  coordonnées  trilinéaires  des 
formules  correspondantes  en  coordonnées  cartésiennes. 

—  Corollaire  :  Transformation  des  coordonnées  trilinéaires. 
—  Si  l'on  veut  passer  d'un  système  de  coordonnées  Irilinéai- 
res  ù  un  autre  système  de  coordonnées  trilinéaires, il  est  clair 
qu'on  devra  connaître  les  équations  dans  le  premier  système 
des  côtés  du  nouveau  triangle  de  référence  ABC. 

Soient  donc  ax  -j-  b1}  -f-  CY  =  °»  ax  4"  °'r?  "f"  c'ï  =  °«  n"y- 
-f-  6"p  -f-  c'y  =o  les  équations  respectives  des  côtés  B'L', 
À'C  et  A.'B';  les  dislances  d'un  point  quelconque  du  plan 
(atPjYi)  à  ces  trois  droites  étant  déterminées  par  la  formule 
3  établie  plus  haut,  et  leurs  signes  étant  fixés  par  une  dis- 
cussion préalable,  si  a  </  v  sont  les  nouveaux  paramètres 
de  référence,  les  formules  de  transformation  seront 

•/,  =  —■  (aa,  -f  b%  -f  cri) 
pr,  =  -V  (av.,  +  6%  fc'vj 

V,  =  —  (a"*,  +  &"?,+  c"Tl) 

7 
ou  q,  (f,  (f  désignent  les  radicaux  respectifs  qui  entrent  dans 

les  distances  d'un  point  aux  trois  côtés  du  nouveau  trian- 
gle de  référence.  (A  suivre.) 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Premier  degré    1882 
11.  — Cou  sir  aire  la  courbe 


Cette  fonction  y  esi  toujours  finie  et  bien  déterminée.  On 
cherchera  ^'intersection  delà  courbe  avec  L'axe  des  .r  ;  on 
trouvera  :  1  "  Irois  racines  infinies  ;  2°  trois  racines  nulles  ; 
u"  trois  racines  égales  à  —  i . 

L'équation  i  i  -f  ce8)8  =  (r  -f-  ■'  ' 
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débarrassée  de  ces  racines  donne  l'équation  réciproque  du 
sixième  degré 

5a6  —  i5x5  -f-  270c4  —  3ix3  -f-  2jx2  —  i5œ  -f-  5  =  o 

et  en  posant  x  -J =:  • — 

ce  2 

33  I  232  -f~   I  5jS  —  5  =  0. 

En  transformant  cette  équation  ne  façon  à  faire  disparaître 
les  termes  du  second  degré,  en  posant 

on  trouve  <4  —  33t  —  j3  =  o 

qui    a   deux   racines    imaginaires.  Quant  à  la  racine  réelle. 

comme  elle  est  plus  grande  que  — ,    elle   ne  donne  pour  x 

que  des  valeurs  imaginaires.  On  voit  enfin  que  pour  de  très 
grandes  valeurs  de  x,  positives  ou  négatives,  y  est  positif.  La 
courbe  a  donc  la  forme  qu'indique  la  figure  ci-jointe. 

12.  —  Construire  la  courbe 

sincp 

1  -f-  cos  cp  ' 
Reconnaître  que  c'est  une  strophoide. 

13.  —  On  donne  un  cercle  et  un  rayon  fixe  OB  ;  OA  étant 
un  rayon  mobile,  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  des  hau- 
teurs du  triangle  AOB. 

Ce  lieu  est  une  strophoide  ayant  pour  sommet  le  point  A  et 
pour  asymptote  la  tangente  au  point  A'  diamétralement 
opposé  à  A.  On  reconnaît  géométriquement  ce  résultat  en 
observant  que  la  droite  qui  va  du  point  A  au  centre  des  hau- 
teurs, forme  avec  Ta  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  AB  et 
la  perpendiculaire  Oy  à  OA  un  triangle  isoscèle. 

14.  —  Construire  la  courbe 

x2  / 

y  =  -—-  ±xvx+i. 

Si  l'on  prend  explicitement  le  radical  avec  le  signe  -f-,  on 
aura  une  fonction  y  bien  déterminée,  réelle  pour  toutes  les 
valeurs   de  x  supérieures  à  —  1  ;  on  obtient  une  première 

branche  de  courbe  ROSQT,  qui,  au  point  x  =  —  1 ,  y  = 
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est  tangente  à  la  droite  x  = —  i,qui  passe  par  l'origine  tan- 
gentiellement  à  la  première  bissectrice  et  présente  en  cî 
point  une  inflexion.  Cette  branche  coupe  l'axe  des  x  à  une 
distance  de  l'origine  OQ  =  2  -j-  2  \  2,  puis  se  dirige  à  l'in- 
fini, avec  une  forme  parabolique  dont  la  concavité  est  tour 
née  vers  l'axe  des  y. 

La  seconde  branche  coupe  l'axe  Ox  au  point  P,  tel  que 
OP  =2  —  2V2,  passe  à  l'origine  tangentiellement  à  la  se- 
conde bissectrice;  la  courbe  a  la  forme  qu'indique  la  figure. 


15.  —  Construire  la  courbe 

.       1  sin  x 

y  =  x  H h • 

X  X 

déterminer  ses  asymptotes  et  sa  forme  générale. 

16.  —  Démonstration  géométrique  de  la  méthode 

de  Newton.-  Montrer  que  si  l'équation  a  toutes  ses  racines 
réelles,  et  si  x  désigne  une  limite  inférieure  des  racines  positives 
de  Véquation,  on  peut  appliquer,  avec  certitude,  la  méthode  de 
Newton  au  nombre  x. 

Soit  /  (x)  =  o  l'équation  proposée;  nous  supposons  qu'elle 
soit  de  degré  m  el  qu'elle  ait  pour  racines  les.  nombre  att 
b„  .   .  am-,  si  l'on  désigoerpar  &ls   &„  ...  ow_,ïcs  (m  —  1) 
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racines  de  /"  (x)  =  o,  racines  qui  sont  réelles  et  comprises 
dans  les  (m  —  i)  intervalles  des  nombres  a1?  a.z  .  . .  am,  sup- 
posés rangés  dans  l'ordre  croissant  ;  et  par  cl5  c2,  . . .  cm_2 
les  (m  —  2)  racines  de  f"  (x)  =  o,  racines  qui  sont  réelles 
et  comprises  dans  les  intervalles  des  nombres  croissauts 
bx,  b2,  ...  bm-t  ;  on  voit  que  l'on  peut  écrire 
a  <  at  <  6t  <  cr 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  <x  est  nécessairement 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  l'équation 
proposée. 

Ceci  posé,  soit 

/  (x)  =  xm  4-  AjXm-'  -f  A,œm--°  -f  . . .  -f-  Am  =  o 
cette  équation  ;  on  a 

s.+  A.x  +  A.H-  £  +  ...+-£,- 


f(.<r)   "  .  (m— Q(w-2)A1  ,     2A'»-- 

Pour  de  très  grandes  valeurs  négatives  de  x,  on  voit  que 
le  signe  de  —- est  positif  :  mais  f  et  f"  conservent  le  même 

signe  depuis  — 00   jusqu'à  a;  donc  pour  x  =  a  le  rapport 

f 

-—-  est  positif   et    la    méthode  de  Newton  s'applique  avec 

certitude  à  la  valeur  approchée  a. 

On  peut  observer  que  si  l'équation  f(x)  =  o  n'a  pas  toutes 
ses  racines  réelles,  mais  si  la  limite  7.  est  fournie  par  l'une 
des  méthodes  du  cours,  a  est  alors  nue  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  /'  et  de  ses  dérivées  successives,  et  l'on 
peut  étendre  la  remarque  en  question  à  cette  limite  %. 

17.  —  On  donne  deux  plans  P,  P'  passant  par  l'origine  et 
dans  ces  plans  deux  droites  A,  A',  faisant  un  angle  constant  X; 
au  plan  de  ces  deux  droites  on  mène  une  normale;  trouver  le 
lieu  décrit  par  cette  droite. 

Soient  <ix  -f-  by  -j-  cz  =  o  (P) 

dx  -j-  by  -f-  es  —  0  (P') 

les  doux  plans  donnés.    Désignons  par  x'y'z  les  coordonnées 
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d'un  point  du  lieu  cherché;   le  plan 

<ra'  +  VU  4-  «'  =  ° 
coupe  les  plans  P  et  P'  suivant  des  droites  dont  les  équations 

x  y  %  /A, 

sont  y-r -7-  = H r  —  — ; r— r  (A) 

os  —  cy  cas  —  as  a?/  —  bx 

x  y  s 

el  rn -7-7-=     .  ,         \.=-r-t t-t;     (A) 

bz  —  c  y  ex  —  o;  a  y  —  bx 

il  no  reste  plus  qu'à  exprimer  que  ces  droites  forment  l'an- 
gle V.  La  condition  connue  donne  un  cône  du  quatrième 
degré,  qui  se  réduit  au  second  quand  V  =  go°. 

18.  —  Limite  de  y 

cx  —  i 

x 

pour  x  =  o. 

On  posera  cx  —  i  =  —  ;  quand  x  teud   vers   o,  on  sait 
m 

que  m  tend  vers  l'infini  :  on  a  d'ailleurs,  et  d'après  ce  chan- 
gement de  notation. 

i  i 

U 


mL('  +  ^)     L('  +  -0 


et,  pour  m  =  oc  ,  on  trouve  y  = 


L.e 

19.  —  Décomposer  une  fraction  rationnelle  en  fractions  ration- 
nelles simples. 

/(>) 

Ayant  pose  y  =  -~ 


F  x)  '  ^ 

on  suppose  que  a  soit  une  racine  réelle  ou  imaginaire  de 
multiplicité  x,  on  montre  que  L'on  peut  avoir,  f  et  F  étant 
bien  entendu  des  polynômes  entiers  premiers  entre  eux, 
identiquement 

/W  =       A         |  H*)  |   ,(n 

*Y/:)-        (x  —  af         {x  —  a  )*-%(*) 
(p(aî)  est  la  partie  entière,  quand  elle  est  différente  de  zéro, 
de  la  fraction  proposée,  et  l'on  suppose  que 

Iw.r,   =  (X  -  fl)aF,(x). 
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A  est  d'ailleurs  un  nombre  de  la  forme  (A'  -f-  A7). 
On  a  en  effet,  identiquement,  et  quel  que  soit  A, 


m 


+ 


f{x)  —  AF^a?) 


F(«)  (ce  —  af  (ce  —  a^F^x) 

On  dispose  de  A  de  façon  que 

f(a)  =  AF1(a). 
A  n'est  ni  nul,  ni  infmi,  mais  de  la  forme  A'  -f-  A."i;  on 
peut  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  cp(cc) 
pour  calculer  le  coefficient  A. 

20.  — Exprimer  au  moyen  d'un  déterminant  que  les  deux  droites 
P  =  ax  -f-  by  -j-  cz  =  o 
Q  =  a'x.  -f-  bry  +  c'z  =  o 
se  coupent  sur  la  conique 

f(x,  y,  z)  =  Ax2  +  A'y2  -f  AV  -f-  2Byz  -f  2B'zx 
-f-  2B'  xy  =  o. 
Considérons  l'équation 

çp  =  f(x,  y;  *)  +  2<xP  +  2f:Q  =  o: 
elle  peut  être  considérée  comme  une  fonction  homogène  du 
second  degré  en  as,  y.  z,  a.  p.  Le  théorème  d'Euler  donne 

2<p  =  X/sJ£  -f   yo'y  +  3<p's   +  a<p'a  -f  pcp'|g  . 

Écrivons  que  les  dérivées  partielles  ç/x,  cp'y   ...  ©'«     sont 
nulles  :  on  aura  donc 

Ace  -f-  B'y  -\-  B'z  -f-  oa  -|-  a'fj  =  o 
B"jc  -f  M  y  +B;  -f  &*.  +  &'P  =  o 
B'cc  +  By  +  A"s  -|-  ca  -f-  c'p  =  o 
ojc  -f-  %  -f-  cjs  =  o 

a'x  -f-  6';/  -|-  c '2  =  o . 

Ces  équations  linéaires  et  homogènes  en  x,  y,  z.  a,  (3, 
admettront  une  solution  différente  de  zéro,  si  l'on  a  : 
A  B"  B'  a  a 
B"  A'  B  b  b' 
B'  B  A'  c  c' 
a  b  c  o  o 
a    b'   c     00 

Si  nous  supposons  cette  condition  réalisée,  l'identité  d'Euler 
prouve  que  le  point  considéré  xyz  donne  cp  =  o;  et 
comme  l'on  a  o\  =  o,     93  =  o 
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c'est-à-dire  P  =  o.     Q  =  o, 

on  a  donc  aussi  /  (x,  y,  z)  =  o.  Ainsi  le  point  xyz  est 
situé  à  la  fois  sur  les  deux  droites  et  sur  la  conique  données. 
La  réciproque  est  vraie  :  la  condition  cherchée  est  donc 
A  =  o. 

Si  l'on  traite  cette  question  par  la  méthode  la  plus  natu- 
relle, celle  qui  consiste  à  écrire  que  les  coordonnées  x,  y,  z 
données  par  les  relations 

x         _  y  _  z 

bc'  —  cb'  '      ca'  —  ac'  ab'  —  6a'  ' 

satisfont  à  l'équation  f  (x,  y,  z)  =  o.  on  obtient  le  résultat 
suivant  : 

A  (bc  —  cb')3  -f  A'  (ca  —  ac')*  -f  A"  (ab'  —  ba')2 

-f  2B  (ca'  —  ac')  (ab'  —  ba!) 

-f-  2B' (ac  —  ca)  (bc'  —  cb') 

-f-  2B" (ba  —  ab')  (ca'  —  ac)  =  o. 
C'est  le  déterminant  A,  développé.  On  peut  remarquer,  à 
priori,  c'est-à-dire  sans  aucun  calcul  que  ce  déterminant  est 
une  fonction  linéaire  et  homogène  par   rapport  aux  lettres 
A,  A',  A",  B.  B',  B\ 

21.  —  On  considère  une  hyperbole  H  ayant  pour  asymptotes  les 
droites  A,  A'  ;  soit  M  un  point  de  H,  par  le  point  M  on  peut  mener 
deux  cercles  tangents  à  A  et  à  A';  démontrer  que  la  distance 
des  centres  de  ces  cercles  est  une  quantité  constante,  quand  le 
point  M  parcourt  H. 

L'équation  de  l'un  des  cercles  est 
x<i         V*        (   l     ,      J  \  / 

v-i-(v  +  -)(a'-'r')'=0- 

x  —  xt  =  o  étant  l'équation  de  la  droite  des  contacts;  si 
l'on  exprime  qu'il  passe  par  le  point  M,  x0,  y0  étant  les  coor- 
données de  ce  point  on  a 

(x0  —  xty  =  — — . 

Soit  x  —  xt  =  o  L'équation  de  la  corde  des  contacts  de 
L'autre  cercle,  on  aura  de  même 

1  ■'  0       ^2)   —       7.     • 
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On  eu  déduit  x0  —  œ{  = 

2  °  C 

ah 
ou  x2  —  Xt  = . 

La  distance  des  cordes  de  contact  étant  constante,  la  pro- 
priété  énoncée  est  vraie. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


26.  —  Soit  f  (x,  y,  s)  =  o  un  paraboloïde;  donner  l'équa- 
tion qui  détermine  les  paramètres  des  paraboles  principales. 

27.  —  En  désignant  par  V  l'angle,  aigu  ou  obtus,  des 
asymptotes  de  l'hyperbole,  angle  dans  lequel  se  trouve  la 
courbe,  démontrer  que 

v/B2  —  AC  .  s  in  0 

tsr  Y  =  - 


A  -j-  G  —  213  cos  8  ' 
s   étant  égal  à  +  i .  et  sou  signe  étant  le  même  que  celui  du 
discriminant. 

28.  —  Construire  la  courbe 

L.x  .  Ly  =  K.  (Luisant). 

29.  —  Dans  le  plan  d'une  parabole  fixe  glisse  une  parabole 
mobile  égale,  de  telle  sorte  que  le  somme!  de  chacune  d'elles 
soit  sur  l'autre.  Démontrer  qu'un  point  quelconque  du  plan 
de  la  parabole  mobile  décrit  une  podaire  de  développée  de 
parabole.  (Ed.  Lucas.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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TRANSFORMATION  RÉCIPROQUE 

Par  M.  €J.  tic  Long-champs. 

[Suite,  voir  p.  49.  77,  97,121,  145.) 


33.  Examinons  maintenant  le  cas  particulier  où  le  plan  P 
qu'on  transforme  est  tangent  à  la  sphère  décrite  sur  la  ligne 
des  pôles  comme  diamètre.  On  suppose  donc  h  =  K  ;  le 
discriminant  est  nul  et  les  racines  de  l'équation   en  S   sont 

S1=_(A  +  /(). 
S2  =  o, 

S,  =  -  2h. 

Le  hcssien  est  alors 

H  =  —  d2(~B*  -f  C2f. 

Il  ne  peut  être  nul  que  si  l'on  suppose,  à  la  fois,  B  =  o, 
C  =  o  ;  mais,  à  un  pareil  plan  correspond  le  pôle  principal. 
Ainsi  nous  pouvons  supposer  H  différent  de  zéro  et  nous 
allons  faire  voir  qu'au  plan  P  correspond  alors  un  para- 
boloïde  elliptique. 

En  effet,  le  hessien  n'étant  pas  nul,  la  surface  est  certai- 
nement l'un  des  deuxparaboloïdes  ;  je  dis  que  Sx  et  S3  sont 
de  môme  sigue.  Car  nous  avons  expliqué  (n°  32)  qu'on  ne 
pouvait  pas  supposer  À  -f-  K  <o  et  comme  l'on  a  h  =  K, 
on  a  donc  nécessairement  A  -{-  h  >  o  ;  donc  St  et  S3  sont  de 
.e  signe.  Concluons  : 

Théorème.  —  Dans  la  transformation  réciproque,  à  un 
plan  langent  à  la  ■'■plia  la  ligne  des  pôles  comme 

diamètre  correspond    un  paraboloide  elliptique. 

34.  Nous  ferons  connaître  ici  les  deux  causes  qui  peuvent 
produire  rabaissement  de  l'ordre  de  la  surface  transformée; 
cet  abaissement  résulte  des  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  la  surface  f,  de  degré  m,  p 
par  le  pôleprincipi  l,  la  <ur  face  tr  ans  j  st  plus  de  degré  zm, 

comme  duns  le  cas  général,  mais  seulement  du  degré    (2m —  1). 

JOURNAL  DR    HATH.  9 
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Théorème  II.  —  Lorsque  la  ligne  des  pôles  est  une  corde 
normale  de  f,  le  pôle  secondaire  étant  le  pied  de  cette  normale, 
s'il  arrive  que  ce  point  soit  un  ombilic  de  la  surface,  le  degré  de 
la  surface  transformée  est,  par  ce  fait,  abaissé  de  deux  unités . 

Ces  deux  propriétés  sont  la  conséquence  immédiate  des 
formules  de  transformation  (n°  30). 

Il  résulte  de  ces  deux  remarques  qu'en  transformant  une 
quadrique  Q  par  la  méthode  que  nous  exposons,  on  peut 
obtenir,  suivant  le  choix  que  l'on  fait  du  pôle  principal  et 
du  pôle  secondaire: 

1°  Un  plan;  la  ligne  des  pôles  est  une  corde  normale  de 
la  quadrique  Q,  et  le  pôle  secondaire  est  un  ombilic. 

2°  Une  quadrique  ;  le  pôle  secondaire  est  encore  un  ombilic 
de  Q,  mais  le  pôle  principal  n'est  plus,  comme  dans  le  cas 
précédent,  placé  à  l'extrémité  de  la  corde. 

3°  Une  surface  cubique;  le  pôle  principal   est  situé  sur  Q. 

4°  Une  surface  quar tique  ;  les  deux  pôles  ne  présentent  au- 
cune des  singularités  des  trois  cas  précédents. 

35. —  Nous  signalerons,  en  terminant  cette  étude  très  in- 
complète d'une  transformation  qui  nous  paraît  l'une  des  plus 
simples  que  l'on  puisse  imaginer  dans  ce  groupe  de 
transformations  du  genre  Magnus,  la  surface  cubique  qui 
correspond  à  l'ellipsoïde. 

D'après  la  remarque  que  nous  avons  faite  en  examinant  le 
troisième  cas  du  paragraphe  précédent,  il  suffit  pour  obtenir 
cette  surface  cubique  de  faire  passer  l'ellipsoïde  considéré 
parle  pôle  principal.  Considérons  donc  l'ellipsoïde  rapporté 
à  ses  axes,  et  prenons  pour  pôle  principal  l'une  des  extré- 
mités de  l'axe  majeur,  pour  pôle  secondaire  l'autre  extrémité 
de  cet  axe. 

A  l'ellipsoïde 

as*         y2     i  _£_ 

a2   "■"  62    ~*~  c2        I  ~  °* 

correspond  la  surface  cubique 

/Y2  Z2  \ 

a2  (X  -  a)  (-jp  +  —  )  =  (X  +  a)  (Y2  +  Z2.). 

Y  \ 
Cette  équation,  étant  de  la  forme  F  (X,-=-J  =  o, 
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est  l'équation  d'un  conoïde;  ce  conoïde  est  compris  tout 
entier  entre  les  deux  plans  x  -\-  a  =  o,  x  —  a  =  o;  il 
admet  un  double  système  de  génératrices  rectilignes 
parallèles  au  plan  de  yz,  et  en  étudiant  les  sections  faites 
dans  la  surface  par  le  plan  z  =  h,  on  obtient  une  cubique 

a*  -\-c*        x 
tf  ¥ 

~W  ~  c2 


a2 

—  c2 

a2  —  c2        a 

a2 

—  62 

x       o2+62 
a       a2—b2 

et  quand  on  fait  varier  h,  la  déformation   de  cette   cubique 
donne  une  idée  assez  exacte  de  la  forme  de  ce  conoïde. 


RECREATIONS  MATHEMATIQUES 

Par  M.  Edouard  Lucas. 


Théorème  I.  —  Dans  tout  réseau  géométrique  formé  de 
lignes  droites  ou  courbes  le  nombre  de  points  impairs  est  toujours 
zéro  ou  un  nombre  pair  (*). 

Euler,  dans  son  mémoire  connu  sous  le  nom  de  Problème 
des  Pouls  de  Kœnigsberg,  mémoire  qui  a  paru  en  latin  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  Berlin  pour  l'année 
lT.'iî),  et  qui  a  pour  titre  :  Solutio  problematis  ad  Gcomelriam 
situspertinentis,  a  complètement  démontré  ce  théorème.  On 
peut  encore  donner  à   la  démonstration  la  forme  suivante. 

Désignons  par  A,  B,  C,  D,  .  .  .  les  diverses  stations  du 
réseau,  les  divers  points  d'embranchement,  les  tètes  de 
li^ne;  soient  P  et  Q  deux  stations  voisines,  c'est-à-dire 
telles  que  l'on  puisse  aller  de  P  en  Q  par  un  ou  plusieurs 
chemins,  sans  rencontrer  d'autres  stations  du  réseau.  Si  l'on 
supprime  l'un  de  ces  chemins  PQ,  le  nombre  descheminsqui 


(•)  On  dit,  danscelte  géométrie  inx,  qu'un  point  est  pair  lorsque 

de  ce  point  partent  des  demi-droites  en  nombre  pair,  Q  es)  impair  dans  le  cas 
contraire.  Par  exemple,  si  l'on  imagine  une  droite  AD  terminée  aux  points  A 
et  lî,  A  et  It  sont  des  points  impairs,  el  si  l'on  considère  an  point  O  sur  Ali, 
0  est  un  point  pair.  (,    | 
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aboutissent  en  P  et  en  Q  diminue  d'une  unité,  et  change  de 
parité.  Par  conséquent,  si  P  et  Q  sont  des  points  impairs, 
ils  deviennent  pairs  par  cette  suppression  ;  si  P  et  Q  sont 
pairs,  ils  deviennent  impairs  ;  enfin  si  P  et  Q  sont  de  parité 
différente,  ils  demeurent  de  parité  différente.  Donc,  la  parité 
du  nombre  des  points  impairs  ne  change  pas  par  cette  sup- 
pression. Par  suite,  en  supprimant  successivement  tous  les 
chemins  qui  unissent  deux  stations  voisines,  jusqu'à  ce  qu'il 
n'en  reste  aucun,  le  nombre  des  points  impairs  est  nul  ;  ce 
nombre  était  donc  zéro  ou  un  nombre  pair,  avant  la  sup- 
pression. 

Théorème  II.  —  Tout  réseau  géométrique  qui  contient  211 
points  impairs  peut  être  décrit  par  un  nombre  minimum  de  n  traits 
sans  répétition.  Tout  réseau  géométrique  qui  ne  contient  que  des 
points  pairs  peut  être  décrit  par  un  seul  trait,  sans  répétition. 

On  suppose  que  le  réseau  est  continu,  c'est-à-dire  que 
l'on  peut  aller  d'un  point  quelconque  du  réseau  à  un  autre, 
par  un  chemin  continu.  D'ailleurs,  dans  le  cas  de  plusieurs 
réseaux  séparés,  il  suffit  d'appliquer  à  chacun  d'eux  les 
théorèmes  précédents.  Cela  posé,  si  l'on  part  d'un  point 
impair  A,  et  si  l'on  chemine  au  hasard,  sans  repasser  sur  la 
même  voie,  on  sera  force  de  s'arrêter  à  un  certain  moment  ;  en 
"  observant  que  dans  cette  marche  on  ne  change  pointla  parité 
des  stations  que  l'on  traverse,  on  en  conclura  que  le  point 
d'arrêt  est  un  point  impair  B.  En  supprimant  le  parcours  AB 
on  obtient  ainsi  une  figure  qui  ne  possède  plus  que  (211  —  2) 
points  impairs. 

Après  n  parcours  analogues,  il  ne  restera  donc  qu'un  réseau 
dont  les  stations  sont  d'ordre  pair. 

Maintenant,  si  l'on  part  d'un  point  quelconque  M  du  réseau 
restrein  ,  et  si  l'on  chemine  au  hasard,  on  ne  se  trouvera 
arrêté  qu'en  revenant  au  point  de  départ  M,  après  avoir 
décrit  une  courbe  fermée.  Après  avoir  décrit  un  certain 
nombre  de  boucles  semblables,  on  aura  parcouru  tout  le 
réseau.  Mais. puisquele  réseau  est  continu,  les  boucles  peuvent 
venir  se  souder  soit  les  unes  sur  les  autres,  puis  sur  les  n 
chemins  qui  ont  été  décrits  primitivement.  Par  suite  le  réseau 
peut  être  décrit  en  n  traits  continus  au  plus. 
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Note.  —  Les  deux  théorèmes  précédents  sont  extraits  d'un 
livre  de  M.  Edouard  Lucas  (*),  livre  qui,  sous  le  titre  de 
Récréations  mathématiques,  renferme  tant  d'aperçus  ingénieux 
•  M  profonds.  Aucune  lecture,  sous  une  forme  plus  agréable 
et  plus  facile,  ne  nous  parait  plus  propre  à  développer  dans 
l'esprit  l'idée  de  certaines  combinaisons  mathématiques,  et 
nous  avons  plaisir  à  signaler  cet  ouvrage  à  nos  lecteurs. 

G.  L. 


ETUDE 

sur  l'équation  et  sur  la  forme  binaire 
du  quatrième  degre 

Par  M.  Kœhlcr. 

(Suite,   voir  page  149.) 


V.  —  Covariants  principaux  de  la  forme  binaire  de  degré  n. 

Considérons  sur  une  droite  n  points  At,  A2, . . .  A»  ,  déter- 
minés par  l'équation  f  =  axn-\-  nbxn  —  *y  +  ...  =  o,  et 
soit  P  un  point  lixc  (le  pôle)  dont  les  coordonnées  sont 
(x,  y),  P  un  point  quelconque  de  la  même  droite,  de 
coordonnées  (;,  tj).  Cherchons  l'équation  qui  détermine  les 

PAi 

n  valeurs  du  rapport         A»  =- 


on  a  li  = 


P  Ai  ' 

;  —  Xi  r,  —  y  :///    —  rrn 


Xi  —-x       y  —y      -jj  —   ','• 

il,  y,  -f-  '/.'ni 

et  par  suite  -£-  =  ■„       .    '  -. 

;   i   >-•  '■' 

L'équation  demandée  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  l'é- 
quation a.r"  -j-  nh.i"  -iy  -j-  . . .  =  o  les  variables  x  et  y  par 
;  -f-  au.-',  5j— f~  iJJ •  En  développanl  par  La  formule  de  Taylor  et 
mettant  x,  y  à  la  place  de  ';.  t\  qui  désignent  maintenant  des 

liions  mathématiques,  par  Edouard  Lucas.  —  Gauthier-Yillars, 
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coordonnées  courantes,  il  vient 

/"(*.  y)  +  x  [<o%  +y'f*]  +  -j-r[x'%  +  2X'y'fxy 
+y'2fy)+ +^f(x,  y')  =o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  l,  X2  . ..  Xn_l  ,  on 
obtient  n  —  i  équations  représentant  les  11 —  i  groupes  po- 
laires du  pôle  (x,  y')  par  rapport  aux  n  points  du  système 
f  =  o. 

Le  premier  groupe,  composé  de  n  —  i  points,  est  donné 
par    ocf  -{-  y'f   =  o.  Les  points  P  de  ce  groupe   sont  tels 

que  la  soinne  des  produits  n  —  i  à  n  —   i    des  n  rapports 
PA, 

est  nulle.  Le  n  —  ier  groupe  x  f ,  -f-  y  f,  =  ose  ré- 


p,A s^^~~ix-    I    V,y< 

i 

duit  à  un  seul  point,  centre  des  moyennes  harmoniques  de 

n  i  i 


P'  par  rapport  à  A1?  A2  ...  A„  ;  on  a    p,  p  -     p,  ^     ,    p,^ 

Il  est  facile  de  voir  que  le  premier  groupe  est  tel  que 
chacun  de  ses  points  a  pour  centre  des  moyennes  harmoni- 
ques relatif  au  système  Al5  A2,  ...  An  ,  le  point  P'.  Cette 
propriété,  dont  la  démonstration  est  facile,  pourrait  servir  de 
déiinitien  au  premier  groupe  polaire. 

Les  formes  qui,  égalées  à  zéro,  donnent  les  points  des 
différents  groupes  polaires,  sont  des  covariants  de  la  forme  f; 
on  vérifie  sans  difficulté  ce  fait  par  le  calcul. 

Soient  œ  =  a  X  -f-  [iY,  y  —  a'X  -j-  p'Y  les  formules  de 
transformation  ;  on  a 

x  +  lx  =  aX  -f  pY  -f  X  (aX'  -f  pY') 
=  a(X  -f-  XX')  +  p(Y+  XY') 
et  de  même      y  -f-  ~hy'  —  a'(X  +  XX')  -f-  p'(Y  +  VY"). 

Donc  f(x  -f-  Xœ',  y  -f-  ly)  = 

/[-,(X  +  XX')  +  (3(Y  +  XY'),  a  (X  +  XX')  +  p'(Y  +  XT)] 
ou  flaty)  +  \[xfx  -f  y'/y  +  . . .  =  F(X,Y) 

+  X[XFx  +  Y'F'J  +  ...     , 

F(X,Y)  désignant  ce  que  devient  f{x,y)  par  la  subslitution, 
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c'est-à-dire  f(ct.X  -f-  (ïY,  a'X'-f  P'Y)«  Maintenant  les  deux 
développements  devant  être  égaux  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  les  coefficients  des  puissances  de  X  seront  égaux,  et 
l'on  aura      x'f  -\-ijf  =  X'F    +  Y'F  ,  etc.. 

<  x     x     °  '  y  x      '  Y 

La  considération  du  premier  groupe  polaire  donne  lieu  à 
d'autres  formes  liées  à  la  forme  donnée  par  des  relations 
remarquables.  Si  d'abord  on  cherche  les  pôles  dont  les  pre- 
miers groupes  polaires  ont  un  point  double,  et  les  points 
doubles  de  ces  groupes,  on  est  couduit  à  exprimer  que 
l'équation  x'f  -\-y'f.  =o  a  une  racine  double,  c'est-à-dire 
à    écrire  x'f.  4-  u'f    =  o,     x'f     +  y'f.  =  o. 

•  x-     '      J  '  xy  %'J  y 

L'élimination  de  x,  y'  entre  ces  équations  donne  une 
équation  de  degré  2/2  —  4:  II  ==  f\  f3  —  (f,)2  =  o.H  =  o 
représente  les  points  doubles  des  premiers  groupes  polaires  ; 
c'est  le  hessien  de  /'. 

Si  au  contraire  on  élimine  ce,  y  entre  les  mômes  équations, 
on  aura  les  pôles  correspondants  aux  points  doubles;  l'équa- 
tion en  x',y',  P  =  o  est  aussi  de  degré  211  —  4. 

On  peut  aussi  se  proposer  de  rechercher  les  pôles  dont  les 
groupes  polaires  relatifs  au  système  primitif  et  au  hessien 
ont  un  point  commun,  et  de  trouver  ces  points  communs. 

On  obtient  ceux-ci  en  éliminant  x,  y'  entre  les  équations 
f  U'f'y  =  o  et  x'B.x  +  y'ïï'y  =  o,  ce  qui  donne  fx  Hy  — 
f    Kx  =  T  =  0,  équation  de  degré  3w  —  6. 

Les  pôles  correspondants  résultent  de  l'élimination  de 
x,  y  entre  les  mûmes  équations;  on  obtient  ainsi  une  autre 
équation  0  =0  de  degré  3n  — 6. 

De  ce  que  les  formes  P,  H,  0  elT  représentent  des  groupes 
de  points  liés  au  système  donné  (f  =  o)  par  des  relations 
géométriques  indépendantes  du  choix  des  points  fondamen- 
taux, on  est  en  droit  de  conclure  que  ce  sont  des  covarianls 
de  f.  Ainsi,  en  faisant  une  transformation  linéaire  qui  change 
f(x,  y)  cilF(X.  Y),  le  hessien  de  F  sera  le  produit  du  hessien 
de  /  par  un  certain  facteur  dépendant  seulement  des  coeffi- 
cients x,  %  a',  p'  des  formules  de  transformation.  C'est  ce 
qu'il  est  facile  de  vérifier.  On  a  f(x,  y)  =  F(X,  Y)  avec 
x  =  aX  -f-  (îY,  y  =  'x'X  -f  f/Y;  on  en  conclut 
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Fx(X,  Y)  =  *f"  +'  */;,    F'Y(X,  Y)  =  fà  +  (%'  , 
puis      FX2(X,  Y)  =  a[v.fx»  -f  a'Q  +  *[«/iy  »•] 

f;2(x,  y)  =  p-zi  +  26^4,  +  fi'v,>, 

FXY(X,  Y)  =  «p/i  +  (a(3'  +  fta')/W+  a'^,. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  H(X,  Y), 
c'est-à-dire  dans  FxsFY2  —  (FXY-)2,  on  trouve 

H(X,  Y)  =  (op*  -  «'p)«[Erf,.  -  (4)2]  =  (<#  -  <x'p)»H(a>,  y). 

On  trouverait  de  môme   T(X,  Y)  =  (<#'  —  <x'p)3T(œ,  y). 

Le  même  procédé  ne  s'appliquerait  plus  aussi  facilement 
aux  formes  P  et  0,  au  moins  pour  le  cas  où  l'exposant  n  a 
une  valeur  quelconque.  Mais  nous  verrons  que  pour  la  forme 
du  quatrième  degré  on  a  ©  =  T  et  P  =  —  J/"  +  IH,  de 
sorte  que,  après  la  transformation,  P  se  trouve  multiplié 
par  (o$'  —  (îa')6. 

VI.  —  Réduction  de  la  forme  du  quatrième  degré  à  la 
forme  canonique. 

Il  existe  entre  la  forme  du  quatrième  degré  et  ses  cova- 
riants  des  relations  simples  ;  il  est  avantageux  pour  les 
étudier  de  ramener  la  forme  f  à  sa  forme  canonique, 
c'est-à-dire  à  l'expression  la  plus  simple  qu'elle  puisse 
avoir,  sans  rien  perdre  de  sa  généralité. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  points  représentés  par  l'équa- 
tion f  =  o  ;  comme  ils  peuvent  être  groupés  par  couples 
de  trois  manières  différentes,  ils  donnent  lieu  à  trois  invo- 
lutions  quadratiques  dont  les  couples  fondamentaux  sont 
(AB)(CD),     (AC)(BD),     (AD)(BC). 

Soient  O,  O'  les  foyers  ou  points  doubles  de  la  première 
involution,  c'est-à-dire  les  points  qui  divisent  à  la  fois  har- 
moniquement  les  segments  AB  et  CD,  on  aura 

OA       OB  .    OC       OD 

■=  —  i  et  aussi 


OA  "    013  "~  OC    '  O'D 

Donc,  si  l'on choisitOetO' pour  nouveauxpoints  fondamentaux 
des    coordonnées  binaires,  les  quatre  racines  de  la  nouvelle 
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.      ,  ,       ,  .,  '  .  OA      OB     OCJ      01) 

équation  homogène du  qualnemcdcgre— — ,  •jtt.t,  t^tt»  7777 

seront  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  donc  cette 
nouvelle  équation  sera  bicarrée.  Ainsi  se  trouve  établie  la 
possibilité  de  réduire  la  forme  donnée  f  à  la  forme  cano- 
nique AX4  -f-  6CX2Y2  -f-  EY4,  et  cela  do  trois  manières 
différentes.  D'ailleurs  on  peut  reconnaître  qu'il  n'est  pas 
possible  en  général  de  la  réduire  à  uue  expression  ayant 
moins  de  trois  termes;  supposons  la  réduction  effectuée, 
ou  aura  identiquement 

ax"  -f  4bxh/  +  . . .  =  AX4  +  6CX2Y2  -f  EY4. 
Mais  on  peut  toujours  introduire  les  coefficients  A,  E  dans 
les   expressions  mômes  des  nouvelles  variables   en   posant 

X  v  A  =  X'  et  Y  y  E  =  Y'  ;  on  peut  donc  écrire 
X'*  +  6G'X'2Y'2  -|-  Y'4  =  a(aX'  -f  pY')4 
-f-  4&(aX'   +  0Y')  3(a'X'  +  (S'Y')  +  . . . 

En  identifiant,  on  aura  cinq  équations  de  condition  pour 
déterminer  a,  [5,  a',  (5'  et  C.  L'expression  réduite  aura  en 
général  trois  termes;  elle  ne  pourra  en  avoir  moins  de  trois 
que  dans  des  cas  particuliers. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  les  nouveaux  points 
fondamentaux.  Soit  1  une  des  racines  de  l'équation  (2);  la 
forme  f  se  décompose  ainsi  (formule  [7])  : 

f  =  [ax>  +  œy  (26  -  y/Â)  +  f  (\  -  ~J^\\ 

[<mb»  +  xij  (26  +  v/Â")  4-!/2(x+  -7=-)]  =  P'  Q 

et  on  a  l'involution  P  -|-  yQ  =  o,  y  étant  un  paramètre 
variable.  Pour  avoir  les  points  doubles  de  cette  iuvolution, 
il  faut  éliminer  y  entre  les  deux  équations 

V'x  -f-  yd'x  =  o,      P 'y  -f  yQ'j,  =  o, 
ce  qui  donne 

[lax  +  y  (26  -\/Â)][œ  (a»  +  \/T)  -f-  2y  (l+  -LAl 
=  [2ax  -f  y  (26  +  \/T )  \[(x  2b  -VÂ)-f  ay(x-JLY] 

JOURNAL    DE  MATH.    SPÉC.     1KS_>.  9. 
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ou  4a  y/ A  œ*  -f~  8a      ccy  -J-  4J/2  (      ■  —  À  \/a   )  =  o. 

VA  V\/A  / 

En  remplaçant  X  par  p.  -j-  c,  et  mettant  à  la  place  des 
polynômes  A  et  B  leurs  valeurs,  savoir 

A  =  4&2  —  6ac  -f-  2ak  =  4&2  —  40c  -{-  2au, 
B    =2X6  —  2ac£  =  2&u.  -f-  26c  —  2ad, 
on  trouve  définitivement 

x2  (20c  —  262  —  au.)  -f-  2%y  (a^  —  &c  —  fya) 

+  ?/2  (2C2  —  ibd  +  Cu  —  a2)  =  O  .  (9) 

Cette  équation  donne  le  couple  de  points  fondamentaux 
qui  répondent  à  une  des  racines  de  la  résolvante.  Pour 
achever  les  calculs  de  réduction  on  décomposera  cette 
équation  en  deux  facteurs  sous  la  forme 

(lx  -f  7)t/)  (l'x  -f  n'y)  =  o 
et  l'on  posera    X  =  \x  -f-  r,y,  Y  =  %x  -f-  vj'y  ; 
,,  ,                      XV— Ytj                 —  xr  +  YÇ 
dou  œ  =  "T^ ëv"'      2/  =  — Z7 ? • 

En  remplaçant  x  et  y  par  ces  valeurs  dans  la  forme  donnée, 
les  termes  en  X3Y  et  en  XY3  disparaîtront  d'eux-mêmes, 
et  on  aura  la  forme  canonique.  (A  suivre.) 


QUESTION  388 

Solution  par  M.  Gino-Loria,  à  Mantoue. 


Les  axes  d'une  ellipse  sont  dirigés  suivant  deux  droites 
rectangulaires  données  Ox,  Oy.  Soit  M  le  point  de  cette  ellipse 
où  le  cercle  osculateur  a  la  même  surface  que  l'ellipse  ;  soit  u. 
le  centre  de  ce  cercle;  4°  la  distance  du  centre  de  ce  cercle  oscu- 
lateur au  centre  de  l'ellipse  est  égale  à  la  demi-différence  des 
axes  ;  2°  si  la  somme  des  axes  de  l'ellipse  reste  constante,  le  lieu 
de  M  est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse 
sur  les  deux  droites  Ox,  Oy  ;  et  le  lieu  de  u.  est  la  rosace  à 
quatre  branches,  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  l'ellipse  sur  une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse 
sur  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  (E.  Lemoine.) 
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En  appelant  20,  26  les  axes  de  l'ellipse,  r  le  rayon  de  ce 
cercle  osculaleur  en  M,  on  aura 

\ab  =  r 


ou 


d2*/ 


ri*2 

x2        v2 

Mais  de  l'équation  de  l'ellipse h  ~—  =  1  on  tire 

a2         b2 

dy  b  x  d2y  ab 

dx  "  a    v/a2_CC2    '  (/x2  "  y/(a2— œ2)3' 

Donc  l'équation  précédente  devient 

\ ,  4. *!ï! (7         ja4  —  (a2  -  62)as2j7 


a&  a46 


V^(a2  —  .x2)3 

a963  =  {a4  —  (a2  —  62)x2)3 

a36  =  a4  —  (a2  —  62)x2. 

a3(«  —  &J 

D  ou  on  tire       x2  =  - — --r-. rr 

(a  -f-  b)(a — 0) 

ou  x2—  (1) 

a  -f-  " 
A.  cette  valeur  de  x  correspond 
b3 

y'  =  ITT-  <2> 

Les    équations  (1)   (2)    donnent   les    coordonnées    de  M 
Cherchons  celles  de  jju  En  les  appelant  X  et  Y  nous  aurons 

dy_  \dx/ 

dx  d2y 


dx2 

b2        x' 
1  +  rx 


6  x  a2    a2  —  x* 


a    y/a»_crî 


ab 

\/(a2  —  x3)3 
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ou,  toute  réduction  faite, 

v  s  «2  —  b* 


a* 
a2  —  fc2 


De  même  Y  =  y3 

Donc  en  employant  les  équations  (1)(2)  on  aura  les  coor- 
données de  [x  données  par  les  équations 


Y=  iirr 


a 
b_ 

-M 


1°  On  en  tire 

<V  =  X2-f-  Y2=-4-I  («  —  &)2H VT-(a  —  &)2  =  («—  &)2 

a-J-o  a  +  b 

donc 

0[x=  a  —  6. 

2°  En  faisant  l'hypothèse 

a  -f-  6  =  c,  (o) 

le  lieu  de  Ms'oblient  en  éliminant  a,  6  entre  les  équations 

(1)  (2)  (5).  Or  les  équations  (1)  (2)  donnent 

ex2  =  a3  ;  cy2  =  63 

JL     —  1.1. 

donc  a  =  c3  cc3;6  =  c3^3 

et  l'équation  (5)  se  transforme  en  conséquence  en 

JL    JL        i.   JL 
c  3  œ3  -f"c3  */3   =c 

—         J.        A 
ou  bien  œ3  -f-t/3  =c3 

qui  représente  en  effet  l'enveloppe  de  la  droite  de  longueur 

constante  c  qui  glisse  sur  les  axes. 

3°  Le  lieu  de  jx  peut  être  trouvé  en  éliminant  a,   b  entre 

les  équations  (3)  (4)  (5).  Or  (3)  (4)  donnent 

a  —  b  =  \/X2+Ya,  (6) 

Y2  b  K  } 

Des  équations  (5)  et  (6)  on  tire 


c+\/X2+Y2     *         c  — v/X2  +  Y2 
a  = — ■ ;  b  = ■ 
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donc  (7)  devient 


c  -f^X2  +  Y2  X» 


c  —  \/X2  -f  Y*         Y* 
ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  les  radicaux, 

(X*  +  Y2)3  =  c2  (X2  —  Y2)2, 
Changeons  les  axes  en  prenant  pour  nouveaux  axes  les  bis- 
sectrices des  angles  des  anciens  axes,  les  formules  de  trans- 
formation sont 

X  =  x  -f-  y;    Y  =  x  —  y, 
donc  X2  -f  Y2  =  2  (œ2  +  î/2)  ;      X2  —  Y2  =  yjcy 

et  l'équation  précédente  devient 

8  (x2  -f-  y2)3  =  1 6  c2x2i/2 
ou  (x2  -f-  t/2)3  —  2  c2cc2#2  =  o 

qui  représente  en  effet  une  rosace  à  quatre  branches. 


QUESTION  15 

Solution  par  M.  E.  Devin,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée 
Charlemagne. 


Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que,  parmi  les  normales  issues 
de  ce  point  à  la  parabole  y2  —  2px  =  o,  il  y  en  ait  deux  qui 
forment  avec  la  droite  y  =  x  tg  <p  un  triangle  isoscèle.  Ce  lieu  est 

une  parabole  ;  construire  cette  courbe  quand  on  suppose  <p=  — - 

o 

et  montrer  que  le  sommet  coïncide  avec  le  foyer  de  la  parabole 
donnée.  (G.  L.) 

Soit  M  un  point  du  lieu,  MA  et  MB  les  normales  issues 
de  ce  point  M,  qui  font  avec  Os  un  triangle  isoscèle;  les  tan- 
gentes en  A  et  B  à  la  parabole  donnée  se  coupent  en  un 
certain  point  M',  tel  que  les  droites  M'A  et  MB'  forment  avec 
Ojs  un  triangle  isoscèle,  et  à  chaque  point  tel  que  M  corres- 
pond un  point  tel  que  M'. 

Si  donc  on  détermine  le  lieu  du  point  M',  on  pourra  en 
déduire  le  lieu  du  point  M. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  M',  nous  exprimerons  que  le 
pied  E  de  la  perpendiculaire  abaissée  de   M  sur  Os  est   le 


—  °20b'   - 

milieu  du  segment  CD  déterminé  sur  Os  par  les  deux  tan- 
gentes issues  de  M'. 


cines  est 


Fig.  1. 


Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point  M'; 
L'ensemble  des  deux  tangentes  M'A  et  WB  issues  de  ce 
point  à  la  parabole  donnée  est  représenté  par  l'équation 
(y2  —  2pœ)(p2  —  20a)  =  [py  —  p(x  -f-  a)]2. 
L'équation  aux  abscisses  des  points  de  rencontre   G    et  D 
de  ces  tangentes  avec  Oz  est 

(œ2  tg2  cp  —  2px)(V  —  2pa)  =  [pas  tg  9  —  px  —  pa]2, 
équation  du  second  degré  en  x,  dont  la  demi-somme  des  ra- 
p2  — poc  —  <*Stg  9 
2[3  tg  cp  —  2a  tg2  cp  —  p' 
La  perpendiculaire  M'E  abaissée  de  M'  sur  Os  ayant   pour 
équation  y  —  p  =  («  —  œ)cotgcp, 

l'abcisse  du  point  D  est  donnée  par  l'équation 
œ(tg  cp  +  cotg  cp)  =  a  cotg  cp  -f-  p, 

,,  }  ^      a  +  P  tg  y 

d  ou  œ  =  —  . 

i  +  tg2  cp 

Exprimant  que  le  point  E  est  le  milieu  de  CD  on  a: 

pg  —  pq—  qptgcp      _  a  -f-  p  tg  cp 

2p  tgcp  —  2atg2cp  —  p~"    I+tg2cp 

ou         (p  —  atgcp)[p  —  ptg2cp  —  2atgcp-J-ptgcp]  =  o. 

On  a  d'abord  la  solution  singulière 

P  =  a  tgcp, 

puis  p  —  p  tg2  cp  —  2a  tg  cp  -f-  p  tg  cp  =  o 
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OU  S  =  ^  a  —  J^j  tg  2?  (i) 

qui  est  la  véritable  solution. 

Soient  maintenant  a'  et  (î'ies  coordonnées  du  point  M  dont 
on  cherche  le  lieu.  Elles  sont  liées  aux  coordonnées  a  et  S 
du  point  M'  par  les  formules 

r=— f    _  <*> 

et  a'  =  p  —  a  4-  -^L.  C3) 

P 

On  aura  donc  l'équation  du  lieu  du  point  M'  en  éliminant 

a  et  p  entre  les  équations  (\)  (2)  et  (S).  Transportant  dans 
(2)  et  (3)  la  valeur  de  S  tirée  de  (1),  elles  deviennent  des 
équations  du  second  degré  en  a. 

4a2  tg2  29  —  2pa  (1+2  tg2  29)  -)-  p2  tg2  29  -|-  2p2  —  2px  =  o 

2a2  tg  29  —  pa  tg   2tp  -f-  pp'  =  o 
L'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  donne  pour 
l'équation  du  lieu,  eu  considérant  a'  et  S'  comme  des  coor- 
données courantes  : 

[4py  tg2  2?  —  2  tg  2C{>  (p2  tg2  20  +  2p2  —  2px)]2 

=  [  —  4P  tg3  2?  -f  4P  tg2?)(l    -f  2ty32?)][p  tg   29  (p2  tg2  2?  -f- 
2p2  —  2px)  —  2p2î/  (I  -f-  2  tg2  2cp)] 

ou,  en  simplifiant, 

[21/  tg  2<p  —  (p  tg2  2?  +  2p  —  2a?)]2  = 

2  tg    29  [tg    29  (p2  tg2  29+  2p2—  2px)  —  2p2J/  (l+2  tg22  ?)J 

équation  qui  est  de  la  forme 

P2  =  KQ, 
P  et  Q  étant  des  fonctions  du  premier  degré,  et  K  étant  une 
constante.  Sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  d'une 
parabole  dont  P  =  o  est  un  diamètre  et  Q  =  o  la  tangente  à 
l'extrémité  de  ce  diamètre. 

_  7T 

Examinons  le  cas  ou      9  =  -5-. 

o 

Alors  tg  29  =  1 

et  l'équation  précédente  devient 

(21J  -f-  2X  —  3p)2  -f-  2p  (61/  -\-  2X  —  3p)  =  o. 

C'est  une  parabole  dont  la  direction  des  diamètres  est 
parallèle  à  la  seconde  bissectrice  des  axes. 
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Les  points    de  rencontre   avec   Taxe   sont    donnés    par 
l'équation       (2X  —  3p)2  -f-  20  (sec  —  3p)  =  o 

OU  (20?  —  3p)  (2X  —  p  =  o, 

ce  qui  donne  les  deux  points 

3» 
x  =  — — 


et 


x  — 


La  première  solution  donne  un  point  C,  et  la  tangente  en 
ce  point  est  la  droite  6y  -f-  ix  —  3p  =  o. 

La  seconde  solution  donne  le  point  F,  foyer  de  la  parabole 
proposée. 

Cherchons  la  tangente  en  ce  point. 

Ayant  transporté  les  axes  au  point  F  par  les  formules 


l'équation  devient 


1     2 

(Y+X)»+j>(Y-X)  =  o, 

ce  qui  prouve  que 
la  tangente  au 
point  F,  qui  est 
donnée  par  l'é- 
quation Y  —  X 
=  o,  est  perpen- 
diculaire sur  la 
direction  des  dia- 
mètres. C'est  donc 
la  tangente  au 
sommet  de  la  pa- 
rabole trouvée  et 
le  point  F,  foyer 
de  la  parabole 
proposée,  est  le 
sommet  de  la  pa- 
Fiû-  2.  rabole  lieu  de  M. 

Son  axe  est  la  parallèle  à  la  seconde  bissectrice  menée  par 

le  point  F  (fig.  2). 
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Cette  parabole  peut  d'ailleurs  être  construite  comme  nous 
allons  l'indiquer.  Ayant  mené  par  F  des  parallèles  aux  bis- 
sectrices des  axes,  ces  droites  sont  l'une,  FR,  l'axe,  l'autre, 
FS,  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  cherchée;  F  est 
son  sommet.  Si  l'on  prend  surOx,  à  partir  de  0,  une  longueur 

OC  égale  à  —  OF,  le  point  G  ainsi  obtenu  est  un  point  de  la 

parabole  ;  et.  si  on  rabat  F  ou  F'  sur  Oy,  CFr  est  la  tangente 
en  C.  Du  point  C  on  abaisse  la  perpendiculaire  CH  sur  FS 
et  on  fait  en  C  l'angle  F'C/'  =  HGF.  Le  point  de  rencontre 
fàc  Cf  avec  FR  est  le  foyer  de  la  parabole,  qui  est  ainsi  bien 
déterminée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pelouzet,  à  Bar-le-Duc; 

ri  lion,  commis  du  bureau  de  l'intendance  militaire,  à  Montpellier. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


CONCOURS  DE  1882 

Mathématiques. 

On  donne  deux  cercles  se  coupant  aux  points  A  et  B;  une 
conique  quelconque  passanl  par  ces  points,  et  tangente  aux 
deux  cercles,  rencontre  l'hyperbole  équilatère  qui  a  pour 
sommets  en  deux  autres  points  C  et  D: 

1.  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  l'un  des  centres 
de  similitude  des  deux  cercles  ; 

2.  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passanl  par 
A  el  15.  son l  tangentes  aux  deux  cercles,  démontrer  que  le 
lieu  de  leurs  centn  sompose  de  deux  circonférences  de 
centres  B  ei   F; 

3.  Soit  "Une   conique  satisfaisant  à  la  question,  ayant  son 
centre  sur  une  des  circonférences  E  ou  F  :  démontrer  que  les 
asymptotes  de  cette  conique  rencontrent  la  circonféren 
deux  points  fixes,  situés  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles 
donnés. 
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Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est 
vertical,  et  d'un  tore  dont  l'axe  est  horizontal. 

L'axe  du  cylindre  se  projette  horizontalement  en  un  point 
c,  situé  à  65  millimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre  xy  ; 
le  rayon  du  cercle  de  base  est  38  millimètres. 

Le  centre  du  tore  se  projette  horizontalement  en  un  point  o, 
situé  à  58  millimètres  delà  ligne  de  terre- et  verticalement 
en  un  point  o',  situé  à  78  millimètres  de  la  ligne  de  terre. 
La  ligne  de  rappel  00  est  à  droite  du  point  c,  à  une  distance 
de   54  millimètres. 

La  projection  horizontale  de  l'axe  du  tore  rencontre  la 
ligne  de  terre  xy  en  un  poinl  si  Lue  à  o4  millimètres  à  droite 
du  point  de  renconlre  de  xy  avec  00'. 

Le  rayon  du  cercle  générateur  du  tore  est  de  22  milli- 
mètres, et  la  distance  de  son  centre  à  l'axe  de  5 1  millimètres. 

On  demande  : 

De  représenter  ce  qui  reste  du  tore  entaillé  par  le  cylindre; 
de  tracer  les  parties  vues  et  les  parties  cachées  des  contour-', 
apparents. 

De  développer  sur  la  droite  de  l'épure  la  portion  de  sur- 
face cylindrique  qui  limite  le  corps. 

D'indiquer  à  l'encre  rouge  ou  bleue  les  constructions 
nécessaires  pour  déterminer  un  point  de  l'intersection,  et  la 
tangente  en  ce  point;  un  point  du  développement  de  la  courbe 
d'intersection  tracée  sur  la  surface  d'un  cylindre  et  la  tan- 
gente  en  ce  point  ;  un  point  du  contour  apparent  vertical  du 
tore,  et  la  tangente  en  ce  point. 

Les  tangentes  seront  tracées  à  l'encre  rouge  ou  bleue. 

On  prendra  la  ligne  de  terre  xy  parallèle  aux  grands  côtés 
de  la  feuille,  à  i3o  millimètres  du  bord  inférieur. 
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ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 


CONCOURS  DE  1882 

Mathématiques. 

Soit  un  point  fixe  donné  P,  ayant  pour  coordonnées  a  et  6 
par  rapporta  deux  axes  rectangulaires  ox  et  oy;  et  soient 
A  et  B  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  P 
sur  ces  deux  axes.  On  considère  les  courbes  du  second 
ordre  tangentes  aux  deux  axes  en  ces  points  À  et  J3.  Du 
point  P  on  mène  à  chacune  de  ces  courbes  deux  normales 
variables  PM  et  PM'. 

1.  Déterminer  l'équation  de  la  droite  MM'  qui  joint  les 
pieds  des  normales  variables,  et  démontrer  que  cette  droite 
passe  par  un  point  fixe. 

2.  Déterminer  l'équation  de  la  courbe  C,  lieu  des  points 
M  et  M'.  Construire  la  courbe  C,  dans  l'hypothèse  a  =  26, 
au  moyen  de  coordonnées  polaires  ayant  le  point  0  pour  pôle. 

Physique. 

1.  On  a  un  miroir   sphérique  formé  par  un   ménisque  en 

verre  dont  on  a  étamé  ou  argenté  l'une  des  faces.  Les  rayons 

réfléchis  par  cette  face  doivent  traverser  deux   fois  la  face 

antérieure  qui  estime,  d'abord  en  entrant,  puis  en  sortant. 

Quel  doit  être  le  rapport  du  rayon  de  courbure  de  ces  deux 

surfaces  du  ménisque  pour  que  ce  système  fasse  l'effet  d'un 

miroir  plan?  On  examinera  les  différents  cas  qui  peuvent  se 

présenter.  On  donnera  l'expression  du  rapport  cherché  dans 

le  cas    général,  en  désignant   par  n  l'indice  du   verre;  on 

3 
supposera  ensuite  n  =  — . 

Comme  d'habitude  on  ne  considère  que  les  rayons  centraux 
et  on  néglige  l'épaisseur  du  verre. 

2.  Pour  déterminer  la  valeur  du  kilogramme,  on  a  mesuré 
exactement  le  volume  d'un    cylindre   et   l'un   a    cherché  la 
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perte  de  poids  qu'il  éprouve  quand  on  le  plonge  dans  l'eau. 
Soit  V  le  volume  du  cylindre  en  décimètres  cubes  et  à  zéro, 
et  soit  P  sa  perte  de  poids  dans  l'eau,  mesurée  nécessai- 
rement en  unités  arbitraires,  puisque  les  poids  métriques 
n'étaient  pas  encore  connus.  On  demande  d'établir  l'équation 
exacte  de  la  pesée,  et  d'en  déduire  la  détermination  du 
kilogramme. 


ECOLE  CENTRALE 


PREMIÈRE  SESSION  1885 

Géométrie  analytique. 

X2  w2 

Soit  — - — | — jr, 1=0  l'équation  d'une  ellipse  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  soient  x  et  $  les  coor- 
données d'un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par 
les  points  de  contact  M  et  M'  des  tangentes  menées  du 
point  P  à  l'ellipse,  et  par  les- points  Q  et  Q'  où  celle  ellipse 

<yX  É  il 

est  rencontrée  par  la  droite  — ■ -, 1-  u.  =  o.  —  Dis- 

a-  u- 

poser  du  paramètre  <j.  et  de  l'autre  paramètre  variable  que 

contient  l'équation  générale,  de  manière  qu'elle  représente 

uue  hyperbole  équilalère,  passant  par  le  point  P. 

On  fait  mouvoir  le  point  P  sur  la  droite  représentée  par 
l'équation  x  -j-  y  =  /,  et  on  demande  : 

1°  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de  l'ellipse  sur 
la  droite  QQ'; 

2°  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des  cordes  MM' 
etQQ'. 

Démontrer  que  ce  dernier  lieu  passe  par  deux  points  fixes, 
quel  que  soit  l,  et  déterminer  ces  points.  —  Chercher  pour 
quelles  valeurs  de  /  ce  lieu  se  réduit  à  deux  droites,  et  déter- 
miner ces  droites. 
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Physique  et  chimie. 

1.  On  a  deux  baromètres  fixes,  A  et  B,  formés  de  deux 
Lubcs  cylindriques  fermés  à  la  partie  supérieure  par  des  sur- 
faces planes. 

Dans  une  première  expérience,  à  la  température  de  o°,  la 
'ion  étant  mesurée  dans  les  deux  baromètres  par  une 
colonne  de  mercure  H,  et  la  longueur  de  la  chambre  baro- 
métrique de  A  étant  l,  on  introduit  dans  cet  espace  vide  une 
quantité  d'air  qui  fait  baisser  le  mercure  de  h  dans  le  tube. 
le  niveau  étant  supposé  constant  dans  la  cuvette. 

La  température  et  la  pression  changent  alors  ;  la  pression 
lue  au  baromètre  B  est  devenue  H';  la  colonne  de  mercure 
de  A  a  une  hauteur  H'  —  h'.  A  quelle  température  a  été 
faite  cette  deuxième  expérience  ?  —  On  négligera  la  dilatation 
des  tubes,  du  mercure  et  de  la  règle  qui  a  servi  à  effectuer 
les  mesures. 

Coefficient  de  dilatation  de  l'air  :  y.  =  o,oo3665. 

Exemple  numérique  :  H  =  76  cent.       H'  =  64  cent. 

/  =  14  cent.        h'  =  4  cent.  129. 
h  =  6  cent. 

2.  Indiquer  sommairement  la  préparation  de  l'acide  sulfu- 
reux, et  donner  les  formules  qui  la  représentent. 

3.  Combien  faut-il  de  litres  d'air  (à  0°  TCO  millimètres) 
pour  brûler  "20.  7o  de  souf 

Equivalents  en  poids:  S  =  16;  0  =  8 

Poids  du  litre  d'oxygène  à  o°  et  760""":  1  gr.  43 

ÉPURE 

Hyperboloïde  à    une  nappe,  entaillé  par  quatre  sphères.  — 
L'hyperboloïde  à  son  axe  (z.  z)  vertical,  à  om,io5  du  plan 
vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  la  cote  de  son  centre  esi 
rayons  de  son  collier  (r,  r)  el  de  sa  trace  hori- 
zontale (hj  oui  respectivement  om,oo8  et  om.oq5  de  longueur. 
sphères,  donl  li  1  .1  dans  le  plan  du  collier 

i/-,  r),  touchent  le  plan  horizontal  aux  extrémités  (au  a\) 
(a,,  a'.,)  (a3,  a'j)  (a*i  "'J  des  deux  diamètres  du  cercle  (6)  res- 
pectivement parallèle  el  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 
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On  demande  de  construire  les  projections  des  intersections 
de  l'hyperboloïde  avec  les  sphères. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  les  parties  de  la 
surface  de  l'hyperboloïde  qui,  placées  a  l'extérieur  des  sphè- 
res, sont  comprises  entre  le  plan  horizontal  de  projection  et 
le  plan  horizontal  P',  à  la  cote  o'Vyi.  On  indiquera,  à  l'en- 
cre rouge,  les  constructions  employées  pour  obtenir  un  point 
quelconque  de  l'une  des  lignes  d'intersection  et  la  tangente 
en  ce  point. 


ENSEIGNEMENT  CLASSIQUE 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1882 
Mathématiques  spéciales. 

On  donne  une  ellipse,  et  un  point  P  situé  dans  son  plan. 

1°  Trouver  le  nombre  des  cercles  osculateurs  a  l'ellipse, 
tels  que  chacune  des  cordes  communes  à  l'ellipse  et  à  ces 
différents  cercles  passe  par  le  point  P; 

2°  Trouver,  pour  chaque  position  du  point  P,  combien  de 
'ces  cercles  osculateurs  sont  réels; 

3°  Démontrer  que  les  points  de  contact  de  ces  cercles 
osculateurs  et  de  l'ellipse  sont  sur  un  même  cercle; 

4°  Trouver  l'enveloppe  E  des  cercles  C  quand  le  point  P 
décrit  l'ellipse  donnée; 

5°  La  courbe  E  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe 
d'une  série  de  cercles  qui  coupent  à  angle  droit  un  cercle 
fixe,  et  dont  les  centres  sont  sur  une  conique. 

Chercher  de  combien  de  manières  différentes  la  courbe  E 
est  susceptible  de  ce  mode  de  génération. 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  une  sphère  0  et  un  cercle  fixe  G  sur  cette  sphère  ; 
et  on  considère  tous  les  cônes  qui  passent  par  le  cercle  C 
et  qui  coupent  la  sphère  suivant  un  cercle  G'  de  grandeur 
constante. 


—  215  — 

1°  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  de  tous  ces 
cônes. 

2°  Parmi  ces  cônes,  on  prend  ceux  qui  ont  leur  sommet 
hors  de  la  sphère,  et  qui  sont  tels  que  le  cercle  de  sortie  G' 
ne  rencontre  pas  le  cercle  fixe  G,  et  l'on  considère  sur  chacun 
d'eux  les  génératrices  situées  dans  le  plan  principal  perpen- 
diculaire au  plan  du  cercle  G.  Déterminer  les  angles  que  font 
ces  génératrices  avec  le  plan  du  cercle  C,  sachant  que  le 
volume  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  cercles  G  et  G 
est  équivalent  au  volume  d'une  sphère  de  rayon  connu  a. 

Étudier  les  variations  de  ce  volume  quand  le  sommet  du 
cône  se  déplace  dans  l'espace. 

Pourrait-on,  en  modifiant  convenablement  l'énoncé,  appli- 
quer les  formules  trouvées  au  cas  où  le  sommet  du  cône  est 
à  l'intérieur  de  la  sphère,  la  condition  relative  aux  cercles 
G  et  G'  restant  la  même  ? 

Composition  de  licence. 

Gonnaissant  le  mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport  à 
un  système  de  comparaison,  ainsi  que  le  mouvement  absolu 
de  ce  système,  déterminer  l'accélération  absolue  du  point. 

Application.  —  Un  trièdre  trirectangle  Oxyz  tourne,  avec 
une  vitesse  constante  co, autour  de  l'une  de  ses  arêtes  Os,  qui 
est  verticale.  Un  plan  P,  passant  par  l'arête  Oy  et  faisant 
avec  le  plan  xOy  un  angle  constant  dont  la  tangente  est 


/ 


— ,  est  entraîné  avec  le  trièdre. 


Déterminer,  par  rapport  au  trièdre,  le  mouvement  de  deux 
points  matériels  pesants  À  et  B,  assujettis  à  se  mouvoir  le 
premier  sur  Ox,  le  second  dans  le  plan  P.  Ces  deux  points 
ont  chacun  une  masse  égale  à  l'unité,  et  ils  exercent  l'un 
sur  l'autre  une  attraction  égale  au  produit  de  leur  distance 
par  2o)2. 

Quelles-,  doivent  être  les  circonstances  initiales  pour  que 
la  trajectoire  relative  du  point  B  soit  une  parabole?  On 
négligera  l'influence  des  résistances  passives,  el  l'on  ne  tien- 
dra pas  compte  de  la  rotation  de  la  terre 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


30.  —  On  considère  l'équation  du  quatrième  degré 

Ace4  -f  Bec3  -f  Ccc2  -f  Dec  +  E  =  o. 
Soient  xx,  x2,  x3,  cc4  les  racines  de  cette  équation. 

1.  On  propose  de  démontrer  que  l'on  pose 

T1    /Y*  1   ,    /y»    /Y* 

(xl  -f  x2)(x3  +  ec4)  ' 
l'équation  transformée  est 

PzS  _J_  QS2  +  R3  _{_  S  =  o, 

en  posant  P  =  BCD  —  B2E  —  D2A, 

Q  =  2BGD  4-  4ACE  —  3B2E  —  3D2A  —  Cs, 
R  =  BCD  -f-  8ACE  —  3B2E  —  3D2A, 
S  =  4AGE  —  B2E  —  D2A . 

2.  Expliquer  le  résultat  qu'on  obtient  quand  on  "suppose 
G  =  o. 

3.  Démoutrer  que  si  l'on  considère  le  réseau  quartique 

Ace*  +  Bec3*/  +  Gx-if  -f  Bxf  -f-  Eif  =  o, 

ces  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmonique  si  l'on  a 

2G3  =  9BGD  +  72AGE  —  27B2A  -  27D2A. 

(G.  L.) 

31.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy; 
sur  Ox,  deux  points  fixes,  P,  Q  ;  par  ces  points  P,  Q,  on  fait 
passer  une  infinité  de  cercles  G,  et  l'on  imagine  les  hyper- 
boles H  qui  ont  pour  asymptotes  Ox,  Oy  et  sont  tangentes 
à  G.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  courbes  HetC. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 
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ÉTUDE 

sur  l'équation  et  sur  la  forme  rixaihe 
du  quatrième  degré 

Par  M.  ii d'hier. 
[Suite  et  fin,  voir  pages  149  et  197.) 


Puisque  les  quatre  points  représentés  par  /'=  o  donnent 
lieu  à  trois  involutions,  il  y  a  trois  manières  d'opérer  la 
réduction  à  la  forme  canonique. 

Supposons  d'abord  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  réels  et 
rangés  de  gauche  à  droite  dans  l'ordre  alphabétique;  les 
deux  involutions  (AB)  (CD)  et  (AD)  (BC)  auront  leurs  foyers 
réels,  l'involutiou  (AG)  (BD)  dont  les  segments  empiètent 
l'un  sur  l'autre  aura  ses  foyers  imaginaires.  Donc  il  y  aura 
deux  transformations  réelles  et  une  imaginaire. 

Si  les  quatre  points  sont  imaginaires,  il  y  aura  évidem- 
ment une  seule  transformation  réelle,  celle  qui  répond  à 
l'involulion  déterminée  par  les  deux  couples  de  points  con- 
jugués. 

Même  observation  si  deux  des  points  sont  réels  et  les 
deux  autres  imaginaires  ;  l'involulion  déterminée  par  le 
couple  réel  et  le  couple  imaginaire  aura  seule  ses  foyers 
réels. 

Il  est  facile  de  voir  ce  qui  arrive  quand  il  y  a  une  ou 
deux  racines  doubles;  nous  n'insisterons  pas  sur  ses  cas 
particuliers. 

Remarquons  seulement  que,  dans  le  cas  de  la  racine 
triple,  la  réduction  à  la  forme  bicarrée  n'est  plus  possible. 
Mais  alors  en  appelant  X  le  facteur  triple,  Y  le  facteur 
simple  et  on  prenant  pour  nouveaux  points  fondamentaux 
les  deux  points  déterminés  par  les  équations  X  =  o,  Y  — o, 
la  forme  devient  simplement  A  Y. 

Revenons  maintenante  l'équation  (9)  qui  donne  les  nou- 
veaux   points    fondamentaux;    en    éliminant   a  entre   cette 

JOOBKAL   Dl    KATfl.    SPÉC.    1881.  jq 
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équation  et  la  résolvante  <j.s  —  lu  =  2J  ==  o.  on  aura  évi- 
demment uue  équation  du  sixième  degré  en  x  et  en  y  qui 
donnera  à  la  fois  les  couples  de  points  doubles  des  trois 
involutions.  Nous  allons  voir  que  la  forme  du  sixième  degré 
aiusi  obtenue  u'est  autre  chose  que  le  covariant  T  dont  il  a 
été  question  plus  haut. 

Si  l'on  cherche  le  hessien  de  la  forme  réduite,  comme  les 
secondes  dérivées  ne  renferment  que  des  termes  en  x% 
et  y2,  on  voit  que  ce  hessien  se  présentera  aussi  sous  la 
forme  canonique  bicarrée.  Donc  les  nouveaux  points  fonda- 
mentaux O  et  O'  jouissent  par  rapport  aux  quatre  points  A', 
B',  G',  D'  donnés  par  H  =  o  des  mêmes  propriétés  que  par 
rapport  aux  points  f  =  o;  ils  sont  aussi  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  doux  des  couples  que  l'on  peut  former 
avec  ces  points  A',  B',  0',  D'. 

Maisona    ^  =  -L-  +  -J-  =  JL  +  J- 
etparsulte    _±:-  =  -Jr  +  ^  +  _ir  +  --L7. 

De  même    — -  =  7777  +  77^  +  T^r  + 


00'         OA     '    OB'    '     00     '    OD" 
En  d'autres  termes  0'  est  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques de  0  par  rapport  aux    points  /*=  o  et    aux  points 
H  =  o. 

Il  en  résulte  que  0  est  un  point  commun  aux  premiers 
groupes  polaires  de  0',  par  rapport  aux  points  f  =  o  et  H  =  o 
et  réciproquement  0'  est  un  point  commun  aux  premiers 
groupes  polaires  de  0.  Donc  enfin  les  six  points  dont  il  a 
été  question  tout  à  l'heure  ne  sont  autre  chose  que  les  points 
donnés  par  l'équation  T  =  o.  On  voit  en  même  temps  que 
les  covariants  T  et  0  sont  identiques. 

—  Nous  avons  rattaché  la  réduction  à  la  forme  canonique 
à  la  méthode  de  Ferrari  ;  ce  n'est  pas  ainsi  que  l'on  procède 
habituellement;  mais,  comme  on  va  le  voir,  les  calculs  sont 
à  peu  près  les  mômes.  Soient  A,  G,  E  les  coefficients  de  la 
forme  réduite;  on  peut  supposer  que  la  substitution 
x=xX  +  pY,j/  =  aX  -f-  p'Y, 
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qui  donne  la  forme  canonique,  ait  un  déterminant  égal  à  l'u- 
nité; alors  les  invariants  I  et  J  se  reproduisent  identique- 
ment et  l'on  a 

AGE  —  G3  =  J,        AE  +  3C2  =  I, 
I  et  J  ayant  des  valeurs  connues. 

Ces  relations  donnent  par  l'élimination  du  produit  AE 
l'équation  4C!  —  IC  -f- J  =  o.  (10) 

Maintenant  le  hessien  de  la  transformée  étant 
H  =  ACX4  +  X2Y2(AE  —  3C2)  -f  CET*, 
on   constate  que  GF  —  H  ou,   ce   qui  est  la  même  chose. 
G/( ce,  y)  —  H(as,  y)  donne  le  carré  du  produit  des  nouvelles 
variables  X  et  Y,  savoir  X2Y'(gG2  —  AE). 

D'après  cela,  après  avoir  trouvé  une  des  racines  G  de  l'é- 
quation (10),  on  forme  la  différence  Cf(x,  y)  —  H(a%  y),  et 
on  trouve  le  carré  d'un  polynôme  du  second  degré  dont  les 
facteurs  linéaires  en  x  et  y  sont  précisément  X  et  Y. 

Mais  on  voit  que  l'équation  4C3  —  CI  -f-  J  =  o  n'est  autre 
chose  que  la  résolvante  u3  —  al  4-2J  =  o,  dans  laquelle  on 
a  remplacé  y.  par  2C.  Les  deux  méthodes  rentrent  donc  au 
fond  l'une  dans  l'autre;  la  seule  différence  est  dans  le  pro- 
cédé employé  pour  calculer  les  facteurs  X  et  Y. 

VII.  — Relations  entre  la  forme  du  quatrième  degré  et  ses 
covariants. 

Prenons  la  forme  réduite 

f=ax*  -\-6cx-1f  -\-eyx. 
Les  invariants  I  et  J  sont 

I  =  ae  -j-  3c2,      J  =  ace  —  c;). 
Ou  a  ensuite 

H  =  [J'y.  —  (  fl-yy  =  acx*  -f  {ae  —  3c«)a*Y  +  cey> 
T  =  /X  -/,'HJ  =  8(ac  -  gc*)xy(ax*  -  ey*) 
ou  simplement  T  =  xy(axl  —  ey'). 

L'élimination  de  x  cl  y  entre  les  équations 

xfé\  +  y'fw  =  o    et    x'Cj  +  y'fp  =  o 
donne 

P  =  ^ac*x*  —  xhf  (6ac*e  -f  3cl  —  e2)  -f-   qc'ey'i 
Enfin  l'élimination  de  x  et  y  entre 
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x'fx  -f  y' t'y  =  °   et    œ'Hx  +  y"Ky  =  O 

donne  0  =  T, 

ce  qui  devait  être  d'après  le  paragraphe  précédent. 

L'inspection  des  formules  précédentes  montre  d'ahord 
que,  si  G  =  o,  c'est-à-dire  si  la  forme  donnée  peut  se  réduire 
à  la  somme  de  deux  quatrièmes  puissances,  l'invariant  J  est 
nul.  Réciproquement,  lorsque  J  =  o,  l'équation  (10) 

4G3  —  CI  +  J  =  o 
a  une  racine  nulle. 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suilisante  pour  qu'une 
forme  du  quatrième  degré  soit  réductible  à  la  forme 

axi  -f-e»/4, 
c'est  que  les  quatre  points  qu'elle  représente  soient  en  si- 
tuation   harmonique,    condition    exprimée   algébriquement 
par  J  =  o. 

Les  formes  /"et  H  déterminent  sur  la  droite  représentative 
une  involuiion  du  quatrième  ordre,  et  on  peut  reconnaître 
que  les  quatre  points  P  =  o  constituent  un  des  groupes  de 
cette  involulion,  c'est-à-dire  que  P  peut  se  mettre  sous  la 
forme  V~r"  V^- 

C'est  ce  que  montre  l'inspection  des  premiers  et  des  der- 
niers coefficients  de  f,  H  et  P;  si  l'on  a 
40c3  =  la  -\-  p.ac, 
on  a  aussi  4ec3  =  le  -J-  jxce. 

Donc  on  peut  déterminer  1  et  \x  par  les  équations  d'identifi- 
cation 1  -f-  pc  =  4c3, 

6Xc  -j-  [*(ae  —  3c2)  —  oV  —  3c4  —  6ac2<> 
qui  donnent  [x  =  ae  -J-  3c2  =  1, 

X  =  c  —  ace  =  —  J. 

On  a  donc  P  =  IH  —  if. 

Cette  relation,  dont  la  démonstration  serait  bien  difficile  eu 
opérant  sur  la  forme  non  réduite,  subsiste  lorsqu'on  fait  une 
transformation  linéaire;  comme  H  est  alors  multiplié  par 
(ap'  —  a'(2)2,  carré  du  déterminant  de  la  substitution,  I  par 
(0$'  —  a'p)*  et  J  par  (op'  —  a'(S)6,  on  voit  que  P  est  multiplié 
par  (ctfi  —  a.'$Y. 

Lorsque  l'équation  (' =  o  a  une  racine  double,  il  eu  est 
de  même  pour  H  =  o.  Effectivement  le  discriminant  I3  —  in  J2 
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devient  pour  la  forme  canonique  ae(gc2  —  ae)2.  Il  peut  être 
nul  de  trois  manières.  Si  a  ou  c  sont  nuls,  H  contient  y2  ou 
x2  en  facteur,  le  facteur  double  de  f  se  retrouve  dans  H. 
Si   9c2   —  ae  =  o,  f  et  H  prennent  la   même  forme  ;  on  a 

f  =  —  (ax2  +  3cy2)2,  H  =  —  (ax2  +  3cy2)2.  C'est  le  cas 

des  deux  racines  doubles.  On  peut  donc  dire  que  les  con- 
ditions pour  que  f=  o  ait  deux  racines  doubles, sont  que 
les  coefficients  de  /'et  de  H  soient  proportionnels.  Cela  étant 
vrai  aussi  pour  la  forme  générale  dont  le  hessien  est 
H  =  x\ac  —  b2)  -f  2X*y  {ad  -   bc)  +  x2y2(ae  +  2bd  —  3  c2) 

-|-  2xy3{be  —  cd)  -f-  y*(ce  —  d2), 
les  conditions  s'écriront 

ac  —  62  ad  —  bc  ae  -f-  2bd  —  3c2  be  —  cd 

a  2b  bc  2(1 

ce  —  dî 


e 
elles  se  réduisent  à  deux,  nmrae  on  peut  le  vérifier. 

Quand  /"admet  un  facteur  triple,  la  forme  canonique  est 
x3y ,  comme  nous  l'avons  vu,  et  le  hessien  devient  œ4;  il 
est  la  quatrième  puissance  du  facteur  triple. 

Enfin  quand  /"est  une  quatrième  puissance  parfaite,  on  ;i 
à  la  fois  soit  a  =  o,  e  =  0,  soit  c  =  0,  e  =.  0.  Les  coefficients 
du  hessien  s'évanouissent  identiquement,  et  par  suite  les 
conditions  pour  que  f  =  o  ait  une  racine  quadruple  peuven  ! 
s'écrire,  dans  le  cas  général 

ac — b2  =  ad  —  bc  =  ae  -f-  2bd  —  3c2  =  br  —  cd 
=  ce  —  d2  =  o  ; 
ces  conditions  se  réduisent  à  trois. 

Nous   avons  trouve    pour  le  covnriant  T    l'expression 

xy(ax*  —  ey')  ou  xy  (x*\  a  —  yye)\xya  -f-  !/Ve)* 

Les  six  points   représentés  par  T  =  o  se  partagent  donc 

en  trois  couples;  le  premier  xy  —  o  se   compose  des    deux 

points  fondamentaux  qui  se  rapportent  à  la  forme  canonique 

Ce  sont  les  points   doubles  de  l'inrolution  déterminée   par 

les  points  racines  des  trinômes  asc"  -f-  î/2(3  c  -f-  \J 9c2  — 
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et  axz  -f-  if  (3c  —  y/V2  —  oe),  en  lesquels  se  décompose  la 
forme  axK  -\-  bcx'hf  -f-  exf. 

On  vérifie  sans  peine  que  les  points  xya  —  \f\J  =  o 
et  xy  a  -J-  xf\l  e  —  osont  les  points doublesdes  deux  autres 
involutions  que  l'on  peut  fonder  avec  les  points  f  =  o. 

C'est  une  vérification  de  ce  que  nous  avons  démontré  plus 
haut  par  des  considérations  géométriques. 


NOTE 
Principe  de  Correspondance  par  M.  CHASLES  (*) 


Lemrae  I  —  Lorsqu'on  a  sur  une  droite  L  deux  séries  de 
po/'nls  X  et  u,  tels  qu'à  un  point  X  correspondent  a  points  u, 
et  à  un  point  u.  S  points  X,  le  nombre  des  points  X  qui  coïnci- 
dent avec  des  points  correspondants  u  est  (oc  -f-  p). 

En  effet,  en  représentant  par  a;  et  u  les  distances  des  poinls 
des  deux  séries  à  une  origine  fixe  prise  sur  L,  on  a  entre  ces 
distances  une  relation  telle  que 

x$  (A.u*  +  Bu*~{  —  ...)  +  x^  (AV  +  B'na_1  —  . . .) 

+  ...  =o 
et  les  points  x  qui  coïncident  avec  des  points  correspondante 
u  sont  déterminés  par  l'équation 

kxa+  ?  +  (B  -f  A')  œ*+M  -f  . . .  =  o. 

Il  suffit  donc  de  prouver  que  le  coefficient  A  du  premier 
terme  de  cette  équation  n'est  pas  nul. 

Or  si  le  point  u  est  supposé  à  l'infini,  l'équation  entre  x  et 
u  devient 

rf(A  +  2j-  +  ...)  +  a*"  (a'+4  +../)+...  =o 

ou  Ax.s  +  A'«'3-,-f...  =0. 

(*)Nous  publierons  dans  notre  prochain  numéro  une  reproduction  d'un 
mémoire  de  M.  Chasles.  mémoire  relatif  au  nombre  de  points  d'intersection 
de  deux  courbes  d'ordre  quelconque.  Ce  mémoire  repose  sur  le  principe  de 
correspondance  que,  pour  ce  motif,  nous  avons  reproduit  ici.  G.  L. 
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Il  doit  toujours  y  avoir p  points  x  correspondants  à  u,  et 
par  conséquent  le  terme  Ace-  existe  nécessairement  dans 
cette  équation. 

Donc. . . 

Mais  il  est  possible  que  les  (x  -}-  p)  points  ne  satisfassent 
pas  tous  au  sens  précis  de  la  question,  c'est-à-dire  qu'il  s'y 
trouve  ce  qu'on  appellerait  en  analyse  des  solutions  étran- 
gères. Il  peut  s'y  trouver  aussi  des  solutions  appartenant  aux 
coniques  exceptionnelles,  et  qu'on  doit  écarter.  L'examen  à 
ce  sujet  ou  la  vérification  est  toujours  facile  dans  chaque 
question. 

Lemme  II.  —  Lorsque  deux  séries  de  droites  X  et  U  passent 
par  un  même  point,  si  à  une  droite  X  correspondent  x  droites  U, 
et  à  une  droite  U,  p  droites  X,  il  existera  (x-f-  p)  droites  X  qui 
coïncideront  avec  des  droites  correspondantes  U. 

Ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate  du  précédent, 
car  on  peut  supposer  que  les  droites  X  et  U  soient  déterminées 
par  deux  séries  de  points  x  et  u  situés  surune  même  droite  L. 

QUESTION  D'EXAMEN 


FOYERS   DES   CONIQUES   CONSIDÉRÉES  COMME   UNICURSALES 

1.  —  L'équation  d'une  conique  étant  définie  par  les  formules 
t  t2 

I  —  t-  I  —  t- 

déterminer  les  foyers  de  cette  courbe. 

On  peut  résoudre  cette  question  par  une  première  méthode 
que  nous  ne  ferons  qu'indiquer. 
Imaginons  les  formules 

a  +  ht  A-  et1  al  -f  b't  -f  cT- 

x  = r ■  u  = 


-   a  -f-  pt  -f-  y/1  ■  a  +  pt  +  y'2 

On  sait  que  si  t  varie,  le  point  (x,  y)  décrit  une  conique  U; 
soient  x,  y'  les  coordonnées  d'un  foyer  F    de  cette  courbe, 
La  définition  même  du  foyer  exige   que  la  fonction  V  : 
V=  (x-x')'  +  (!/-  !/')% 
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soit  un  carré  parfait.  Or  on  peut  écrire    V    de   la   manière 
suivante  : 

V(a  +  pt  -f  yt2Y-  =  [(a  —  aœ')  -f  (6  —  $x')t  +  (c  —  Tx')*2]2 

+  [(«'  -  «Y)  +  (&'  -  PyV  +  (c'  -  tjjW 

V  sera  un  carré  parfait  si  le  second  membre  de  cette  éga- 
lité, qui  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  t  de  la  forme 

kt'*  -f  B/3  4-  C/2  +  Vt  +  E, 
est  lui-même  un  carré  parfait.  En  exprimant  cette  condition 
on  trouve  entre  les  coefficients  deux  relations  qui  détermi- 
nent x'  et  y'.  La  résolution  de  ces  équations  conduit  en  gé- 
néral à  des  équations  du  quatrième  degré,  et  l'on  sait  en  effet 
que  la  recherche  des  foyers  est  un  problème  du  quatrième  degré. 
Mais  ce  problème  est  quadratique,  c'est-à-dire  qu'il  peut  se 
résoudre  par  des  équations  du  second  degré  seulement.  On 
devra  donc,  puisque  la  chose  est  possible,  décomposer  les 
premiers  membres  des  équations  trouvées  en  facteurs  du 
second  degré. 

Mais  la  méthode  que  nous  allons  indiquer  maintenant 
donne  lieu,  généralement,  à  dt-s  calculs  plus  simples. 

2  —  Nous  raisonnerons  sur  l'exemple  particulier  que  nous 
nous  sommes  donné  ;  mais  il  va  sans  dire  que  le  raisonne- 
ment que  nous  allons  faire  s'applique  aux  formules  les  plus 
générales  de  cette  question. 

Cherchons  d'abord  l'équation  générale  des  tangentes  à  la 
conique  U  :  soit  y  =  mx  -f-  n 

une  pareille  droite,  l'équation 

f1  =  mt  -f  n(i  —  f) 

ou  /2(i  4"  n)  —  mt  —  n  =  o 

doit  avoir  ses  racines  égales;  on  a  donc 

m2  4-  4n(n  -}-  i)  =  o 

ou  (211  4-  1)2  =  1  —  m2. 

L'équation  cherchée  est  donc 

y  =  mx +  - •  (!) 

3.  —  Ceci  posé,  par  un  point  x'y'  du  plan  cherchons  à 
mener  une  tangente  à  la  conique  U.  Le  coefficient  angulaire 
de  cette  droite  est  une  des  racines  de  l'équation 


(y  —  ™x'  +  —) 
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i  \2         î  —  m2 


4 
ou 

m*  (t  + x'2  )  " 2mx  ( y' + t")+ (/ +  ^-)2_  -L= °- 

On  sait  d'ailleurs  que  les  coefficients  angulaires  des  lan- 
gentes  issues  du  loyer  sont  +  «  et  —  i;  en  d'autres  termes 
l'équation  précédente  doit  se  réduire  à 

m2  -j-  i  =  o , 
si   l'on  suppose  que   a',  //'  désignent    les    coordonnées    du 
foyer  cherché.  Il  faut  donc  d'abord  que  le  coefficient  de  m 

soit  nul,  ce  qui  peut  arriver  en  supposant,  soit  y'  -I =  o, 

o 

soit  x  =  o. 
L'équation  est  alors 

La  première  hypothèse  donne 

m2(i  -j-  4.x''2)  —  i  =  o 
et  comme  m'1  —  —  i 

2X-  -J-   I   =  O. 

On  a  donc  les  deux  foyers  imaginaires  Ft,  F2, 


xx  ==  v \  x9  = 


F,  . 

L'autre  hypothèse  donne 

wa   ,  /  ,      [  y      i 

/    .    .     i  V 

ou 


('+f)'-p 


et  l'on  a  ainsi  les  deux  foyers  réels  F8;  F4, 

,  xz  =  o  !  xk  =  o 

;        '+V7      '''  .  -yM 

//i  = 7-  y*  = ! — 


4.  —  Hbus  voulons   maintenant    revenir  sur  la   première 
méthode  indiquée  dans  celte  note  pour   faire    une  remarque 
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qui  a  pour  Lut  de  rendre  cette  méthode  très  rapide   et   très 
pratique,  quand  on  la  dirige  comme  nous  allons  l'indiquer. 

11  faut  observer  que  la  fonction  Vqui,  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer,  est  une  fonction  du  quatrième  degré  en  /,  se 
présente  sous  la  forme  remarquable  d'une  somme  de  deux 
carrés;  abstraction  faite,  bien  entendu,  de  son  dénominateur 
qui  est  un  carré  parfait.  Or  il  est  facile  de  trouver  les  con- 
ditions pour  que  la  somme  des  carrés  de  deux  trinômes  du 
second  degré  soit  un  carré  parfait. 

Supposons  que  l'on  ait  identiquement 
(px*  +  qx+  r)»  +  (px*  +  q'x  +  r'f  =  (P.c2  -f  Qx  +  R)2  (A), 
et  considérons  l'équation 

(p  +  p'î>2  +  (g  +  q'i)x  +  r  +  ri  =  o  ;        ^B) 
elle  admet  deux  racines  de    la    forme  a  -f-  Ph  pour  l'une, 
a'  -f-  p'i  pour  l'autre. 

L'équation  (A)  étant  une  identité,  ses  deux  membres  pren- 
nent la  même  valeur,  réelle  ou  imaginaire,  quand  on  donne 
à  x  une  valeur  quelconque,  réelle  ou  imaginaire.  Il  en  résulte 
que  P(a  -f-  ftY  +  Q(a  +  P»)  +  R  =  o 

et  comme  P,  Q,  R  sont  des  quantités  supposées  réelles,  on 

2Pap  -f  Qp  =  o  )  ,r 
aUFa  P(a2  -  p»)  -f  Qa  +  R  =  o  i  ( 

p  n'est  pas  nul,  car  si  p  et  p'  étaient  nuls  à  la  fois,  l'équation 
B  admettrait  deux  racines  réelles  a,  a  ;  et  on  pourrait  en 
conclure  que  les  deux  équations 

px1  -{-  qx  -\-  r  =  o, 
p'x2  -f-  qx  -f- r  =  o, 
auraient  les  mômes  racines.   Dans  cette  hypothèse  on  sait 

n  q  y 

que  J-r  =-?r  =  — r.  et  le  premier  membre  de  l'égalité  A  est 
p  q  r 

visiblement  un  carré  parfait. 

Ainsi  [3  et  p'  ne  sont  pas  nuls  simultanément  et  nous  pou- 
vons supposer  p  différent  de  zéro.  Les  relations  (C)  deviennent 
2Pa  -f  Q  =  o, 
IV-  -f-  Qa   -f-  R  =  P|32. 
D'ailleurs  P  n'est  pas  nul.  On  a,  en  effet, 
P2=p2  +  2>'2 
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cl  l'on  ne  pcul  avoir  P  =  o  si  l'on  n'a  pas,simultanénient, 

p  •=.  o  oL  p  =  o  ;  mais  alors  la  fonction  proposée  ne  sérail 
plus  que  du  second  degré  en  x,  et  l'on  retomberait  ainsi  dans 
un  problème  connu. 

On  a  donc  y.  =  —  — =r- 

2? 

et  par  suite  4  P'-f/2  =  4PR  —  Q2. 

On  trouve  de  même 

a  =  -  -%-  et   4  P2p  =  4PR  -  Q2, 
2P  , 

par  suite  (i2  —  p'a  =  o. 

Si  l'on  suppose  8  =  p'  les  deux  racines  de  (B)  son  t  a -j-  [3 
et  a  -f-  pi.  D'ailleurs  l'équation 

(p  —  pi)  x-  —  (q  —  q'i)  x  -f-  r  —  r'i  =  o  (B') 

aura  pour  racines  celles  de  (B)  quand  on  y  change  i  en  —  i, 
et  les  racines  du  premier  membre  de  l'égalité  A  sont  a  -f-(3* 
et  y.  —  pe.  Quanta  l'hypothèse  43  =  —  8',  elle  conduit  à  la  même 
conclusion.  En  eiïet,  les  deux  racines  de  (B)  sont  alors 
y.  -f-  $i  et  x  —  fji  et  celles  de  (B')  s'obtenant  par  le  change- 
ment de  i  en —  i,  comme  nous  venons  de  le  faire  remarquer, 
seront  donc  a  —  8/  et  a  -f-  ftt. 

La  somme    des   racines   de   l'équation    (B)    ou    (B')     est 

donc  réelle:  le  rapport  — — ; — —.  n'est  réel  que  si  l'on  suppose 
p  +  pt 

—  =  -—  ;  de  plus  le  produit  (7.  4-  6/)(a  —  80  est  aussi  réel 
p         p 

,„  ,        .     '   r  r'  p         q         f 

et  1  on  trouve  de  même  —  =  —7-;  on  a  donc  -V  =  -7-  =  — - 

p  p  p  q  r  • 

C'est  le  cas  particulier,  évident  à  priori,    déjà    signalé  plus 

haut. 

Mais  alors  dans  le  cas  général  il  faut  donc  que  l'équation 
(B)  n'admette  que  la  racine  (a  -f-  [3i)  ;  et  (B')la  seule  racine 
(x  —  [3i).  Iyi  d'autres  Ici  mes.  il!)  et  (B')  doivent  être  des 
carrés  parfaits. 

De  cette  remarque  on  déduit 

(q    \-  r/V)2  =4  {p  -f  p'i){r  -f  r'ï)  j 
el  de  celle-ci  on  déduit  les  deux  conditions 
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T  —  4P''  =  <î-  —  W'ï  (G) 

et  ^  qq'  =  2  (/;/  +  rp').  (D) 

Ces  formules  résolvent  le  problème  proposé  dans  le  cas  le 
plus  général  qu'il  comporte. 

5.  —  Appliquons-les  au  problème  numérique  et  particu- 
lier que  nous  avons  résolu  tout  ù  l'heure.  Le  polynôme  en  /. 
qui  doit  être  un  carré  parfait,  est  ici 

[t'-x'  +  t-xj  +  [(y'+  i)t*-yj. 

Les  formules  (C)  et  (D),  que  nous  venons  d'établir,  donnent 
ici  1  +4  œ'2  =  ty'iy'  +  0 

x'(y'r+  0  -f-œy  =  o. 

Celte  dernière  se  décompose  en  deux: 
x'  =  o  et  iy  -f-  1  =  o. 

En  prenant  successivement  l'une  et  l'autre  de  ces  deux 
équations,  on  trouve  bien  les  quatre  foyers,  deux  réels,  deux 
imaginaires,  obtenus  précédemment. 


QUESTION  13 

.Solution  par  il.  E.  Devin,  élève  de  mathématiques  spéciales 
au  lycée  Charlemagne. 


Étant  donnés  deux  points  A  et  B  d'une  parabole  inconnue  et 
la  droite  A,  axe  de  cette  courbe,  on  abaisse  sur  A  les  perpen- 
diculaires AA',  BB'  ;  puis  on  trace  les  droites  AB',  BA'  qui  se 
coupent  en  un  certain  point  G.  Démontrer  que  si  par  le  point  G 
on  mène  une  parallèle  à  l'axe  A,  cette  droite  rencontre  AB  en 
un  point  qui  appartient  à  la  tangente  au  sommet,  ce  qui  permet 
de  déterminer  simplement  ce  sommet.  (G.  L.) 

Nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  l'axe  de  la  para- 
bole et  sa  tangente  au  sommet. 

Soient  x  et  y'  les  coordonnées  du  poiut  A,  x"  et  y"  les 
coordonnées  du  point  B;  l'équation  de  AB  est 

.      y— y"  , 

y-y  =  g'-g"  (*-*)• 

Elle  rencontre  l'axe  Oy  en  un  point  I  tel  que 


01  =  y  - 
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II  -  y" 


x  —  x 


nr        xi/   —  yx 
ou  01  =  — ~ — — •  (I) 

ce  —  X  v   ' 

D'ailleurs  les  points  A  et  B  étant  sur  la  parabole  on  a  : 

y*  =  2px        et    y"-  =  2px". 
Remplaçant   dans   (1)  x'   et  x"  par  leur  valeur   tirée   de 

ces  équations,  on  a  01  =  —r^-r — tt- 

y  +  /y 

L'équation  de  AB  est 

y(x'  —  x")  =  y'x  —  y'x. 
Celle  de  BA'  est 

y{x  —  x")  =  —  y"x  -f  x'y". 
La   parallèle  à  Ox  menée   par   le  point  G,  commun   aux 
deux    droites  AB'  et  BA',  s'obtient  en    ajoutant  membre  à 
membre    ces     deux   équations,    après     avoir    multiplié    la 
première  par  y"  et  la  seconde  par  y',  ce  qui  donne 

y(y'  +  y"Kn  —  x")  =  (x'  —  x")n'y"  ; 

d'où  ;/rr-       yy    „  _  01. 

J      y  +y" 

Donc  la  droite  AB  et  la  parallèle  à  A  menée  par  le 
point  C  rencontrent  bien  la  tangente  au  sommet  de  la  para- 
bole inconnue,  au  même  point  I. 

Cette  remarque  permet  de  déterminer  le  sommet  et  la 
taugenle  en  ce  point  d'une  parabole,  quand  on  connaît 
deux  points  et  l'axe  de  cette  courbe. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vazou,  au  collège  Rollin  ; 
Griffon,  à  Montpellier;  Chevasson   et  Dnpuis,   à  Lons-le-Saulnier;  Ossilon.  à 

Versailles. 


QUESTION  19 

Solution  par  M.  Devin,  élève  au  lycée  Charlemagne. 


On  donne  un  cercle  <1  cl  une  droite  D,  qui  rencontre  le  cercle 
en  O  et  es/  perpendiculaire  à  son  plan.  Soit  A  un  point  du  cercle 
et  soient  sur  lu  droite  1)  ileux  points  Bel  B  dont  lu  dislance  uu 
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point  0  est  égale  à  la  dislance  de  ce  point  0  au  point  A.  On  mène 

les  droites  AB,  AB'. 

Trouver  le  lieu  de  ces  droites.  C'est  une  surface  du  quatrième 

degré.  Etudier  les 
sections  faites  par 
des  p  la  n  s  para  lié  les 
au  plan  des  xy. 

1 .  —  Nous  pren- 
drons pour  axe  des 
z  la  droite  D,  pour 
axe  des  xle  dia- 
mètre OP  du  cer- 
cle donné  et  pour 
axe  des  y  la  tan- 
gente à  l'extrémité 
0  de  ce  diamètre. 

Dans  ce  système 
les    équations    du 
cercle  donné  sont 
iz  =  o  (1) 

(  x-  -j-  y2  —  2Rœ  =  o 
en  désignant  par  R  le  rayon  de  ce  cercle. 

Soient  x',  y',  o  les  coordonnées  du  point  A,  qui  est  variable 
sur  le  cercle  (1),  et  X  la  longueur  OA: 
on  a  OA  =  OB  =  OB'  =  X. 

Les  équations  de  la  droite  AB  sont 

x  —  x  y  —  y'  z 


(2) 


x'  y'  d 

D'ailleurs  le  point  A  étant  sur  le  cercle  (1),  on  a  les  relations 
x'*  +  y*  =  X2  (3) 

[  z  =  o  <  'u 


x                   y 

—  d 

celles  de  AB'  sont 

x  —  x          y  —  y 

z 

et 


(  •'■  '"  4~  y'2  —  2ïfcc  =  o. 

L'équation  du  lii  udécrit  par  les  droites  AB,AB' s'obtiendra 
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en  éliminant  x,  y',  X  entre   les   secondes  des  équations  (2) 
par  exemple,  et  les  conditions  (3)  et  (4). 

Gomme  d'ailleurs  les  équations  (2)  ne  diffèrent  que  par 
le  signe  de  X,  et  que  dans  l'élimination  on  doit  élever  d  au 
carré,  il  est  indifférent  de  prendre  les  premières  ou  les  se- 
condes des  équations  (2). 

On  eu  déduit  l(x  —  x')  =  zx'  ;  (o) 

de  (3)  et  (4)  on  tire  X2  =  2Ra?', 

„  •  ,  X* 

d  OU  X   =  — =r~. 

2K 

Remplaçant  dans  (o)  on  a: 

,r        xa  -î  _     x*_ 

alX        2RJ  ~  ~'  "2R  • 
ou,  en  vertu  de  (4), 


x 


2R       J  4R2       7 

et  comme  la  condition 

x"1  -f-  y"1  —  2R*'  =  o 
exige  %  =  o. 

on  a  x  =  x' 

et  y  =  y, 

par  suite  pour  le  lieu  des  droites  AB  et  AB' 

[x2  +  y2  —  2Rœ]a  =  z*(x*  -f  y2), 
ou  en  désignant  par  (/  le  diamètre  du  cercle,  on  a  enfin 

[a-  +  yi  __  dx]*  =  z*(x*  +  j/a). 

2.  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'étudier  la  section 
de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy;  pour 
cela  il  faut  couper  par         2 :"■=  h 

et  l'aire  varier  h. 
Faisant  z  =  h  dans  l'équation  de  la  surface  on  a 
[a*  +  y'  -  ,/.,f  =  fca(œa  +  y"),   ^ 
et  sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  générale  des  con- 
choïdes  du   Cercle  ou  limaçon  de  Pascal. 

3.  —  Les  deua  génératrices  qui  partent  d'un  point  B 
quelconque  de  D,  sont  telles  que  L'on  a 

li\  =BA'  =  BO. 

Par  suite  OA  =  OA' 
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et  la  trace  du  plan  de  ces  deux  génératrices  sera  parallèle 
à  OY,  car,  OA  et  OA'  étant  des  cordes  égales  du  cercle  C 
et  issues  du  même  point  0,  AAr  est  parallèle  à  la  tangente 
OY. 

Soit  H  le  point  de  rencontre  de  AA'  avec  OX;  posant 

OH  =  À,  OB  =  [a, 
l'équation  du  plan 
de  ces  deux  droites 
est 

—    +-=,! 

X  u 

mais  X  et  a  sont 
liés  par  une  rela- 
tion de  condition, 
car  on  doit  avoir 
0A  =  OA  =  ;,.. 
Par  suile  dans  le 
triangle  rectangle 
OHA,  on  a  en  désignant  par  x'  et  y'  les  coordonnées  du 
point  A  situé  sur  les  cercles 

À2  -j-  y"1  =  y-2 
et  aussi  X2  -f-  y'2  =  2RX 

ou  a2  +  y"1  =  dl  ; 

d'.où  je  déduis  y-2  =  dX. 

L'équation  du  plan  considéré  en  fonction  d'un  seul  para- 
mètre variable  sera  donc 

dx  z 

TT  +  —  =  i  •  (a) 

A*  A 

Cherchons  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  surface  trouvée 

(os»  4.  y"-  —  dx)*  =  z2  (&  -f  xf).  (S) 

Si  nous  éliminons  %  entre  ces  deux  équations  (a)  et  ((3), 
nous  aurons  la  projection  de  cette  intersection  sur  le  plan 
des  xy. 

Faisons  cette  élimination. 
On  a  en  tira  ni   z  de  (a) 

du  a-  —  dx 
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Remplaçant  dans  p  on  a 

X2(.x2  4-  y2  —  dx)2  =  (X2  —  (te)*^2  -f  y2) 
ou  en  simplifiant 

\2(x2  +  y2)[y  +  y2  —  X2]  +  f/2x2[X2  —  {x2  -f  y2)]  =  o 
ou  [X2(x2  -f  .v2)  —  d2x2][x2  -f-  y2  —  X2]  =  o. 

La  première  solution 

K(x*  -f  y2)  —  d2a32  =  o 
représente  les  projeclions  OA  et  OA'  de  deux  droites  AB  et 
A'B  qui  appartiennent  en  effet  au  plan  et  à  la  surface. 

La  seconde  solution        y2 -f- y2  =  X,2  (y) 

est  la  projection  de  la  conique  d'intersection  du  plan  et  de 
la  surface.  Cette  éqnalion  représente  un  cercle  dont  le  centre 
est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  est  égal  à  X. 

On  peut  donc  considérer  ces  coniques,  mobiles  dans 
l'espace,  comme  étant  les  sections  faites  par  le  plan  mobile  (x) 
dans  le  cylindre  droit  représenté  par  l'équation  (y). 

Si  donc  nous  inscrivons  dans  ce  cylindre  une  sphère  tan- 
gente au  plan  (a),  le  foyer  de  la  conique  sera  le  point  de 
contact  de  cette  sphère  et  du  plan  (a).  C'est  ce  poim  dont 
nous  allons  chercher  le  lieu  géométrique.  Pour  cela  l'équa- 
tiun  d'une  sphère  inscrite  dans  le  cylindre  (a)  est 

x2  +  y2  +  (z  —  v.)2  =  X2,  (8) 

y.  étant  la  dislance  de  son  centre  à  l'origine  (son  centre 
est  sur  oz). 

Mais  cette  sphère  est  assujettie  à  être  tangente  au  plan  (a). 

Soient  donc  (x,  y',  z')  les  coordonnées  du  point  de  contact, 

dont  nous  cherchons  le  lieu;  le  plan  langent  en  ce  point  à  la 

sphère  8  est 

xx  -f-  yy  -f-  z{z  —  u.)  -\-  a2  —  X2  —  us'  =  o        (1) 

et  ce  plan  doit  se  confondre  avec  le  plan  (a)  dont  l'équation 

dx     ,     z 

est  — +T=" 

X  X2 

ou  x  A — -  z r  =  °  •  (2) 

d  a 

Identifions  ces  deux  équations. 

Pour  cela,  ayant  écrit  la  première 

r+?'  y  + y-  + x- =  0' 
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on  a  pour  l'identification 

y'  =  o 

z  —  y.  I2 

x  d 

\xz   -f-  X2  —  a2  X2 


et 


x  d 

La  première  de  ces  relations  prouve  d'abord  que  tous  les 
points  du  lieu  sont  dans  le  plan  des  zx. 

On  aura  donc  l'équation  du  lieu  en  éliminant  les  paramètres 
X  et  [*  entre  les  équations 

z  —  ix  X 


x  d 

H(g  -  y)  +  À2    =    À» 


(3) 
(4) 


et  l'équation  du  plan    — — I-  -r-  =  i .  (o) 

A2         '         À 

De  (3)  et  (4)  on  déduit    \j.x  -f-  \d  =  Xx 

X(x  —  rf) 

X 

Remplaçant  dans  (4)  on  a 

X(x  —  d) 


x  X 


ou 


x  d 

zx  —  X(x  —  d)  X 


x2  d 

ou  dzx  =  l(x-  -}-  rfx  —  rf2). 

Remplaçant  X  par   cette  valeur  dans    l'équation  (o)  on  a 
pour  le  lieu 

dx  z 

L  _ =   I 

d2z2x2  dzx 


(x2  -f  dx  —  d2)2         x2  +  dx  —  tr- 
ou (x*  -\-  dx—  d1)-  -f-  s2(x2  +  (£r  —  d2)  =  dx: 
ou  (x2  -j-  dx  —  rf2)2  =  rf2^2  —  z2x* 

(x2  -f  <&»  —  d2)2 


ou  enfin 


d-  —  x2 


4.  —  C'est  une  courbe  du   quatrième  degré,    symétrique 
par  rapport  à  l'axe  des  x.  Si  l'on  écrit  son  équation  sous  la 
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(x2  -j-dx  —  (Pf 

forme  z- =  —— — — r- 

(d  —  x){d  -\-  x) 

on  voit  que  les  droites  x  =  d  et  x  =  —  d  sont  des  asymptotes 
de  la  courbe  ;  d'ailleurs  elle  n'a  pas  d'autres  asymptotes. 

Ces  droites  séparent  aussi  le  plan  en  régions;  comme  on 
doit  avoir  (d  —  x)(d  -{-  x)  <  o, 

la  courbe  est  donc   comprise   tout     entière  entre  ces  deux 
droites. 

Si  l'on  cherche  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
l'axe  des  z,  on  trouve  les  deux  points 

z  =  d    et    z  ■=■  —  d. 

L'intersection  avec  ox  est  donnée  par  l'équation 
[x1  -f  2  Ras  —  4R2]2  =  o 
qui  prouve  d'abord  que  ces  points  de   rencontre,  s'ils  sont 
réels,  sont  des  points  doubles  de  la  courbe. 

Résolvons  l'équation  du  second  degré 
x2  -j-  2R0C  —  4R1  —  o, 

—  R±^R2  +  4R2, 
on  a  x  = 


1 
d'où        x  =  R(/5  —  1)    et    X"  =  -R(}r5  +  1). 

A  la  valeur  x  correspond  un  point  double  réel  A,  dont 
la  distance  OA  à  l'origine  est  égale  au  double  du  côté  du 
décagone  régulier  convexe  inscrit  dans  le  cercle  donné. 

A  la  seconde  valeur  x"  correspond  un  point  double  isolé, 
car  les  tangentes  en  ces  points  sont  imaginaires,  et  de  plus, 
comme  on  a  ^5  -f-  1  >  2,  ce  point  est  en  dehors  des  deux 
droites  x  =  d  et  x  =  —  d.  C'est  donc  bien  un  point  double 
isolé. 

Pour  avoir  les  tangentes  au  point  double  A,  nous  pouvons 
transporter  les  axes  en  ce  point  par  les  formules 

z=Z 

*=x  +  R(v/r-i> 

L'équation  étant 

_.=  Pc  -  r(n/5~-  i)]8[.e  +  R(>/r+  o? 

5  4R2  —  CD" 
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x*[x  +  2r(\/~)]2 

on  aura  z%  = = —== — 

4R2_[x  +  R(v/5  -i)]a 

et  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  au  point  double  A 

Z2 

sont  donnés  par  la  limite  de  -=—  pour  X  =  o. 


Or  on  a      -=—  = 

.A. 

et  pour  X  =  o  on  a 


[x  +  2R(^/5)]2 


4R2_[x  +  R(v/5  -i)]2 


limit  -^r—  = 


4R<V/S  )! 


10 


-RfYJ.i)  jffi 


4R«  — R<\/5  —  i)2        (\/5  — i) 

_   b(\/J~+  i) 


On  a  ainsi  les  deux  tan- 
gentes OT  et  OT'  à  la 
courbe    au  point  A. 

Quant  au  point  double 
isolé,  il  est  à  une  distance 
de  l'origine  égale  au  dou- 
ble du  côté  du  décagone 
régulier  étoile  inscrit  dans 
le  cercle  donné.  Il  est  en 
R.  sur  la  partie  négative 
de  l'axe  Ox. 

La  courbe,  qui  est  d'ail- 
leurs symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  Ox,  a  donc  la 
forme  que  lui  donne  la 
fitrure  ci-contre. 


5.  —  Il  faut  maintenant 
étudier  les  parties  qui  pro- 
viennent réellement  de  foyers  de  coniques. 

Les  foyers  étant  donnés  par  des  sphères  inscrites  dans  un 
cylindre  droit  ayant  pour  équation 

x2  +  y2  =  x2 

et  la  plus  grande  valeur  de  X  étant  X  =  d>  les  points  limites 


dC: 
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parties  correspondant  à  des  foyers  réels  seront  donnés 


en  coupant  la  surface  par  le  cylindre 
x2  -f  \f  —  d2. 
On  a  alors,  pour  avoir  la  projection  de  cette  intersection 
sur  le  plan  des  zx,  l\  résoudre  les  deux  équations 

x2  -\-  y2  =  d2 
et  (x-  -f  >f  —  dxf-  =  z2(x-  +  y2). 

D'où  l'on  déduit      d2(d  —  x)  =  z2d2 
ou  z2  =  (d  —  x)2, 

ce  qui  donne  les  deux  droites 

z  -f-  x  =  d 

c'est-à-dire  les  parallèles 
aux  bissectrices  des  axes 
passant  par  les  points  D 
et  D'  et  les  points  de  ren- 
contre de  cesdroites  avec 
la  courbe  sont  les  points 
limites  de  parties  corres- 
p  mdant  à  des  foyers  réels. 

Par  suite,  dans  la  figure 
ci-contre  la  partie  en  trait 
plein  correspond  aux  foyers 
réels  et  la  partie  en  poin- 
tillé correspond  aux  foyers 
imaginaires. 

On  peut  remarquer  que 
ces  deux  droites  de  sépa- 
ration ne  sont  autre  chose 
que  les  tangentes  issues  du 
point  limite  13  à  la  para- 
bole 

8*  -f-  <±dx  =  o, 

qui  est  l'énvel  »ppe  des  traces  d^s  plans  de  section  sur  le 
plan  des  %x,  car  l'équation  générale  des  plans  de  section 
est  X'  —  Xji  —  dv  —  o, 

qui  représente    la  trace,  sur  le  plan  des  zx,  des  plans  en 
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fonction  du  paramètre  X.  L'enveloppe  de  ces  traces  est  bien 
la  parabole  s2  -f-  \dx  =  o. 

Nota. —  La  même  question    a  été  résolue  par   MM.  Therel,  à  Versailles; 
Griffon,  à  Montpellier. 


QUESTION  27 


En  désignant  par  V  l'angle  aigu  ou  obtus  des  asymptotes  de 
l'hyperbole,  angle  dans  lequel  se  trouve  la  courbe,  démontrer  que 

v/B2  —  AC  sin  6 
tffV  = 


A  +  C—  2B  cos  0 

s  étant  égal  à  ±  i ,  et   son  signe  étant  le  même  que  celui  du 

discriminant. 

L'équation  de  l'hyperbole  étant 

œ2  y2 

"ô*         "b2"""  l' 

sil'on  pose   u   =    o2  —   h2,    l'hyperbole   est   équilatère    si 

m  =  o,  mais   nous  supposons  u  différent  de  zéro  et  nous 

nous  proposons  de  décider,  d'après  l'équation  générale 

Ax2  -f  2Bxy  +  Gif  -f  2~Dx  -f  2ÏÏy  +  F  =  o       (1) 

et  sans  opérer   sa   réduction,  si  la  courbe  est  située  dans 

l'angle  aigu  ou  dans  l'angle  obtus    de    ses  asymptotes  ;  on 

pourrait  dire  si  l'hyperbole  est  aiguë  ou  obtuse. 

a? 
Le  premier  cas  est  réalisé  quand  — -  est  plus  grand  que  i , 

a- 
quand  u  est  positif  par  conséquent;  l'autre  quand -7— est 

plus  petit  que  i,ce  qui  correspond  à  l'hypothèse  u  <  o. 
Or  l'on  sait  que  les   axes  de  la  conique  (1)  sont  donnés  par 
l'équation, 

(A  +  C  —  2B  cos  0)A    _,        .   ,      A2 
R4  —  v — — —  R2  —  sin2  0 =  0    (2) 

dans  laquelle  on  a  supposé,  suivant  l'usage; 
A    B     D 


A  = 


B    G    E 
D    E    F 


A    B 

B     G 
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Les  nombresa2  et  —  o2  étant  les  racines  de  (2),  on  a  donc 

t       h,         (A  +  C  -  2B  cos  8)A  ■ 

a  —  0"  = p •  (3; 

Le  signe  de  a-  —  b2.  celai  de  u  en  d'autres  termes  dépend 
donc  uniquement  du  signe  du  produit  (A  -f-  G  —  2B  cos  0)A  : 
or  la  formule  connue 

\/B2— AG  .  sinO  .  v/B2  —  AG  sin  6 

ta:  V  =  -+-    ,v  ,    ,, =  H-  A  -  v 


A  +  C  —  2Bcosô  ~  A(A-f-C—  2BcosO) 
prouve  que  si  l'on  suppose  V  <  go°,  par  suite  a-  —  62  positif; 
comme  l'on  a  d'après  la  formule  (3)  A(A  -J-  G  —  2B  cos  8)  <  o, 
il  faudra  prendre  le  même  signe  que  A.  On  voit  de  même 
que  si  V  est  obtus,  il  faut  encore  prendre  le  signe  de  A.  La 
formule  qui  donne  l'angle  des  asymptotes,  en  définissant 
ainsi  celui  qui  comprend  la  courbe,  est  donc 

y/B2  —  AC  sin  0 
tir  V  =  s      v 


A  -f-  G  —  2B  cos  6 
1  étant  -f-    1    ou —   1,  savoir  -\-    1  si  le  discriminant  est 
positif,  —  1  s'il  est  négatif. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


32.  —  On  considère  des  cercles  G  passant  par  le  sommet 
d'une  parabole  P,  et  tangentes  à  cette  courbe  en  un  point 
différent  du  sommet  : —  1.  Trouver  l'équation  générale  de 
ces  cercles  G  ;  —  2.  Trouver  le  lieu  U  des  centres.  Ge  lieu  est 
une  parabole  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement  dont 
les  coordonnées  sont  (p,  0)  ;  on  demande  de  déterminer  l'in- 
tersection  de  U  et  de  P.  (G.  L.) 

33.  —  Lieu  des  poinls  d'oii  l'on  peut  mener  à  une  conique 
quatre  normales  formant  un  faisceau  harmonique.       (V.) 

34.  — 'On  considère  deux  points  fixes  0  et  0',  et  une 
droite  A  perpendiculaire  à  00'  au  point  A;  soit  M  un  point 
quelconque  de  A  ;  on  mène  MO  et  MO'  ;  puis  à  la  droite  MO' 
on  élève  au  poinl  0'  une  perpendiculaire  qui    rencontre  OM 
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au  point  M';  on  pose  alors  MO'  =  rr,  MO  =  y,  el  l'on  considère 
un  point  I  qui  a  pour  coordonnées  x  et  y,  par  rapport  à  un 
angle  droit  donné  yox.  Trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point 
quand  M  se  meut  sur  A,  et  discuter  les  différentes  formes 
du  lieu  quand  on  donne  à  A  (ouïes  les  positions  possibles 
sur  00'.  Démontrer  que  la  courbe  est  unicursale.  (G.  L.) 

35.  —  La  question  étant  posée  dans  les  mêmes  termes, 
mais  en  supposant  cette  fois  que  A  est  parallèle  à  00', 
trouver  le  lieu  du  point  I  ;  on  distinguera  les  différentes 
formes  du  lieu  suivant  que  le  cercle  décrit  sur  00' comme 
diamètre  est  extérieur,  tangent  ou  sécant  à  la  droite  A.  On 
propose  aussi  de  reconnaître  que  la  courbe  trouvée  est  une 
courbe  du  sixième  degré  unicursale.  (G.  L.) 


NECROLOGIE 

Nous  avons  le  regret  d'apprendre  la  mort  de  MM.  Liouville, 

professeur  au  Collège  de  Fiance,  et  Briot,  professeur  à  la 
Faculté  des  sciences  de  Paris.  La  Rédaction  se  propose  de 
donner  prochainement  une  notice  sur  les  travaux  de  ces 
deux  savants,  qui  ont  occupé  une  si  grande  place  dans  l'en- 
seignement des  Mathématiques  en  France. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLK. 
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DETERMINATION  IMMEDIATE 

PAR  LE  PRINCIPE  DE  CORRESPONDANCE  (*)  DU  NOMBRE  DE  POINTS 
D'INTERSECTION  DE  DEUX  COURBES  D'ORDRE  QUELCONQUE  QUI 
SE    TROUVENT   A   DISTANCE    FINIE 

Par  M.  Chasles  (*♦). 


Celte  question  n'est  autre  que  celle  de  déterminer,  en 
algèbre,  le  nombre  des  solutions  de  deux  équations  à  deux 
inconnues;  ce  qui  exige  parfois  des  calculs  compliqués. 
Les  considérations  géométriques  auxquelles  se  prête  le 
principe  de  correspondance  (qui  s'applique  de  même  direc- 
tement à  la  question  algébrique)  évitent  ces  calculs  et 
conduisent  à  une  expression  fort  simple  du  nombre 
cherché. 

Il  suffît  de  démontrer  d'abord  ce  théorème  fondamental 
de  la  géométrie  analytique,  que  le  nombre  des  points,  réels 
ou  imaginaires,  communs  à  deux  courbes  géométriques  quel- 
conques d'ordre  p  et  p',  est  toujours  pp.  C'est  à  la  démons- 
tration immédiate  de  ce  théorème,  qui  a  offert  pendant 
longtemps  des  difficultés,  que  se  prête  le  principe  de  cor- 
respondance (de  deux  manières)  ;  et  même  la  simple  défi- 
nition des  courbes  géométriques  d'être  rencontrées  toujours 
en  un  même  nombre  de  points,  réels  ou  imaginaires,  par 
une  droite  quelconque,  suffît,  sans  qu'on  ait  à  se  servir  des 
équations  des  courbes. 

Théorème  I.  —  Deux  courbes  d'ordre  p  et  p'  ont  toujours 
pp'  points  communs}  réels  ou  imaginaires. 

Prenons  des  points  fixes  quelconques,  I  et  0.  Une  droite  IX 
rencontre  la  première  courbe  en  p  points  a  ;  les  droites 
menées  de  ces  points  au  point  0  rencontrent  la  deuxième 
courbe  en  pp'  points  a';  par  ceux-ci  on  mène  pp'  droites  IU. 


(*)  Voyez  la  noie  p.  22  J 

(**)  Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'aoadémie  dejsciencej, 

JOURNAL   DE    NATI1.    BPÉC.   18S2. 
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Ces  pp  droites  correspondent  à  IX.  De  même,  à  une  droite  IU, 
qui  rencontre  la  deuxième  courbe  en  p'  points,  corres- 
pondent pp  droites  IX.  Il  existe  donc  2  pp  droites  IX  qui 
coïncident  chacune  avec  une  droite  correspondante  IU.  pp 
de  ces  droites  sont  coïncidentes  avec  la  droite  10,  et  n'ap- 
partiennent pas  à  des  points  communs  aux  deux  courbes  ; 
mais  chacune  des  pp  autres  droites  passe  par  un  point  a  de 
la  première  courbe  coïncidant  nécessairement  avec  un  des 
points  a'  de  la  deuxième  courbe  situés  sur  la  droite  aO.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

Les  points  multiples  et  les  points  de  contact  que  peuvent 
avoir  les  deux  courbes  ne  modifient  en  rien  la  démonstra- 
tion, de  sorte  que  le  résultat  pp   est  général. 

Observation.  —  Si  les  deux  courbes  avaient  un  point 
commun  sur  la  droite  10,  ce  point  servirait,  comme  les 
autres,  à  former  le  nombre  pp'  des  solutions  étrangères; 
mais,  néanmoins,  il  compterait  aussi  dans  le  nombre  des 
points  d'intersection  des  deux  courbes  ;  car  une  droite  IX, 
infiniment  voisine  de  10,  donnerait  lieu  alors  à  une  droite 
correspondante  IU,  infiniment  peu  différente  de  IX,  et  con- 
séquemment  faisant,  à  la  limite,  une  coïncidence.  Mais,  du 
reste,  on  peut  prendre  les  deux  points  I,  0  sur  une  droite 
qui  ne  passe  pas  par  un  point  commun  aux  deux  courbes  : 
ce  qui  justifie  notre  raisonnement. 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux   courbes   d'ordre  p  et  p' 

sont  représentées  par  les  deux  équations 

(xm,  y"]P  =0,    (xm',  y"')P'  =0 
de  degré  p  et  p',  dans  lesquelles  les  puissances  supérieures  de  x  et 
y  sont  m,  11,  m',  n',  le  nombre  de  leurs  points  d'intersection, 
situés  à  distance  finie,  est 

pp'  _  (p  _  m)  (p'  _  m')  _  (p  _  n)  (p'  -   n')  —  t.). 
w  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  qui 
peuvent  se  trouver  à  l'infini,  autres  que  ceux  qui  s'y  trouvent 
sur  les   aœes  coordonnés,  en   nombre  (p  —   m)    (p'  —  m')  -f 
(p  —  n)  (p'  —  m. 

Le  nombre  total  des  points  d'intersection  des  deux  courbes 
étant  pp  (Théorème  1),  il  suffit  d'où  retrancher  leurs  points 
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communs  situés  à  1'inlini.  Au  nombre  de  ces  points  s'en 
trouvent  évidemment  (p  —  ri)  (p  —  ri)  sur  l'axe  Ox  et 
(p —  m)  (p' —  m)  sur  l'axe  Ci/.  Donc,  si  les  deux  courbes 
ont  à  l'iufini  m  autres  points  communs,  le  nombre  de  leurs 
points  à  dislance  Unie  se  réduit  à 

PP  —  {P  —  m)  (P'  —  m)  —  (P  —  n)  (P  —  n')  —  <•>• 
La  question  se  réduit  donc  à  déterminer  le  nombre  oj  des 
points  communs  aux   deux  courbes  qui  peuvent  se  trouver 
sur  la  droite  de  L'infini,  autres  que  ceux  qui  sont  représentés 
par  [(p  —  m)  (p  —  m)  +  (»  —  ri)  (//  —  ri)]. 

Or   cela   se    fait    sans   difficulté.    L'équation    de   chaque 

y 

courbe  fait  connaître,  par  une  équation  en     —     qu  on  pose 

immédiatement,  le  nombre  el  la  direction  des  points  de  la 
courbe  qui  se  trouvent  à  l'infini,  ;iiusi  que  les  tangentes  en 
ces  points.  Ces  deux  choses,  les  points  et  leurs  tangentes. 
sont  les  éléments  principaux  de  la  question. 

Deux  points  des  deux  courbes  situés  dans  une  même  direc- 
tion! déterminée  par  une  même  valeur  de  —  )  sont  deux  points 

coïncidents,  puisqu'ils  sont  à  l'infini  sur  deux  droites  paral- 
lèles; ils  comptent  donc  pour  i  dans  le  nombre  uii  Mais  si 
les  courbes  ont  en  ce  point  la  même  tangente,  elles  ont  deux 
points  communs:  le  point  compte  donc  pour  2.  Si  l'une 
des  courbes  ;i  un  point  double,  il  compte  aussi  pour  2.  cl  de 
même  pour  les  points  multiples  d'ordre  supérieur.  Si  les 
deux  courbes  oui  une  tangente  commune  en  leurs  points 
multiples  coïncidents,  «-elle  tangente  ajoute  une  unité  au 
produit  des  ordres  de  multiplicité. 

Il  peut  entrer  aussi  dans  le  nombre  w  des  points  situéâ 

sur  les  axes  coordonnés  Ox,Oy,  suit  que  les  courbes  aient  un 

contact  commun  avec  un  de  ces  axes  en  son  point  à  l'infini; 
ou  un  contact  avec  la  droite  de  l'infini  elle-même^  au  même 
point. 

Sansckercher  a  énumérer  les  différents  cas  que  peuvent 
présenter  les  condition-,  de  contact  de  deux  courbes,  je  vais 
donner  quelques  exemples  dans  lesquels  on  trouvera  toujours 
me-  \éi ification  du  résultat. 
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Voici  l'indication  du  sujet  de  chacun  de  ces  exemples. 

I.  Les  deux  courbes  ont  un  point  d'intersection  sur  la 
droite  de  l'infini  :  w  =  i . 

II.  Les  deux  courbes  ont  deux  points  communs  à  l'infini, 
dont  un  est  un  point  d'intersection  et  l'autre  un  point  de 
contact  :  w  =  i  -f-  2  =  3. 

II  bis.  Les  deux  courbes  ont  deux  points  de  contact  à  l'in- 
fini :  u  =  4. 

III.  Les  deux  courbes  ont  un  point  de  contact  à  l'infini,  et 
leur  tangente  commune  est  la  droite  de  l'infini:  w  =  2. 

IV.  Les  deux  courbes  ont  un  point  de  contact  avec  la  droite 
de  l'infini  sur  l'axe  Oj:  :  gj  =   1 . 

IV  bis.  Les  deux  courbes  ont  trois  points  de  contact  à  l'in- 
fini, dont  deux  sont  sur  les  axes  0.r,  0//  :  w  =  2  -f-  1  -f-  1  =4. 

V.  La  première  courbe  a  un  point  d'inflexion  à  l'infini;  la 
seconde  courbe  lui  est  tangente  en  ce  point  :  u=  2. 

VI.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  l'infini;  la 
seconde  courbe  passe  par  ce  point  :  w  =  2. 

VII.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  l'infini  ;  la 
seconde  courbe  passe  par  ce  point  et  est  tangente  à  l'une 
des  deux  branches  :  oj  =  3. 

VIII.  Les  deux  courbes  ont  chacune  un  point  double  en 
un  même  point  de  l'infini,  et  ont  les  mêmes  tangentes  en 
ce  point  :  w  =  6. 

IX.  La  première  courbe  a  un  point  triple  et  la  seconde 
un  point  double  en  un  même  point  de  l'infini;  les  deux 
courbes  ont  deux  tangentes  communes  enec  point;  en  outre, 
elles  ont  un  autre  point  de  contact  à  l'infini  sur  l'axe  Ox  : 
a)  =  8  -f-  1  =  g. 

X.  Exemples  pris  d'un  mémoire  de  M.  Minding  :  w  =  o. 

XI.  Du  même  :  oj  r=  o. 

XII.  Autre  exemple  de  M.  Minding  où  co  =  1  -f-  2  =  3. 
Exemples.  Faisons 

N  =  pp  —  (p  —  m)(p'  —  m)  —  (p  —  ri)(p  —  n'); 
le  nombre  cherché  sera  N  —  w. 
Soient  les  courbes 

(I)  if  —  z\fx  -f-  yx  —  1  =  0. 

y-  —  2yx  —  y  —  20;  -J-  2  =  o. 
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N  =3  6  —  2  =  4.  Les  courbes  ont  un  point  commun  à 
l'infini  dans  la  direction  de  la  droite  y  =  2J\  Leurs  tan- 
gentes en  ce  point  ne  coïncident  pas  :  aussi  w  =  1,  et 
N  —  u>  =  3.  Les  deux  courbes  ont  donc  trois  points  d'inter- 
section à  distance  finie.  Effectivement  l'équation  finale  en 
y  est  5w3  —  3y2  —  2=0. 

(II)  y'  —  jxy*  -f-  1405*1/  —8^  +  71/2  —  3cxz7/   -f    2ox- 

-{•  jy  -f-  1 3#  —  1 5  =  o 
t/2  —  6xy  -f-  Sx2  -f-  42/  —  i2x-f-  5  =  o. 
N  =  6.  Les  courbes  ont  deux  points  communs  à  l'infini, 
dans  les  directions  des  droites  y  — .  2X,  y  =  4.x  ;  le  premier 
est  un  point  d'intersection  et  le  second  un  point  de  contact 
du  premier  ordre;  la  tangente  commune  a  pour  équation 
y  =  qx  —  2;  donc  M  =  1  -f-  2,  et  N  =  3.  Donc  les  courbes 
ont  trois  points  d'intersection  à  distance  finie,  ce  qui  s'ac- 
corde avec  le  résultat  de  M.  Magnus  (Journal  deCrelle,  1843. 
t.  XXVI,  p.  366.) 

(II  bis)      ixf  —  2X2y  -f-  j/2  —  2xy  -f-  3#2  =  o 
y3  —  ce2?/  -f-  3r/2  —  xy  —  x*  =  o. 
N  =  9  —  1  =  8.   Les  deux  courbes  ont  deux  points  de 
contact  ù  l'infini;  leurs  tangentes  en  ces  points  ont  pour 

1                            3 
équations  y  =  x ,  y  =  —  x . 

Donc  (0  =  4;  N —  4  =4.  Ainsi  les  deux  courbes  ont 
quatre  points  communs  à  distance  finie  ;  ces  quatre  points 
coïncident  à  l'origine  des  coordonnées  où  les  courbes  ont 
chacune  un  point  double. 

(III)  x*  -f  2Xhj  -f  y\x  -f-  3i/2  +  y  =  o 

x2  -f-  2xy  — f—  t/2  — {—  ^c  —  y  =  o. 
N  =  6.  Les  deux  courbes  ont  un  point  de  contact  à  l'infini, 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =  —  x;  leur  tangente  en  ce 
point  est  la  droite  de  l'infini  :  w  =  2  et  N  —  u  =  4.  Les 
courbes  ont  donc  quatre  points  d'intersection  à  distance  finie. 
L'un  est  l'origine  des  coordonnées;  les  trois  autres  sont 
déterm-inés  par  l'équation  y'  -f-  61/2  -f-  6y  -f-  1  =  o. 

(IV)  y*x  —  2y-  -f-  3asy  -ffrrO. 

1/2  —  a;2  =  o. 
N==6 —  1  =5.  Les  deux  courbes  ont  un  point  de  contact 
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avec  la  droite  de  l'infini  sur  l'axe  Ox  :  «  ==  i ,  N  —  i  =4. 
Ainsi  les  deux  courbes  ont  quatre  points  d'intersection  à 
distance  finie.  Deux  de  ces  points  sont  à  l'origine  des  coor- 
données, où  la  cubique  a  un  point  double;  les  deux  autres 
sont  déterminés  par  l'équation  finale  21/2  -4-  3y  —  2  =  0. 

(IV bis)  y2x  —  21/x-  -\-  2y  -f-  x  =  o 

2y2x  —  4yx2  -f-  y  -f-  3x  =  o. 

N  =  9  —  2  =  7.  Les  deux  courbes  ont  trois  tangentes 
communes  en  trois  points  de  l'infini;  l'une  est  la  droite 
y  =  2X,  et  les  deux  autres  sont  les  axes  Ox,  Oy  :  w  =  2 
-L- 1  -}-  1  =  4.  Les  deux  courbes  ont  donc  N  —  4  =  3  points 
d'intersection  à  distance  finie.  L'un  de  ces  points  est  en  O; 
les  deux  autres  sont  déterminés  par  les  équations  finales 
3lf  —  1  =  o,  x2  —  3  =  o. 

(V)  y3  -f-  x3  —  3ayx  =  o 

y2  +  yx  -j-aœ=  o. 
N=  6.  La  première  courbe  a  un  point  d'inflexion  à  l'infini 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =  —  x;  la  tangente  en  ce 
point  a  pour  équation  y  =  —  x  —  a.  La  seconde  courbe 
passe  parle  même  point  et  a  la  même  tangente.  Donc  w  =  2 
et  N  —  w  =  4.  Ainsi  les  deux  courbes  ont  quatre  points  d'in- 
tersection a  distance  finie.  Deux  de  ces  points  sont  à  l'origine 
des  coordonnées,  où  la  courbe  a  un  point  double;  les  deux 
autres  sont  déterminés  par  l'équation  finale  2.T2  —  3ax 
_f-  16a2  =  o. 

(VI)  y3  —  3y2x  4-  3yx*  —  x3  -j-  y2  —  x2  -f  3 y  —  x  =  o 

y2  —  3yx  -f-  2X2  -f-  y  =  o. 
N=6.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  l'infini, 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =  x  ;  les  tangentes  en  ce 
point  sont  la  droite  y  =  x —  1  et  la  droite  de  l'infini.  La 
deuxièaie  courbe  passe  par  le  même  point,  et  sa  tangente 
est  la  droite  y  =  x -\-  1.  Les  deux  courbes  ont  donc  deux 
points  communs  :  to  =  2,  N  —  w  =  4.  Les  courbes  ont  quatre 
points  d'intersection  à  distance  finie,  dont  un  est  l'origine 
des  coordonnées,  et  les  trois  autres  sont  déterminés  par 
l'équation  4a;3 —  3x2  -j-  12.x-)-  3  =0. 

(VII)  y3  —  3y2x  -f-  3yx2  —  x3  -f  y*  —  x2  —  3 y  +  x  =  o 

y2  —  3yx  -\-  2X2  -f-  V  —  >> 
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N  =  6.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  l'infini 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =  x  ;  les  tangentes  en  ce 
point  sont  la  droite  de  l'infini  et  la  droite  y  =  x  -\-  i.  La 
deuxième  courbe  passe  par  ce  point  et  a  la  même  tangente, 
ce  qui  fait  trois  points  communs  aux  deux  courbes;  ainsi 
m  =  3,  N  —  o)  =  6  —  3=3,  et  les  courbes  ont  trois  points 
d'intersection  à  distance  finie.  L'un  de  ces  points  est  à 
l'origine  des  'coordonnées,  les  deux  autres  sont  déterminés 
par  l'équation  finale  3a?2  —  jx  -f-  3  =  o. 

(VIII)  ytx  —  2X2y  -f-  x3  -f-  if  —  5xy  -f-  4#s  +  21/  =  o 

2//-.P  —  4-/-(/  -\~  2X*  —  y2  -f-  5x*  -f-  4y  =  o. 

N  =  q  —  i  =8.  Les  deux  courbes  ont  chacune  un  point 
double  en  un  même  point  de  l'infini,  dans  la  direction  de 
la  droite  y  =  x,  et  ont  les  mêmes  tangentes  en  ce  point, 
lesquelles  ont  pour  équations  y  =  x  -\-i,  y  =  x  -f-  2. 

Ce  qui    fait   six  points    communs    à    l'infini  :  o>  =  6  et 

N    G)  =  2. 

Ainsi  les  deux  courbes  n'ont  que  deux  points  d'intersection 
à  distance  finie^  Ces  points  sont  à  l'origine-des  coordonnées, 
où  les  deux  courbes  sont  tangentes  à  l'axe  Ox. 

(IX)  x{y  —  x)"  —  (3y  -f  403)  (y  —  x)  +  6y  =  o 

x(y  —  a^)2  —  3x(y  —  x)  +  2y  =  o. 
N  =  i2  —  1  =  1  r.  La  première  courbe  a  un  point  triple 
à  l'infini  dans  la  direction  de  la  droite  y  =  x;  les  tangentes 
en  ce  point  ont  pour  équations 

y=x+i,  y  =  x  -f  2,  y=  œ  -f  3. 
La  courbe  est  tangente  à  l'axe  Oy,  à  l'infini. 
'  La  deuxième  courbe  est  aussi  tangente  à  cet  axe  en  ce 
point,  et  a  un  point  double  coïncidant  avec  le  point  triple  de 
la  première;  en  outre,  ses  deux  branches  sont  tangentes  à 
deux  branches  de  celle-ci  :  ce  qui  fail  huit  points  communs 
aux  deux  courbes,  et  un  neuvième  au  point  de  contact  sur 
l'axe  Oy;  ainsi  <o  =  9  et  N  —  u  =  2.  Les  courbes  n'ont  donc 
que  deux  points  communs  à  distance  finie.  Ces  deux  points 
coïncident  à  l'origine  des  coordonnées,  ou  les  deux  courbes 
sont  tangentes  à  l'axe  Ox. 

(X)  (x,2)  y*  -f-  (o*4)  if  +  (.r.5)  y  -f  ,.r.2)  f  +  (b,5)  =  o 
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(cc,8)  if  +  (a5,9)  y3  +  (œ,6)  «/*  +  (aj,4)  y2 

+  (ac,3)t/+(a;,4)  =o 
(x;oc)  désigne  un  polynôme  en  x  de  degré  a  (Minding,  Joui*nal 
deCrelle,  t.  XXII,  p.  178). 

On  ne  peut  déterminer  que  N.  On  a  N  =  6  .  1 3  —  i  .  4 
—  2  .  8=  78  —  20  =  58,  quels  que  soient  les  polynômes; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  Minding,  qui  donne 

4  .  g  -4-  —  +  —  +54-5  +  5=4.8+11  +  i5  =  58. 
22 

La  première  courbe  a  trois  points  à  l'infini,  autres  que 
les  trois  qui  s'y  trouvent  aux  extrémités  des  axes  coor- 
donnés; et  la  seconde  courbe  n'en  a  qu'un,  lequel  se  trouve 
infiniment  voisin  de  l'axe  des  x,  dû  à  ce  que  la  courbe 
est  tangente  en  ce  point  à  la  droite  de  l'infini,  de  sorte 
que  les  deux  courbes  n'auront  pas  de  points  communs 
s'exprimant  par  x  =  00  ,  y  =  00  ,  quels  que  soient  les  poly- 
nômes multiplicateurs  des  puissances  de  y;  mais  elles  pour- 
ront en  avoir  aux  extrémités  des  axes  coordonnés,  s'exprimant 
par  y  =  0,  x  =  00  ,  ou  bien  x  =  o,  y  =  ce  ,  selon  ce  que 
seront  les  polynômes. 

(XI)  bx*-if  +  ayl  +  gx*y  -j-   cxy-  +  lxz  +   ci/  +  kx2 

+  h  —  o 
QxY  +  ux2  +  oxHj  +  yz  +  a  =  o. 
'N  =  42  —  16  =  26.  La  première  courbe  n'a  qu'un  point 
à  l'infini,  autre  que  les  cinq  qui  s'y  trouvent  aux  extrémités 
des  deux  axes  coordonnés,  et  la  seconde  courbe  n'en  a  aucun  ; 
en  outre  les  deux  courbes  n'ont  pas  de  contact  sur  les  axes 
Qx,  Oy.  Donc  m  =  o,  et  les  deux  courbes  ont  leurs  vingt- 
six  points  d'intersection  à  distance  finie;  ce  qui  s'accorde 
avec  le  résultat  de  M.  Minding.. 

(XII)  bxhf  +  gxhj  +  exif  +  fif  +  kx2  +  h  =  o 

(3a?5y2  +  ux4  +  cx2y  +  7?/  +  a  =  o. 

N  =  42 —  6  —  10=  26.  Ces  deux  équations  sont  les 
mêmes  que  les  précédentes,  où  l'on  a  fait  a  =  o  et  l  =  o 
dans  la  première. 

La  première  courbe  a  l'axe  Ox  pour  asymptote  et  l'axe  Oy 
pour  asymptote  double;  en  d'autres  termes,  la  courbe  a  deux 
points  à  l'infini  sur  Ox,  et  trois  points  à  l'infini  sur  Oy. 
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La  seconde  courbe  a  une  asymptote  double  coïncidant 
avec  Occ,  et  cinq  asymptotes  coïncidant  avec  Qy,  Ainsi  les 
deux  courbes  onl  un  point  de  contael  ^c'est-à-dire  deux  points 
consécutifs)  à  l'infini  sur  l'axe  Ox,  et  un  contael  double  (trois 
points  consécutifs)  à  l'infini  sur  l'axe  Oy;  ce  qui  t'ait  w  =  i 
-f-  2  =  3.  X  —  m  =  23.  Ainsi  les  deux  courbes  ont  vingt- 
trois  points  communs  à  distance  finie. 

Les  trois  points  qui  entrent  dans  o>  forment  trois  couples 
de  solutions  des  deux  équations,  savoir 

y  =  o,  x  —  co  ;    x  =  o,  y  =■  co  ;    x  =  o,  y  =  oo . 

Ce  résultat  s'accorde  avec  la  méthode  analytique  de 
M.  Mindinff. 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


Je  me  propose  de  résoudre,  dans  les  pages  qui  suivent, 
un  problème  simple  et  sans  doute  bien  connu,  afin  d'en  tirer 
des  conséquences  assez  importantes,  et  de  jeter  un  nouveau 
jour  sur  certains  faits  de  la  géométrie  cartésienne. 

Désignons,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangles,  par 
U  =  Mx2  +  Ny2  =  o  (1) 

l'équation  d'un  faisceau  de  deux  droites  qui  a  son  sommet  à 
l'origine  des  coordonnées, 

et  par  ax  -f-  by  -f-  i  =  o  (2) 

l'équation  d'une  droite,  fixe  comme  le  faisceau,  et  qui  ne 
passe  pas  par  le  sommet  du  faisceau  ;  il  en  résulte  que  l'équa- 
tion M.r°-  +  X</2  -f  (ax  -f-  by  +  i)2  =  o  (3) 
représente  une  conique  tangente  aux  deux  rayons  du  fais- 
ceau ' 1  )  aux  points  où  ils  sent  rencontrés  par  la  droite  (2). 

Lue  droite  quelconque  du  plan  peut   être  représentée  par 

l'équation  ax  -f-  by  -f-  i  =  Ix  -f-  iJ-'J  (i) 

an  y  faisant  varier  À  el   [/.;  et  on   trouvera  sans  peine  que 

cette  droite  devient  tangente  à  la  conique  (3)  moyennant  la 

•j.- 
relation  —  -f-  ~  -f-  i  =  o  ;  (S) 
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en  d'autres  termes,  l'équation  (o)  est  l'équation  tangentielle 
de  la  conique  (3),  À  et  (u  étant  les  coordonnées  tangentieiles 
variables. 

Gela  posé,  sur  la  tangente  mobile  (4),  les  deux  tangentes 
fixes  (1)  déterminent  un  segment  dont  le  milieu  P  appartient 
à  la  droite  que  représente  l'équation 

donc,  si  on  élimine  A  et  y.  entre  les  trois  équations  (4),  (o) 
et  (6),  on  obtiendra  l'équation  cartésienne  du  lieu  du  point  P 
à  travers  toutes  les  positions  de  la  tangente  mobile.  Or,  les 
équations  (4)  et  (6)  nous  donnent  très  facilement 

,  Mœ 

A  =  a-f- 


fx  =  6  + 


Mas2  +  %a 


Mj;2  -f  Nya 

et  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (o),  nous  trouvons 
pour  l'équation  du  lieu 

U  x  [("M"  +  T  +  0  U  +  (2ax  +  2by  +  x>]  =  °   ^7) 

donc  le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  qui  se 
décompose  en  deux  coniques  :  l'une  de  ces  deux  coniques 
n'est  autre  que  le  faisceau  des  deux  tangentes  fixes,  et 
l'autre  est  une  conique  proprement  dite  représentée  par 
l'équation 

("¥  +  ir+  0  u  + {2ax  + 2blJ  +  lî  =  °-    (8) 

Or,  si  nous  comparons  cette  équation  à  celle  de  la  conique 
donnée  (3),  nous  voyons  qu'en  retranchant  (3)  de  (8),  il  vient: 

^(&Mœ-aN2/)»==o.  (9) 

Donc,  la  conique  (8)  est  doublement  tangente  à  la  conique 
donnée  (3),  et  la  corde  de  contact,  représentée  par  l'équation 

bMx  —  aHy  =  o,  (10) 

n'est  autre  chose  que  la  droite  joignant  l'origine  au  milieu 
de  la  corde  de  contact  (2);  les  deux  coniques  ont  donc  un 
diamètre  commun,  la  droite  (10),  et  se  touchent  aux  extré- 
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mités  de  ce  diamètre;  elles  sont  doue  concentriques;  et  dès 
lors  l'équation  (8)  montre  que  les  asymptotes  du  lieu  sont 
parallèles  aux  deux  droites  qui  forment  le  faisceau  (1). 

En  résumé,  nous  avons  cet  énoncé: 

Quand  une  droite  AB  roule  sur  une  conique  fixe  S,  le  milieu  P 
du  segment  AB  intercepté  par  deux  tangentes  fixes  GR  et  GS 
décrit  un  lieu  du  quatrième  ordre;  et  ce  lieu  se  décompose  en 
deux  autres  qui  sont  : 

4°  L'ensemble  des  deux  tangentes  fixes  OR  et  OS  ; 

2°  Une  conique  proprement  dite,  qui  est  concentrique  à  la 
première,  la  touche  aux  deux  extrémités  p'  et  p"  du  diamètre  GH 
qui  passe  au  point  G,  a  pour  asymptotes  les  droites  Or  et  Os 
parallèles  aux  deux  tangentes  fixes,  et  passe  en  outre  par  le 
point  m  milieu  de  Gx,  et  par  le  point  n  milieu  de  G£,  a  et  (3 
étant  les  points  de  contact  de  la  conique  primitive  avec  les  deux 
tangentes  fixes.  {Ce  dernier  résultat  est  immédiatement  visible  sur 
l'équation  (8). 

Tel  est  le  problème  que  je  me  proposais  de  résoudre;  je 
vais  en  donner  quelques  conséquences. 


Supposons  que  les  doux  droites  représentées  par  l'équa- 
tion (1)  soient  les  deux  directions  asymptotiqims  d'un  cercle, 
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eu  faisant  M  =  N,  le  point  P  sera  précisément  la  projection 
du  point  fixe  G  sur  la  tangente  mobile;  en  même  temps  le 
point  G  sera  le  foyer  de  la  conique  donnée,  et  l'énoncé 
général  donne  immédiatement  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  projections  d'un  foyer  d'une  conique  sur  les  tan- 
gentes de  cette  courbe  est  un  lieu  du  quatrième  ordre;  et  ce 
lieu  se  décompose  en  deux  auli'es  qui  sont  : 

1°  L'ensemble  des  directions  asymptoliques  de  tout  cercle  ayant 
son  centre  au  foyer; 

2°  Une  circonférence  concentrique  à  la  conique,  et  la  tou- 
chant aux  deux  extrémités  de  l'axe  focal. 

On  trouve  ainsi,  sans  aucun  artifice  de  calcul,  le  lieu 
complet,  tel  qu'il  doit  résulter  de  la  théorie  générale  des 
podaires;  seulement  le  foyer  n'intervient  que  pour  donner 
un  caractère  spécial  d'élégance  au  résultat  obtenu  dans  le 
cas  général;  dételle  façon  que  les  explications  plus  ou  moins 
rigoureuses,  plus  ou  moins  tourmentées,  que  l'on  consacre 
parfois  à  la  question  particularisée,  n'ont  plus  aucune  rai- 
son d'être;  il  est  bon  cependant  d'en  faire  une  justice  som- 
maire. 

On  explique  souvent  la  nature  du  lieu  étudié  pour  le  cas 
du  foyer,  en  remarquant  qne  le  point  P  est  à  chaque  instant 
situé  sur  une  droite  mobile  autour  du  point  G,  et  que  par 
suite  le  lieu  du  point  P  doit  passer  par  le  point  G;  mais 
nous  ferons  remarquer  : 

1°  Que  la  démonstration  du  prétendu  théorème  que  l'on 
invoque  comporte   en  certains  cas  des  objections  sérieuses; 

2°  Que  dans  les  circonstances  actuelles  ce  théorème  est 
bien  applicable,  mais  qu'il  n'explique  presque  rien;  car  il 
ne  s'agit  pas  seulement  de  montrer  que  le  lieu  passe  au 
point  G;  eùt-on  prouvé  encore  que  le  point  G  est  un  point 
double  du  lieu,  cela  ne  suffirait  pas  encore;  le  fait  essen- 
tiel, c'est  la  décomposition  du  lieu  total  en  deux  autres  ;  or 
notre  procédé  indique  immédiatement  cette  décomposition 
sans  faire  intervenir  spécialement  les  propriétés  focales. 

Il  est  vrai  que  si,  au  lieu  d'appliquer  le  pseudo-théorème 
dont  nous  parlions,  on  appliquait  en  toute  rigueur  les  pro- 
eédés  de  raisonnement  introduits   par  Poncelct  et  fortement 
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développés  par  Chastes,  et  pourvu  que  l'on  n'ignorât  pas  les 
propriétés  singulières  des  directions  asymptotiques  du  cercle^ 
on  pourrait,  en  toute  rigueur,  et  sans  calcul  écrit,  retrou- 
ver toutes  les  conclusions  de  notre  calcul;  mais  alors  on 
aurait  fait,  sous  apparence  géométrique,  toutes  nos  trans- 
formations algébriques,  en  prenant  comme  principe  directeur 
le  principe  de  continuité  de  Poncelet  ;  on  peut  donc,  si  l'on 
veut,  considérer  notre  problème  comme  une  heureuse  illustra- 
tion de  ce  dernier  principe  ;  et  cette  seule  raison  suffirait 
à  justifier  tous  les  détails  que  nous  venons  de  donner  à  nos 
lecteurs. 

Nota.  —  Pour  laissera  cet  article  son  véritable  caractère, 
nous  avons  dû  passer  rapidement  sur  certains  calculs,  et  sur 
certaines  interprétations  de  formules;  mais  nous  sommes  à 
la  disposition  de  nos  jeunes  lecteurs  pour  leur  transmettre 
des  explications  détaillées. 


QUESTION  12 

Solution  par  M.  Cartier,  élève  au  Lycée  d'Angouléme. 


On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  ;  soient  A,  A 
les  extrémités  du  grand  axe;  B,  B' celles  du,  petit  axe.  On  mené 
les  tangentes  à  l'ellipse  en  ces  quatre  points  et  une  tangente 
mobile  A  qui  rencontre  celles-ci  en  des  points  oca ',  fJ8\  Cela  posé 
on  propose  les  questions  suivantes: 

I.  Équation  générale  des  cercles  U  décrits  sur  m  comme 
diamètre. 

II.  Équation  des  cercles  V  décrits  sur  v-,'. 

III.  Quel  est  l'angle  d'anomalie  du  point  de  contact  M  de  lu 
tangente  A  quand  les  cercles  Y.  Y  sont  égaux. 

IV.  Démontrer  que  l'axe  radient  des  cercles  U,Y  n'est  autre 
chose  que  la  normale  en  M. 

V.  /'<//•  le  centre  de  l'ellipse  on  mené  une  tangente  aux  cercles 
V.  Démontrer  que  le  l'eu  des  points  de  contact  est  le  cercle 
décrit  sûr  lu  distance  focale  comme  diamètre. 

VI.  Démontrer  que  les  cercles    l  ',  Y    sont  orlhoijonuu.r. 
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VII.  Trouver  le  lieu  décrit  pur  les  points  communs.  Démon- 
trer qu'il  se  compose  de  deux  cercles  concentriques  à  l'ellipse,  de 
rayons  a  -j-  b  et  a  —  b.  (G.  L.) 

L'équation  de  l'ellipse  est 

-^  +  -^-1=0. 
a2   ~    b2 

Soit  9  l'anomalie  correspondant  à  un  poiut  quelconque  M 

de  cette  ellipse. 

La  tangente  en  ce  point  est 

—  cos  v~\--r-  sin  9  —  1=0.  (A) 

a  r       0 

,        ,    b  (  1  —  cos  o) 
Le  point  a  a  pour  abscisse  a  et  pour  ordonnée 


sin  cp 

.     ,                  1      •        a  ( l  —  Sln  ?) 
S  a  pour  ordonnée  cet  pour  abscisse ■ — ,  a    a  pour 

1  COS  cp 

t      .        a  (1  4"  sin  9) 
ordonnée —  6  et  pour  abscisse  ■ . 

cos  9 

1°  Le  cercle  correspondant  U  a  son  centre  en  u  dont  l'or- 
donnée est  — : ;  son  rayon  est 


/,    /      b             ,     r  —  cos  9  y       l/  „    .    ro    cos2 
a'2  +    — b : '-)  =  y  a2  4-  62  -— ■ 
V  sin  9                   sin  9       /         '  sin2 


o 
L'équation  générale  des  cercles  U  est  donc 


b     \2      /  .    .    ,.   cos2  9 


x*  +  (y : —    aa4-68  T  )  =  o 

1    V  sin  9  /        \  sin2  9  / 

b  .  . 

ou  œ2  -4-  V5  —  2  — : V  —  c2  =  o .     (u) 

sm  9 

2°  On  trouve  de  même  l'équation  générale  des  cercles  V. 

a 

xz  4-  V2  — 2 x  4-  c*  =  o.  v) 

1    J  cos  9         ' 

3°  Lorsque  les  cercles  sont  égaux  aa   =  ffi 

ou  B'(ï  —  Bfi  =  ±  27. 

a(i  +  sin  9)  g(i  —  sin  9) 

ou =  ±:  2a; 

cos  9  cos  9 

d'oîi  cos  9  =  +  sin  9 

(  +  45° 
c'est-à-dire  9  =         .       Cn 
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Ou  pourrait  prévoir  ce  résultat  en  remarquant  que  lorsque 
oa  =  pp',  la  tangente  (A)  est  parallèle  à  l'une  des  diagonales 
du  rectangle  des  axes,  car  on  a  ou  a|ï  =  aY,  ou  aV  =  ry/. . 

4°  L'axe  radical  des  deux  cercles  (w)  et  (v)  est 
ax  bij       _ 

cos  cp  sin  <p 

C'est  la  normale  au  point  cp. 

5°  L'équation  (v)  montre  que  la  longueur  de  la  tangente 
menée  de  l'origine  à  ce  cercle  est  c.  Le  lieu  des  points  de 
contact  est  donc  le  cercle  décrit  sur  la  distance  focale  comme 
diamètre. 

Lrs  tangentes  issues  de  l'origine  à  (u)  sont  imaginaires  ; 
le  carré  de  leur  longueur  est  —  c2  comme  le  montre  (u).  Le 
lieu  des  points  de  contact  est  donc  le  cercle  imaginaire 
concentrique  à  l'ellipse  et  passant  par  les  foyers  imaginaires 
de  cette  conique. 

6°  Pour  prouver  que  (u)  et  (o)  se  coupent  orthogonalement, 
il  suffit  de  montrer  que  (3  et  p'  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  y.  et  -/ ;  ou  que  fa  et  (3'  le  sont  par  rapport  àD 
et  E;  on  le  voit  facilement,  on  a  en  effet 
B'p'  X  B'p\  =  B'D2  =  a2 

car        IJY  =   a^+silï?)         Ffc  =   a(l  ■     Sin  ?) 


COS  Cp  COS    CD 

7°  Pour  avoir  le  lieu  décrit  par  les  points  communs  à  (u) 
et  (v),  on  pourrait  éliminer  cp  entre  (u)  et  (v). 

Opérons  autrement. 

La  droite  OÀI,  qui  fait  avec  0./-  l'angle  cp,  coupe  le  cercle 
(u)  en  deux  points  dont  les  distances  p  à  0  sont  données  par 
l'équation  p2  —  26c  —  c-  =  o, 

obtenue  en  remplaçant  dans  (u)  .r2  -f-  y2  par  p2,  — r —  par  p. 

Elle   coupe    le    cercle    (v)   en    deux    points    dont   les  dis- 
tances à  0  sont  de  même  les  racines  de 

p2  —  2CL0  -f  C9  =  O. 

Ces  deux  équations  oui  une  racine  commune  p  =  a  -j-  6. 
Elle  correspond  à  un  point  commun  P  aux  deux  cercle-. 
Le  lieu  de  ce  poinl  est  donc  le  cercle 

P  —  a  -f-  6. 
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Les  deux  autres  racines  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires ;  donc  les  deux  points  F,  G  sont  équidistants  de  0; 
la  valeur  absolue  de  ces  racines  est  a  —  b.  Donc  le  lieu  des 
points  F  et  G  est  le  cercle 

p  =  a  —  b. 

De  même  la  droite  Taisant  avec  OX  un  angle  égal  à  —  cp, 
coupe  le  cercle  (u)  en  un  point  Q  commun  aux  deux  cercles, 
car  Q  symétrique  de  F  par  rapport  à  AA'  est  aussi  sur  le 
cercle  (v). 

On  a  OQ  =  OF  ou  OG  =  a  —  b. 

Le  lieu  de  Q  est  le  cercle  p  =  a  —  b.  Les  autres  points 
où  elle  coupe  les  deux  cercles,  H  et  K  sont  évidemment 
symétriques  par  rapport  à  0  dont  ils  sont  à  une  distance 
égale  à  OP  =  a  -f-  b.  Leur  lieu  est  donc  le  cercle  p  =  a  -f-  b. 

Nota.  —    La  même    question   a  été   résolue  par   MM,  Petouzet,  à  Bar-le- 
Duc  ;  Lutaud  et  Finat,  à  Moulins;  Griffon,  à  Montpellier;  Onillon,  à  Versailles 
Montérou,  au  lycée  Louis-le-Grand  ;  La  pareille,  au  lycée  Henri  IV. 


QUESTION  14 

Solution  par  M.  Tkocmé  \*),  élève  au  Lycée  Charlemagae, 


On  considère  la  parabole  P 

(Ày  —  x)2  —  2ttx  =  o, 
qui  est  tangente  à  Taxe  Oy  au  point  0,  et  qui  coupe  l'axe  des  x 
en  un  point  M  tel  que  OM  =  2;;.;  on  considère  aussi  la  parabole 
cubique  Q,  enveloppe  des  normales  deV.  Cette  courbe  est  tangente 
à  l'axe  Ox  au  point  A,  et  coupe  cet  axe  en  un  autre  point  B; 
soit  enfin  G  le  point  de  rencontre  de  l'axe  de  P  avec  Ox.  On 
imagine  maintenant  que,  d'un  point  K,  mobile  sur  Ox,  on  mène 
à  la  courbe  P  des  normales. 

Ce  problème  dépend  d'une  équation  du  second  degré. 

'1°  Déterminer  et  discuter  cette  équation,  et  montrer  quels 
résultats  elle  donne  quand  on  suppose  successivement  la  point  R 
à  l'un  des  points  A,  B,  C  ou  M. 


1      Aujourd'hui  élève  à  l'École  polytechnique. 
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j>°    Après    avoir   déterminé,    en   fonction    de    X    les  rapports 

,  déduire  de  ces  relations  que  l'on  a 

OM  '    OM  '    OM 

2OA  .  OC  =  AG  .  OM. 
3°  Examiner  successivement  le  cas  où  le  point  B  se  confond 
avec  0,  et  celui  où 
le  point  A  coïncide 
avec  M.  Énoncer  les 
théorèmes  auxquels 
donnent  lieu  ces  deux 
hypothèses. 

4°  Démontrer  que  le 
paramètre  p  de  la 
parabole  est  donné  par 
la  formule 

et    que    l'équation  de 
l'axe  est 


Xy  —  x  + 


X2  4- 1 


o. 


o°  Trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  on  suppose  que  y. 
est  constant,  et  construire  la  courbe  donnée.  (G.  L.) 

1°  Exprimons  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  t 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  parabole.  Posons 
kij  —  x  =  t.  L'équation  de  P  devient,  en  remplaçant  ///  —  x 

par  t,  l-  —  2'j.x  =  o;  d'où  on  tire  x  = ■ 

X  +    t  t2  -f-  2[J.t 


On  a  d'autre  part  y  _ 

1  J  X  2'J.l 

L'équation  d'une  normale  au  point  x'  y  est 
x  —  x  y  —  y' 


—  (Xy'  —  x)  —  [&  ~" "  X  (Xy'  —  x')  ' 
Écrivons  que  celte  normale  passe  par  le  point  x  =  a:  y  =0 
en  désignant  par  7.  la  distance  OR 

rj-=4 =    -  i    .       (i) 

-(Xy'.-.T')-u.  X  (a//  -./:') 
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Soit  t  le  paramètre  correspondant  au  point  x'  y'  situé  sur 
la  courbe.  En  remplaçant  clans  (1)  x'  y'  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  t.  on  aura  l'équation  qui  fera  connaître  les  para- 
mètres caractéristiques  des  points  où  aboutissent  les  nor- 
males issues  de  R. 

t2  t2  +  i\xt 

2\).  2aX 

t  -f-  [J.  lt 

ou  en  simplifiant 

V-  (X2  -f   i)   -f'  3\Lt  +   2u2  —   2aX«[A  =  o.  (2) 

Nous  avons  supprimé  la  racine  t  =  o  qui  correspond  ù 
l'origine. 

On  peut  écrire  l'équation  (2)  en  posant  —  —  K, 

Ar  (X2+i)  +  —  +  2-2A2K-o.         (3) 


Cette  équation  aura  ses  racines  réelles  si 
9-8(1  -f  X2)(i-  X2K)  >o, 
ou  8X2K  (i  -f  À2)  —  8X2  -f  i  >  o. 

ou  encore  K-    8)^"+  i)  * 

Donc  pour  toute  valeur  de  K  inférieure  à 

8X2  —  i 
8X2  (X2  -f    i)  ' 
on  ne  pourra  mener  à  la    parabole  qu'une   seule  normale 
réelle  Ox.  Pour  la  valeur  particulière 

_        8X2  —  i 
~~    SX2  (X2+  i)' 
on  a  deux  racines  coïncidentes,  le  point   correspondant  se 
trouve  sur  la  développée  en  B  (fig.  1)  et  on  a 

2OB 

Le  coefficient  angulaire  d'une  normale  est  donné 
\(ly'  —  .r)  \t 

par  Y  ~~    —  (>y  —  x')  —  a    ~"  ~~     t  +  {*  ' 

Au  point  A  une  seconde  normale  se  confond  avec  Ox.  On 
doit  donc  trouver  7  =  o.  ce  qui  exige  t  =  o. 
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L'équation  (3)  admettant  une  racine  nulle,  on  a  la  condition 
i  —  X2K  =  o, 

v  ï  i?         20A 

Au  point  G,  une  normale  se  confond  avec  l'axe.    On   doit 
donc  trouver  y  =  —  pour  le  coefficient  angulaire, 
i  —   X   / 


X  t-{-[ 

d'oîi  /  = 


Pour  avoir  le  rapport  -——-.  il  suffit  de  porter  cette  valeur 


OM 

de  t  dans  l'équation  (3).  Il  vient 
i 


A2  +1  X2  -f   I 

d'où  on  tire 

2OC  1 

lv  = 


-\-  2  —  2À2K  =  o  ; 


OM  X2  +  1 

2°  —  Éliminons  a2  entre  les  deux  relations 

2OA  1  2OC  1 

=  -— -  et 


On  aura 


OM       "   X»  OM  X2  -f  1 

OM  OM  —  2OG 


2OA  2OG 

ou  OA.  OC  =  OM  (OA  —  OC)  ==  OM.  AG? 

ce  qui  démontre  les  propriétés  énoncées. 

3°  —  Supposons    d'abord    que  les   points    O  et  B  soient 
confondus.  On  doit  avoir  OB  =  o.  Mais  on  a 
2OB  8X2—  1 

~ÔM~"~   8  a'-  (X-+  1)   ' 

d'où  a2  =  -4-> 

o 

OA  2OA 

Si  on  calcule  le  rapport  ,  on  a  -  =  8, 

OM  OM 

d'oïi  OA  =  4OM. 

On  a  de  même  ■  ~      ■  =  — ,  d'oîi  OC  =  -^~  OM  . 
OM  9  9 
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Comparant  avec  la  valeur  de  OA, 

OG  =  ^. 

9 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  Von  considère   une   infinité  de  parabole 
tangentes   à    l'origine  à  l'axe  des  y   et  telles    que  la  parabole 
cubique  passe  également   par  l'origine    et  soit  tangente  en  A  à 
l'axe  Ox,  si  M  est  le  second  point  d'intersection  de  Ox  et  de  la 
parabole,  le  rapport  des  distances  du  point  0  aux  points  A  et  M 
est  constant  et  égal  à  4.  Si  G  est  le  point  d'intersection  de  l'axe 
avec  Ox,  le  rapport  entre  Oket  OÇ*  est  constant  et  égal  à  9. 
Supposons  maintenant  qne  A  coïncide  avec  M.  On  a 
2OA     _  ^  _    _i_       ,        _    j_ 
OM  À2  '  2 

_          .           2OB  8A2  —  1  1      nR  OM 

On  a  alors     ■ -  =  ■     _  ,. — ; — —  =  —     OB  = 


OM  8X2  (l-  -fi)2  4 

n        .  2OG  1  2  _p        OM 

Dcmeme        _  =  __  =  -  ,      OC=— . 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  on  considère  une  infinité  de  paraboles 
tangentes  à  Oy  à  l'origine  et  la  parabole  cubique  tangente  à  Ox 
au  point  M  d'intersection  de  la  parabole  et  de  cette  droite,  le 
point  B  est  à  une  distance  de  l'origine  égale  au  quart  de  la  dis- 
tance OM;  déplus  OG  est  le  tiers  de  OM. 

4°  —  L'axe  est  la  parallèle  à  la  droite  hj  —  œ  =  0  menée 
par  le  point  G.  Or,  on  a 

2OG  OG  1 

OM     —      [A     ~~    1  +  X2  : 
d'où  l'équation  de  l'axe 

Pour  calculer  le  paramètre,  abaissons  OH  perpendiculaire 
sur  l'axe.  OG  étant  une  normale,  GH  représente  le  paramètre 
p.  On  a  donc  p2  =  Ô~H2  —  OU2. 

Mais  OH,  dislance  de  l'origine  à  l'axe  est  donné  par 
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0G  = 


i  -j-X2 

(I 

+  *p 

[J. 

À2;v.2 

0 

(I  -f»)*2 


p2  = 

ou  ;;  = 

(i  +  ^)J 
o"  —  L'équation  de  l'axe  est 

\y  —  x  +    t    \_  r_    =o.  (1) 

Si  la  parabole  P  passe  par  un  point  fixe  de  Ox,  y.  est    con- 
stant el  X  est  le  paramètre  variable. 
L'équation  (1)  peut  s'écrire 

\'y  —  \2x  -f-  ly  -\-  \).  —  x  =  o. 
Il  faut  exprimer  que  cette  équation  du  troisième  degré   en 
X  a  une  racine  double.   Pour  cela  nous  rendrons  l'équation 
homogène  en  A  et  s,  en  posant  %  ==  i  et  nous  annulerons  les 
deux  dérivées  partielles  par  rapport  à  À  et  à  z. 

f(Az)  =  À-'//  —  \2zx  -f  \z*y  -f  (a  —  œ)*3  =  o, 
f\(U)  =3\*y-2-kœ  +  y  =  o, 
f'jpz)  =  3(>  —  x)  -f  2/jj  —  À2x  =  o. 
Eliminant  À2  par  la  règle  connue,  on  a  le  lieu  cherché 
[9y(jA  _  x)  +  xy]2  =  (Gif  —  2x2)\—  2if  +  6x{x  -  [J.)]. 
C'est  une  courbe  du  quatrième  degré.  On  peut  l'écrire 

yHyj.  —  Sx)2  =  4(3*/2  —  x2)(3x2  —  y2  —  îpx).        (A) 
Les  termes  du  degré  le  plus  élevé  sont 
64xY  —  4(3//2  —  x2)(3x2  —  y2)  =  i2x'  -f  i2y'  +  24xy-. 
Il  n'y  a  donc -pas  de   points  à  l'infini,  puisque  l'on  peut 
écrire  ce  groupe  sous  la  forme 

i2(œ«+y»)». 
Ordonnons  l'équation  par  rapport  à  y2. 
i2y*  +  2/2(8iy.2  —  i44,uaî  +  64x;2  —  36;r2  -f-  36<xx  —  4x2) 

+    I  2X3(X  —  a)  =  O. 

ou  en  simplifiant, 

4!/1  -f  î/2(27^  +  8jc*  —  36.xx)  -f  4a5«(ûB  -  n)  =  o. 


m  — 


Pour  que   cette  équation  en  y2  ait  ses  racines  réelles,   il 
faut  que 

U  =  (27[a2  -f-  8ic2  —  36uue)2  —  6^x3(x  —  u.)  >  o, 
ou 

U  =  (272a;  4-  y.-.x'2(362+  16.27)  —  54.36.jx3j.-  —  83;v.x3)  >  o 
ou  U  =  ;À(27  V  —3.8.8i.  |x2œ  +  3 . 9 . 82 .  <j.x°-  —  88œ8)_>"ô 
ou  enfin  U  =  y-(9y.  —  8,r)3  >  o. 

Pour  que  U  soit  positif,  en  supposant  [/.  supérieur  à  o,  il 

taut  que  ce  <  -^—  . 

—      o 

Les  valeurs  correspondantes  de  y-  sont  égales 
rcs         27a2  3  y/3 

J  3  64 

\ 


Revenons  à  l'é- 
quation  de  la 
courbe  mise  sous 
la  forme  (À). 

Les  deux  droi- 
tes 3  y'1  — x'1  =  o 
et  l'hyperbole 
3x2  —  y  —  3<j.x 
=  o  séparent  le 
plan  en  régions 
et  il  n'y  a  pas  de 
points  du  lieu 
dans  les  parties 
ombrées  de  la  fi- 
gure 2. 

L'hyperbole3x2 
—  y*  —  3y.x  =  o 
a  son    centre  au 

y. 

point  y  =  o,  x  =  —      ,  ses  sommets  réels  aux  points  y  =  o, 

x=oet  y  =  o,  x  =  \j..  Les  asymptotes  font  un  angle  de  6o° 
avec  l'axe  des  x. 
Si  on  cherche  directement  les  points  d'intersection  de  la 


courbe   et    de  la  droite     .< — 


Q!J- 


OU  peut  remarquer  qu'il- 
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appartiennent  aux  deux  droites  3y2  —  x2  =  o,  et  à  l'hyper- 
bole 3x*  —  y'2,  —  3\kx  =  o.  Or  on  trouve  pour  les  ordonnées 

ia3  v/3~ 

Ia  même  valeur  11  =  +  - — ^ • 

J      —        8 

9J*  ,         3\73 

Les  deux  points     x  =  -^-  ,  y  =  ±  a  — 5 —      sont    donc 

8  o 

deux  points  doubles,  et  comme  il  n'y  a  pas  de  points  de  la 
courbe  au  delà  de  la  droite     x  =  -~     ,  ce  sont  deux  points 

o 

de  rebroussement. 

Pour  avoir  la  tangente  en  l'un  de  ces  points,  considérons 
les  deux  dérivées  secondes  f'3  et  f"  . 

f'y  =  i6lf  +  ^A^'S  +  8x2  —  36ïx) 

f'f  =  48 if  -\-  54y.-  +    I  bX-  —  J2>J.X 
fxy  =  2)j(l6x—  36a). 

Remplaçons  dans  ces  deux  dérivées  x  et  y  par  leurs  valeurs 

f'2  devient  égal  à  — —:- 
ly  »  2 

f  — 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est ~  =?  V  3. 

Gomme  l'origine  est  aussi  un  point  de  îebroussement, 
la  tangente  étant  Ox,  on  voit  que  la  courbe  présente  trois 
points  de  rebroussement  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle 
équilatéral,  et  que  les  tangentes  en  ces  trois  points  sont  les 
hauteurs  de  ce  triangle. 

Si  x  est  compris  entre  O  et  a,  le  produit  des  racines  de 
L'équation  en  z/'^est  négatif  et  l'on  n'a  que  deux  valeurs  réelles 
pour  y,  égales  et  de  signes  contraires.  Au  point  y  =  o  x  =  jx, 
la  tangente  est  verticale. 

Qa 
X  variant  de  u.  à-^-,  on  a    pour  y  quatre   valeurs   égales 

8 

deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 

Enfin  les  points  x  =  uj  y  =  ±  —appartiennent à  la  ôourbej 

2 

Nota.  —  La  meule  question  o  été  résolue  par  M.  Petouzet,  à  Bor-le-Dui  . 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


36.  —  On  considère  les  ellipses  E.  ayant  le  même  centre, 
leurs  axes  de  direction  fixes,  et  homothétiques  ;  par  deux 
points  fixes,  l'un  A  pris  sur  ox,  l'autre  B  pris  sur  or),  de 
telle  façon  que  oA  =  a,  oB  =  b,  on  fait  passer  des  cercles 
C  tangents  à  E  au  point  I.  Trouver  le  lieu  de  ce  point. 
Ce  lieu  est  une  cubique;  on  propose  de  la  construire  dans 
le  cas  particulier  où.  les  courbes  E  sont  des  cercles. 

(G.  L.) 

37. —  On  considère  une  parabole  P,  et  sur  cette  courbe 
un  point  C.  Soit  N  la  normale  en  ce  point.  1°  Trouver  sur 
cette  normale  un  point  D,  tellement  choisi  que  le  cercle  S 
décrit  de  D  comme  centre  avec  DC  pour  rayon  rencontre  P 
en  deux  points  A  et  B,  en  ligne  droite  avec  D. 

2°  Démontrer  que  la  surface  du  segment  parabolique  qui 
a  pour  corde  AB  est  constante  quand  le  point  G  se  déplace 
sur  la  courbe  P. 

3°  Équation  générale  do  la  droite  AB.  Démontrer,  au 
moyen  de  cette  équation  générale,  que  l'enveloppe  de  ces 
droites  est  une  parabole  égale  à  la  proposée. 

4°  Beconnaitre  que  cette  enveloppe  se  confond  avec  le 
lieu  des  centres  des  cercles  S.  Expliquer  cette  coïncidence. 

o°  Aux  cercles  S,  on  mène  des  tangentes  parallèles  à  la 
droite  AB.  Démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  est 
formé  de  deux  paraboles,  dont  l'une  est  égale  à  la  pro- 
posée quand  on  déplace  celle-ci  parallèlement  à  elle-même 
de  la  longueur  4p,  dans  la  direction  positive  de  son  axe. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant. 
E.  VAZEILLE. 
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NOTE 

RELATIVE    A    LA    DÉTERMINATION'    DU   NOMRRE   DES   POINTS 

d'intersection  DE  DEUX  COURBES 

D'ORDRE   QUELCONQUE,    QUI   SE    TROUVENT   A   DISTANCE    UNIE 
Par  M.  Chasles. 


Les  équations  de  deux  courbes  p  et  p'  étant 
i.r"1,  t/n)P  =  o     (xm\  yn')P'  —  o, 
le  nombre  de  leurs  points  communs  situés  à  distance  finie 
est      pp  —  (p  —  m)(p  —  ni)  —  (p  —  n)(p  —  ri)  —  u>, 
a)  étant  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  qui 
se  trouvent  sur  la  droite  de  l'infini,  autres  que  ceux  qui,  situés 
sur  cette  droite  et  sur  les  axes  des  coordonnées,  sont  repré- 
sentés par  les  deux  termes  (p  —  m)(p  —  m'),  {p  —  n)(p'  —  ri). 
Cela  résulte   de  .ce  que  le  nombre   total   des  points  (réels  ou 
imaginaires)  communs  à  deux  courbes  d'ordre  p  et  p'  est  tou- 
jours pp'. 

En  donnant  une  première  démonstration  de  ce  théorème 
par  le  principe  de  correspondance,  j'ai  annoncé  que  le  même 
raisonnement  se  prêtait  à  une  seconde  démonstration.  C'est 
celle-ci  qui  fait  l'objet  de  la  présente  note.  Cette  démonstra- 
tion, extrêmement  simple,  repose  sur  une  seule  propriété  des 
courbes  géométriques,  savoir:  que  le  nombre  des  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  qu'on  peut  meuer  par  un  point  à  une 
courbe,  est  constant,  quel  que  soit  le  point  ;  ce  qui  est  évi- 
dent, puisque  la  recherche  de  ce  nombre  est  un  problème 
déterminé. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  points  communs  à  des  courbes 
d'ordre  \>  et  p'  est  pp'. 

Une  droite  IX.  tournanl  autour  d'un  point  I,  rencontre  1<i 
première  courbe  en  p  points  ?.  ;  par  chacun  de  ces  points,  on 
mène  Les  tangentes  de  la  seconde  courbe,  qui  (réelles  ou 
imaginaires)  sonl  en  nombre  constant  q\  ce  qui  t'ait  pq  tan- 
gentes :  et  par  leurs  points  de  contact  u.'  on  mène  pq'  droites 
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1U.  Ces  pq  droites  correspondent  à  la  droite  IX.  A  une 
droite  IU  correspondent  pp  droites  IX  ;  car  une  droite  IU 
rencontre  la  seconde  courbe  en  p'  points  a',  et  les  tangentes 
en  ces  points  coupent  la  première  courbe  en  p'p  points  a, 
par  lesquels  passent  les  p'p  droites  IX  correspondant  à  IU. 
Il  existe  donc  pq  -\-pp  droites  coïncidant  chacune  avec  une 
droite  correspondante  IU.  pq  de  ces  droites  coïncident  avec 
les  q  tangentes  de  la  seconde  courbe,  qu'on  peut  mener  par 
le  point  I  ;  et  les  pp  autres  sont  les  droites  qui  passent  par 
les  points  d'intersection  des  deux  courbes.  Donc  ces  points 
d'intersection  sont  en  nombre  pp';  c.  q.  f.  d. 

Observation.  —  Au  lieu  des  tangentes  que  l'on  suppose 
menées  de  chaque  point  de  la  première  courbe  à  la  seconde, 
on  peut  se  servir  des  normales  :  le  raisonnement  et  la  con- 
clusion sont  les  mêmes.  On  dira  :  Une  droite  IX  rencontre  la 
première  courbe  en  p  points  a,  de  chacun  desquels  on  mène 
les  normales  de  la  seconde  courbe,  en  nombre  constant  q',  ce 
qui  fait  pq'  normales  ;  par  leurs  pieds  on  mène  pq  droites  IU. 
Une  droite  IU,  menée  arbitrairement,  coupe  la  seconde 
courbe  en  p'  points,  et  les  normales  en  ces  points  rencon- 
trent la  première  courbe  en  p'p  points,  par  lesquels  passent 
p'p  droites  IX.  Il  existe  donc  pp'  -j-  pq  droites  IX  qui  coïn- 
cident chacune  avec  une  droite  correspondante  IU.  De  ces 
coïncidences,  pq'  ont  lieu  sur  les  q'  normales  de  la  seconde 
courbe  menées  par  le  point  I.  Ce  sont  des  solutions  étran- 
gères, et  chacune  des  pp  autres  coïncidences  a  lieu  quand 
une  droite  IX  passe  par  un  point  commun  aux  deux  courbes  : 
car  ce  point  est  le  pied  d'une  normale  à  la  seconde  courbe. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Il  serait  rare  de  trouver  un  pareil  exemple  de  l'usage  des 
tangentes  ou  des  normales,  indifféremment,  dans  une  même 
démonstration. 

On  conçoit  que  le  principe  de  correspondance  s'applique 
avec  la  même  facilité  à  la  démonstration  du  théorème  cor- 
rélatif, savoir  :  que  le  nombre  des  tangentes  communes  à 
deux  courbes  de  la  classe  nri  respectivement  est  nri. 

Démonstration.  —  D'un  point  x  d'une  droite  l  on  mène 
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h  tangentes  à  la  première  courbe;  puis,  de  leurs  points  de 
contact,  nri  tangentes  à  la  deuxième  courbe,  lesquelles 
coupent  l  en  nri  points  u.  D'un  point  u  de  l  on  mène  ri 
tangentes  à  la  deuxième  courbe,  lesquelles  rencontrent  la 
première  courbe  en  uni  points;  les  tangentes  en  ces  points 
coupent  l  en  ri  m  points  x.  Il  existe  donc  nri -\-  rim  points  x 
qui  coïncident  chacun  avec  un  point  u  correspondant  ;  rim 
de  ces  points  coïncident  avec  les  m  points  de  la  première 
courbe  située  sur  /.  Les  nri  autres  appartiennent  à  nri  tan- 
gentes communes  à  deux  courbes.  Donc 

Le  même  raisonnement  convient  pour  démontrer  que 
deux  courbes  u,£,  unm-  admettent  (m  -f-  ri) (m'  -f-  ri)  normales 
communes;  ou  bien  que  n  (m  -f-  ri)  tangentes  à  la  première 
courbe  sont  normales  à  la  seconde. 

Je  vais  donner  quelques  exemples  de  contacts  d'ordres 
supérieurs  en  des  points  de  l'infini,  exemple  que  l'on  ne  ren- 
contre guère  dans  les  traités  de  Géométrie  analytique,  ainsi 
que  dans  les  applications  de  la  théorie  de  l'élimination, 
que  pour  des  contacts  simples. 

La  tangente  au  point  de  contact  de  deux  courbes,  supposé 
à  l'infini,  peut  avoir  quatre  positions  différentes  qu'il  y  a  lieu 
de  distinguer. 

Elle  sera  un  des  axes  coordonnés,  ou  parallèle  à  l'un  de 
ces  axes,  ou  aura  une  direction  quelconque,  ou  enfin  elle 
sera  lu  droite  de  l'infini.  Ce  dernier  cas  se  subdivise,  rela- 
tivement à  la  position  du  point  de  contact,  qui  peut  être  sur 
un  axe  coordonné  ou  dans  une   direction  quelconque. 

(I)  a.nf  -|_  bœy  +  ex  +  afx  +  fy*  =  o 

dx^y  -f-  bxy  -f-  ex  +  ey2x  +  fy*  =  o 
Taisant  pp  —  (p  —  m)(p  —  m)  —  (p  —  n)(p'  —  ri)  =  N 
ici  N  =  y  —  i  —  i  =  7. 

Les  deux  courbes  sont  tangentes  à  l'axe  Ox  en  son  point 
de  l'infini,  et  ont  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre: 
donc  o  =  3,  et  N  —  w  =  4.  Ainsi  les  courbes  ont  quatrr 
points  communs  ;i  distance  finie:  deux  de  rcs  points  coïn- 
cident en  O,  où  les  courbes  sont  tangentes  ù  l'axe  Oy,  les 
deux  autres  sont  sur  la  droite  (e  —  e')x-{-  f — f'  =  o. 

il')  aifx  -f  cy*œ  -f-  fy*  -f-  bafly*  -f-  exfy  -f-  gxy  -f  hx*  =  o 
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ay3x  -j-  cy2x  -f-  fy2  -f-  b'x2if  -f-  c'a;'2//  -f-  9^  +  h'x2  =  o. 

N  =  i6  —  i  —  4=  ii.  Les  deux  courbes  sont  tangentes 
à  l'axe  Oy  à  l'infini,  et  ont  en  ce  point  un  contact  du  troi- 
sième ordre,  ce  qui  leur  fait  trois  points  à  l'infini,  outre  celui 
qui  a  été  compté  dans  la  valeur  de  N.  Ainsi  w  =  3  et 
N  —  (o  =  8.  Les  courbes  ont  donc  huit  points  communs  à 
distance  finie.  Quatre  de  ces  points  coïncident  à  l'origine 
des  coordonnées,  où  les  deux  courbes  ont  chacune  un  point 
double.  Les  quatre  autres  sont  déterminés  par  une  équation 
du  quatrième  degré  en  y,  qu'on  obtient  ainsi  :  des  deux 
équations  soustraites  1  une  de  l'autre,  puis  divisées  par  xy, 
on  tire  une  expression  de  x  en  fonction  de  y,  qui,  mise 
dans  une  des  équations,  donne  l'équation  finale  du  quatrième 
degré. 

(II)     ay2x  +  bif  -f  cy  -f  cxhj  -f  fx2  +  gxy  -f  hx  =  o, 
a'y2x  4*  b 'y2  -f-  c'y  -j-  ex2y  -J-  fx2  -f-  gxy  -f-  hx  =  o. 

N  =  9 —  i  —  i  =7.  Les  deux  courbes  ont  un  contact 
du  second  ordre  au  point  à   l'infini  sur  Ox  ;  leur    tangente 

f 
en  ce  point  est  la  droite  y  = —  ;  on  a  donc  o>  =    2   et 

N  —  10  =  5.  Ainsi  les  courbes  ont  cinq  points  communs  à 
distance  finie.  L'un  de  ces  points  est  à  l'origine  des  coor- 
données. Les  quatre  autres  sont  déterminés  par  une  équa- 
tion finale  en  x  ou  en  y  qu'on  obtient  sans  difficulté,  car  des 
deux  équations  proposées  on  tire  celle-ci   : 

(a  —  à)yx  +  (b  —  b')y  -f-  (c  —  c)  =  o, 
et  la  valeur  de  x  ou  de  y  tirée   de    cette  équation    et  mise 
dans  l'une  des  deux  premières  donne  une  équation  du  qua- 
trième degré. 

(II')  axsy  -\-  bx2y2  -f-  cxz  -f-  ex2y  -f-  fy2x  -j-  gy2  -f-  hyx  =  o, 
ax3y  -\-  bx2y2  -j-  ex2  -f-  ex2y  -f-  f'y2x  -f-  g  y2  -j-  hyx  =  o. 

N  =  16  —  1  —  4  =  11.  Les  courbes  ont  à  l'infini  cha- 
cune un  point  double  sur  l'axe  Oy,  et  un  point  simple  sur 
l'axe  Ox;  donc  N  =  16  —  4  —  1  =11.  Mais  ce  point  sur 
l'axe  Ox  est  un  contact  du  second  ordre  dont  la  tangente  a 

Q 

pouréquation  y  = ,  ce  qui  fait  deux  points  de  plus  à 

l'infini.  Enfin,  les  deux  courbes  ont  en  outre  un  point  d'inter- 
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section  M'infini  dans  la  direction  de  la  droite  y  — -x.  On  a 

6 

donc  o)=  2  -f-  i  =  3  et  N  —  3=8.  Ainsi  les  deux  courbes 
ont  huit  points  communs  à  distance  finie.  Cinq  de  ces  points 
coïncident  à  l'origine  des  coordonnées  oii  les  deux  courbes 
ont  chacune  un  point  double,  dont  unebranche  de  chacune 
est  tangente  à  l'axe  Ox.  Les  trois  autres  points  communs 
aux  deux  courbes  sont  déterminés  par  une  équation  finale 
en  x  ou  en  y  du  troisième  degré.  En  effet,  des  deux  équa- 
tions proposées,  soustraites  l'une  de  l'autre,  on  tire 

(f-f)yx  +  (g  —  9)y  +  (}l  —  h')x  =  °> 

et  l'élimination  de  x  ou  de  y  entre  cette  équation  et  l'une 
des  premières  conduit  à  l'équation  du  troisième  degré. 

(III)  çx*  —  xhf  —  xrf  —  3xy  -f-  if  =  o 

90;*  —  x2y2  -f"  9a;8 —  6x-y  —  18a:2  -f-  2U2  =  °« 

N  =  16  —  2  —  2=  12.  Les  deux  courbes  ont  un  contact 
du  second  ordre  en  un  point  de  l'infini,  situé  dans  la  direc- 
tion de  la  droite  y  =  3x  (leur  tangente  en  ce  point  ayant 

pour  équation  y  =  3x —  ). 

Donc  co  =  3  et,  N  —  w=  9.  Ainsi  les  deux  courbes  ont 
neuf  points  communs  à  distance  finie.  Cinq  coïncident  à  l'ori- 
gine 0,  où  les  deux  courbes  ont  chacune  un  point  double, 
dont  deux  branches  ont  une  tangente  commune.  Les  quatre 
autres  points  communs  aux  deux  courbes  sont  déterminés  par 
une  équation  finale  en  x  du  quatrième  degré,  qu'on  obtient 
en  retranchant  les  deux  équations  l'une  de  l'autre,  d'où  l'on 

3  x  (x  ~~  2) 

conclut  7/  = : — — ;  cette  valeur  de  ri,  mise  dans  une 

x  +  1 

des  équations,  la  réduit  au  quatrième  degré  en  x. 

(III')  5œ"  —  6œ*y  -f  xrf  -f-  Sx-  —  qxy  -f-  y9  +  3y  =  o 
Sx'1  —  6xy  -\-  y"-  —  405  —  2t/  -j-  3  =  o. 

N  =  6.  Les  deux  courbes  on!  deux;  points  communs  à  l'inli 
ni;  l'un,  dans  la  direction  de  la  droite  t/=  5.r,  est  un  point  d'in- 
tersection ;  el  l'autre,  dans  La  direction  de  la  droite  y  =  x,  est 
un  point  de  eontael  du  second  ordre,  don!  la  tangente  a  pour 

équation  y  =  x  -\ ,  ce  qui  fait  quatre  points  communs  a 
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l'infini;   cloue  w  =  4  et  N  —  <o  =  2.  Ainsi  les  deux  courbes 

ont  deux  points  communs  à  distance  finie.  On  trouve  sans 

,3 
difficulté  que  ces  points  ont  pour  coordonnées  x  = , 

—       JL.  et  x  —      -^-       —  -    -iî- 
?/  _        a  ;  e   x  _        7  »  »  -         7  • 

(IV)  crx2!/2  +  toi/2  +  e«/s  -f  caty  +  /x2  +  #œt/  +  luj  =  o 
aœ22/2  +  bxif  -(-  e?/8  +  cœ't/  -\-  /'ce2  +<?'.£»/  +  /û/  =  o. 

N  =  16  —  4  —  1  =  11.  Ces  courbes  sont  tangentes  à  la 
droite  de  l'infini  à  l'extrémité  de  l'axe  Oy,  et  ont  en  ce  point 
un  contact  du  troisième  ordre,  ce  qui  leur  fait  trois  points 
communs,  outre  celui  qui  se  trouve  compris  dans  la  valeur 
de  N.  Ainsi  «  =  3,  et  N  —  w  =  8.  Les  courbes  ont  donc  buit 
points  communs  à  distance  finie.  Quatre  de  ces  points  coïn- 
cident à  l'origine  des  coordonnées  où  les  deux  courbes  ont 
ebacune  un  point  double.  Les  quatre  autres  sont  déterminés 
par  une  équation  finale  du  quatrième  degré  en  x,  qui  s'ob- 
tient sans  difficulté.  Les  deux  équations  étant  soustraites 
l'une  de  l'autre,  il  en  résulte  une  équation  où  y  n'entre  qu'au 
premier  degré,  et  dont  la  valeur  mise  dans  l'une  des  deux 
proposées,  donne  l'équation  du  quatrième  degré  en  x. 

(W')ay2x-  -j-  byx2  -f-  cxs  -\-  eifx  -j-  fif  -f-  gyx  -\-  hx2  =  o 
ay-x  -f-  byx  -j-  ex-  -j-  g' y  -|-  h'x  =  o. 

N  =  12  —  1  —  2=9.  Les  deux  courbes  sont  tangentes  à 
la  droite  de  l'infini  à  l'extrémité  de  l'axe  Ox,  et  ont  en  ce 
point  un  contact  du  troisième  ordre;  ce  qui  leur  fait  trois 
points  communs, outre  celui  quientredanslavaleurdeN  :  ainsi 
(o  =  3  et  N  —  iù  =  6.  Les  courbes  ont  donc  six  points  com- 
muns à  distance  finie.  Deux  de  ces  points  sont  à  l'origine  des 
coordonnées,  où  la  première  courbe  a  un  point  double.  Les 
quatre  autres  se  peuvent  déterminer  par  une  équation  du 

y 

quatrième  degré  en  -^-,  dont  les  racines  a  exprimeront  les 

directions  des  droites  y  =  ax,  qui,  partant  de  l'origine  O, 
passent  par  les  quatre  points.  Eu  etfet.  la  seconde  équation 
étant  multipliée  par  x  et  soustraite  de  la  première,  on  a 
ey*x  4.  frf  -f-  (g  —  g')xy  -f  (h  —  h)x}  =  o 


d'où 
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«-4 x  -f  f^r+  (g  -  g)  -*-  +  (*- h)  =■.  o ; 

x-  x-  X 

I        _  X1 


Cette  valeur  de  — ,  mise  dans  la  première  équation  divisée 
d'abord  par  as'  et  écrite  ainsi  : 

ac"        \    a;2  x  j  x         \    x*  x         J  x1 

la  transforme  en  une  équation  du  quatrième  degré  en  —  . 

dont  les  racines    déterminent    les  quatre  points    communs 
aux  deux  courbes. 

(V)     ax*  -f-  bx*y  -f-  cxy2  -f-  dx-  -f-  exy  -\-  fx  -\-  gy  =  o 
ax2  -j-  bxy  -\-  cy-  -\-  dx  -f-  ey  -f-  /"'  =  o 
oîi  l'on  a  b-  —  ^.uc  =  o. 

N  =  6.  Les  deux  courbes  ont  un  point  commun  à  l'infini, 

dans  la  direction  delà  droite     y  = x:     olles     sont 

2C 

tangentes  en  ce  point  de  la  droite  de  l'infini,  et  ont  entre 
elles  un  contact  du  troisième  ordre.  Donc  w  =  4  et  N  —  m 
=  2.  Ainsi  les  courbes  ont  deux  points  communs  à  distance 
finie.  Et,  en  effet,  ces   points  sont    accusés   par  l'équation 
(/"  —  f')x  -f-  gy  =  o,  qu'on  tire  des  deux  proposées. 
(V)      x*  -f-  2x2y  -f-  xy'z  —  x'1  —  4.///  —  2X  —  3y  =  o 
x:>  -f-  2X'l\j  -f-  xy*  —  x'1  —  qxy  —  3x  —    y  =  o. 
N  =  9  —  1  =  8.  Ces  deux  courbes  sont  tangentes,  à  la 
droite  de  l'infini,  au  point  situé  dans  la  direction  y  =  x,  et 
uni  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre.  En  outre,  elles 
sont  taugenles   à  l'axe  I  »//  au  point  de    l'infini;  ou  a  donc 
»  =  4  +  1  =  5  el  N  =  8  —  5  =  3.  Ainsi  les  deux  courbes 
on!  trois  poinls  communs  à  distance  finie.  L'un  de  ces  points 
B8t  à  l'origine  des  coordonnées,  Les  deux  autres  sont  sur  la 
droite  iy  —  5x  =  o. 

Obsebyation.  — ()n  facilite  les  calculs  relatifs  à  des  cou- 
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tacts  d'ordre  supérieur  en  des  points  de  l'infini,  en  les 
ramenant  à  des  contacts  de  même  ordre  à  des  distances  finies, 
par  une  transformation  homographique.  Les  formules  les 
plus  simples  sont  celles-ci  : 

x  ==■ 

et  x  == 

par  lesquelles  la  droite  de  l'infini  devient  un  des  axes  coor- 
donnés. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TRILINEAIRES 

ET  LEURS  APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  Boquel. 

{Suite,  voir  p.  181. 1 
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APPLICATIONS 

Avant  de  continuer  l'étude  générale  du  système  trili- 
néaire,  et  pour  en  faire  mieux  saisir  l'utilité,  nous  en  ferons 
immédiatement  quelques  applications  choisies  parmi  celles 
qui  n'exigent  que  la  connaissance  de  la  ligne  droite.  Ces 
applications,  d'ailleurs  très  simples,  familiariseront  le  lec- 
teur avec  l'emploi  des  coordonnées  trilinéaires,  et  lui  ren- 
dront, par  conséquent,  plus  facile  l'intelligence  des  théories 
qui  viendront  par  la  suite. 

Polaire  d'un  point  donné  par  rapport  à  un  système  de 
deux  droites.  —  Proposons-nous  de  résoudre  le  problème 
sous  la  forme  suivante  :  Si  par  un  point  P  pris  dans  le  plan 
d'un  angle  xOy  on  mène  une  sécante  fixe  PBA  et  une  sécante 
mobile  PBA',  les  diagonales  BA'  et  B'A  du  quadrilatère  ABB'A' 
ainsi  formé  se  coupent  en  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu 
quand  la  sécante  mobile  tourne  autour  du  point  P. 

Nous  prendrons  pour  triangle  de  référence  le  triangle 
fixe  OAB;  soient  x  =  o,  p  =  o,  y  =  o  les  équations  respec- 
tives de  ses  côtés  OA,  OB  et  AB. 
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Le  point  fixe  P  sera  regardé  comme  défini  par  l'intersec- 
tion des  deux  droites  fixes  ABP  et  OP.  La  première  a  pour 
équation  y  =  0;  la  seconde,  qui  passe  par  le  sommet  0  du 
triangle  de  référence,  aune  équation  de  la  forme  b  =  a|3; 
les  coordonnées  du  point  P  satisfont  donc  à  la  fois  à  ces 
deux  équations. 

La  sécante  mobile  PB'A'  a  une  équation  de  la  forme 
générale  ma.  -\-  n(3  -f- py  =  o.  (1) 

Elle  passe  par  le  point  P  :  donc  son  équation  doit  être 
vérifiée  quand  on  y  remplace  à  la  fois  y  par  o,  et  a  par^; 
on  aura  identiquement 

mï$  -f-  ?î,3  =  o  ; 
d'où  n  =  —  ml. 

L'équation  (1)  devient,  en  tenant  compte  de  cette  condition. 
m(oc  —  )!-A  -fpY=  °  (2) 

que  l'on   peut,  d'ailleurs,  poser  directement  comme    droite 
passant  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données. 

Les  coordonnées  des  points  B'  et  A'  où  cette  droite  coupe 
les  côtés  OA  et  OB  du  triangle  de  référence,  satisfontrespec- 
tivement  aux  équations 

B")         ,     P  =  °  A'S  «=° 

)  m%  -\-  py  =  o  1  p-f  —  m)<$  =  o 

Les  droites  BA'  et  B'A  qui  passent  chacune  par  un  sommet 

du  triangle  de  référence  ont  des  équations  de  la  forme 

(BA')|Î  =  *Y,    |         (AB')Y  =  /r/. 

La  première  passant  en  A',  son  équation  doit  être  rendue 

identique  par  les  coordonnées  de  ce  point  A'  ;  donc 

p  —  miù  =  o, 

P 
ce  qui  donne  :  k  =  — r-- 

1  nu 

La  seconde  doit  l'être  par  les  coordonnées  du  point  B' ;  de 

1  îi  m  -f-  ph  =  o, 

(1  ou  h  = . 

P 
Les  équations  de  BÀ'  et  de  AB'  sont  donc  respectivement  : 

j  vu    " 

ou  m'tSy  —  ;)•/,  (3) 
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m 
et  V  =  —  —  a 

P 

ou  py  =  —  ma.  il) 

Entre  (3)  et  (4)  éliminant  le  paramètre  variable  — ,    on 
aura  l'équation  du  lieu. 
Il  vient  ainsi  — ! — =  i, 

ou  a  -f-  ip  =  o.  (S) 

L'équation  (5)  représente  une  droite  passant  par  le  sommetO 
du  triangle  de  référence;  elle  ne  dépend  pas  de  y;  elle  reste 
donc  la  même  quelle  que  soit  la  sécante  fixe  PBA,  et  comme 
le  paramètre  À  ne  dépend  que  de  la  direction  de  OP.  et  nulle- 
ment de  la  position  du  point  P  sur  cette  direction,  le  lieu 
reste  le  même  quand  le  point  P  se  meut  sur  OP. 

Remarque.  —  Les  droites  OA,  OB,  OM  et  OP  dont  les  équa- 
tions sont  respectivement  a  =  o,13  =  o,  a  -j-  /S  =  o,  x  —  f>À 
=n  o,  prennent  par  la  transformation  en  coordonnées  carté- 
siennes, et  quels  que  soient  les  paramètres  de  référence,  les 
formes 

P  =  o,  Q  =  o,  P  +  AQ  =  o,  P  —  fcQ  =  o, 
ou  P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires  en  x  et  y. 

Or  on  sait  que  ces  équations  sont  celles  des  rayons  d'un 
faisceau  harmonique.  La  droite  OM  est  donc  bien  le  lieu 
du  conjugué  harmonique  du  point  P  par  rapport  au  seg- 
ment A'B';  c'est-à-dire  la  polaire  de  ce  point  P  par  rapport  à 
l'angle  yOx. 

Il  n'est,  d'ailleurs;  pas  indispensable  de  passer  par  l'inter- 
médiaire du  retour  aux  coordonnées  cartésiennes  pour  recon- 
naître que  les  quatre  droites  x  =  o,  fi  =  o.  a  -f-  XS  ==  o. 
a  —  X|3  =  o  forment  un  faisceau  harmonique;  il  suffit  de  se 
rappeler  que,  pour  un  point  quelconque  du  plan,  les  coor- 
données a  et  [i  sont,  à  un  facteur  près,  les  distances  de  ce 
point  aux  axes  de  référence  représentés  par  a  =  o  et  [i  =  o. 

Plus  généralement,  on  reconnaît,  par  le  même  raisonne- 
ment, que  le  rapport  anhannonique  du   faisceau  des  quatre 

droites  a  =  o,  p  =  o,  a  -f-  Xp  =  p,  a  -f-  <)S  =  o  est  — . 


Soient,  on  effet,  OA  et  OB  les  deux  droites  •/  =  o.  j3  =  o, 
et  OC,  OD  les  deux  droites  %  -f-  X8  =  o,  %  -f-  pip  =  o.  Menons 
les  perpendiculaires  Mil  et  MIC 
d'un  point  M  de  01  sur  OA  et 
sur  OB. 

On  aura 

Mil         sin  AOC 


MIC 


sin  BOC 


Mai; 


Mil  =  4-  cl  MK  =  -ê_. 

/cl  »ï  clanl  les  paramètres  de  référence  correspondant  pu 
axes  OA  et  OB  ; 

sin  AOC        a       m 

?  '  T 


dont 


sin  BOC 
Mais,  à  cause  de  l'équation  de   la  droite  OC,    à  laquelle 

appartient  le  point  M,  on  a  —  =  — À. 

sin  AOC' 


Delà 


m 


On    trouverait  de  même 

sin  AOC 
Donc 


sin  BOU  t 

sin  AOD 


sin  liOI) 

sin  AOD 


m 
7 


sin  1500       sin  BOD 
Mais  on  sait  que  le  quolicnl 

sin  AOC       sin  AOD 


sin  BOC   '    sin  BOD 
est  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  des  quatre  droites 
(rapporl  anharmonique   des   quatre  points  que   ces  droites 

niiiii'iil   sur  une    [v;\t.  quelconque);   ce   rapport 

est  donc  égal  ù  —  .  c.  q.  f.  d. 

<j. 

Théorème.  — Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  OA, 
OB,  OC,  OD,  et  o'V,  Ô'B',  OrC\  OD',  ont  un  rapport  anhar- 
monique égal  et  un  rayon  homologue  commun,  00'  les  troispotnts 
(C intersection  b,  c,  d,  des  autres  rayons  homologues  pris  deux 
à  deux  son/  en  ligne  droite. 


—   2"6 


Nous  prendrons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  OO'B 
formé  par  le  rayon  homologue  commun  OOr,  et  deux  autres 

rayons  homologues 
OB  et  0'Br.  Soient  res- 
pectivement a  =  o, 
p=  o,  y  =  oleséqua- 
Lions  de  00'.  de  OB 
et  de  O'B'. 

Les  rayons  OG  et  OD 
ont  des  équations  de 
la  forme  a-f-  Xp  =  o, 
x  -f  Xï=  o,  et  le 
rapport  anharmoni- 
que       du        faisceau 

(0,  ABCD)  ^>  pour  valeur  ~  . 

De  même  les  rayons  O'C  et  0"D'  ont  des  équations  de  la 
forme  a  -f-  uy  =  o,  a-f-  ix'y  =  o,    le  rapport  anharrnonique 

du  faisceau  (0'.  A'B'G'D)  ayant  pour  valeur  — '-  .    Une   droite 

u. 

issue  du  sommet  b  du  triangle  de  référence  est  de  la  forme 

Si  cette  droite  passe  par  le  point  c,  intersection  des  droites 
OG  et  OG',  son  équation  est  vérifiée  quand  on  y  fait  à  la 
fois  a  -f-  Xf3  =  o  et  a  -j-  p  y  —  o.    On   aura    donc   identique- 


ment 

d'oli 

et 


I 

+ 

7) 

— 

0; 

I 

k 

X 

+ 

u. 

= 

0 

k  = 


L'équation  de  bc  est  donc  Ç,  —  —  y   =0. 


(1) 


On  trouverait  de  même  que  l'équation  de  bd  est 

P  —  y  Y  =  o.  (2) 

Mais  les  rapports   anharmoniques  (0,  ABCD)  et  (0',  A'B'G' 


-.-  m  — 

I)')  étant  égaux,  par  hypothèse,  on  en  conclut 

X 


ou  -V-  =  4r  ■  (S) 

A  A 

Donc  les  droites  (1)  et  (2)  se  confondent;  les  trois  points 
b,  c,  d  sont  donc  en  ligne  droite. 

Théorème  (corrélatif  du  précédent).  — Si  deux  systèmes 
de  quatre  points  en  ligne  droite  ont  un  rapport  anharmonique 
égal  et  un  point  homologue  commun,  les  trois  droites  qui  joignent 
les  autres  points  homologues  pris  deux  à  deux  concourent  en  un 
même  point.  —  Cette  proposition  se  démontrerait  aisément 
par  l'absurde,  comme  conséquence  de  la  précédente;  mais 
ce  mode  de  raisonnement  ne  remplirait  pas  notre  but.  et 
nous  préférons  établir  directement  le  théorème,  ce  qui  est 
d'ailleurs  très  facile,  et  ce  qui  fournira  en  même  temps  un 
nouvel  exemple  des  avantages  que  présente  l'emploi  des 
coordonnées  trilinéaires  pour  l'étude  des  propriétés  descrip- 
tives des  figures  et  la  traduction  analytique  des  théorèmes 
de  la  géométrie  pure. 

Les  deux  systèmes  donnés  ayant  un  point  homologue 
commun,  soit  (A, A') 
ce  point;  ABGDétant 
le  premier  système, 
et  A'B'C'D'  lesecond, 
supposons  les  deux 
rapports  anharmo- 
niques  (ABGD), 
(A'B'G'D')égaux.  Joi- 
gnons deux  à  deux 
les  points  homolo- 
gues B,B'  ctC,G';  les  droites  de  jonction  se  rencontreront  en 
un  point  0-  et  considérons  encore  la  droite  OA  qui  unit  ce 
point  0  au  point  homologue  commun  (A,  A'). 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  OAB,  et 
soient  a  =  o,  (3  =  o,  y  =  0  les  équations  de  ses  eûtes  OA. 
OB  et  AB.  Joignons  séparément  OD  cl  01)'. 
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Les  quatre  droites  formant  le  faisceau  (0,01))  ont  pour 
équations  : 

(OA)  dc  =  o,  (OB)  [5  =  o,  (OC)  a  -f  Xp  =  o,  (OD)  a  +  X'p  =  o. 
et  le  rapport  anharmonique  (O.ABCD),  qui  est  d'ailleurs  celui 

des  quatre   points  A,  B,  C,  D,  a  pour  valeur  ■—  . 

A 

Les  quatre  droites  formant  le  faisceau  (O.A'B'C'D')  ont  de 
même  pour  équations  : 

(OA')  a  =  o,(0B')  p  =  o,  (OC)  a  -f  13  =  o,  (OD')  a  -f  up  =  o 
et  le  rapport  anharmonique  (0,A'B'C'D'),  qui  est  d'ailleurs 

celui  des  quatre  points  A'. B',G',D',  a  pour  valeur— . 

Par  hypothèse  les  deux  rapports  anharmoniques  (ABCD'i. 

(A'B'C'D')  étant  égaux,   on  a  -rf  =  —  ;  donc  À'  =  ;.'-. 

A  \j. 

La  droite  a  -f-  \A  =  o  est  donc    la    même    que  la  droite 

x  -f-  X'p  =  o,  c'est-à-dire    que   OD    et  0Dr  se  confondent;  la 

droite  DD'  qui  joint  les  deux    derniers  points   homologues 

passe  donc  par  le   point  0,  comme  les   deux    autres  'Iroitcs 

analogues  BBr  et  CC;  g.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Il  faut  observer  que  cette  démonstration  et 
le  théorème  qu'elle  établit  signifient  précisément  que,  si  l'on 
coupe  un  faisceau  de  quatre  droites  par  une  séeante  quel- 
conque, le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'inter- 
section de  cette  sécante  avec  les  rayons  du  faisceau  est 
indépendant  de  la  position  de  la  sécante.  Il  ne  faudrait  pas 
croire   néanmoins   qu'il  y   a    là    un   cercle   vicieux;  car  la 

démonstration  qui  prouve  que  —  exprime  le  rapport  anhar- 
monique du  faisceau  des  quatre  droites 

a  =  o,  p  =  O,  a  -f"  *P  =  O,  a  -f-  u.p  =.  O 
ne  suppose  pas  du  tout  que  l'on  connaisse  le  théorème  dont 
nous  venons  de  parler;  elle  peut  ne  s'appuyer  que  sur  la 
définition  du  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  de  quatre 
droites  au  moyen  de  ses  angles,  définition  que  nous  avons 
toujours  le  droit  d'adopter  à  priori. 

Quoi  qu'il  en  soit,  c'est -à-dire  quelque  point  de  départ  que 
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l'on  adopte,  on  voit  que  toutes  ces  propriétés  géométriques 
intéressantes,  qui  découlent  de  la  considération  du  rapport 
anharmonique,  sont  indissolublement  liées  les  unes  aux 
autres,  et  rien  n'est  plus  propre  à  nnTntrer  leur  étroite  liaison 
que  le  nouvel  instrument  analytique  fourni  par  l'emploi  des 
coordonnées  trilinéaires,  puisque  ces   coordonnées  laissent 

précisément  le  rapport  anharmonique  —  en  pleine  évidence 

<j. 

dans  les  équations. 

Autres  applications.  —  En  coordonnées  rectilignes,  on 
prend  souvent  des  axes  de  coordonnées  entièrement  indé- 
pendants des  éléments  de  la  figure  qu'on  étudie,  et  même 
on  représente,  dans  un  grand  nombre  de  questions,  les 
droites  de  la  figure  par  des  équations  réduites  à  un  simple 
symbole;  c'est  ainsi  que  P  =  o,  par  exemple,  représente 
souvent,  pour  abréger,  une  équation  générale  telle  que 
kx  -f-  By  -J-  C  =  o.  Il  est  des  cas.  d'ailleurs  assez  fréquents, 
dans  lesquels  il  y  a  avantage  à  foire  de  même  en  coordon- 
nées trilinéaires,  c'est-à-dire  à  laisser  le  triangle  tic  réfé- 
rence indépendant  des  éléments  de  la  figure,  et  à  employer 
des  équations  symboliques.  Ainsi,  l'équation  d'une  droite 
du  plan,  par  rapport  à  un  triangle  de  référence  donne  quel- 
conque, étant  de  la  forme  générale  m  se  +  nfi  -j-  py  =  o,  nous 
représenterons  souvent,  pour  abréger,  son  premier  membre 
par  une  seule  lettre  a,  et  nous  raisonnerons  sur  de  simples 
symboles  de  celle  nature. 

Pour  mettre  complètement  en  lumière  cette  manière  d'o- 
pérer, prenons  comme  exemple  l'intéressant  tbéorème  de 
Desargues  sur  les  triangles  homologiques. 

Théorème  de  Desargues  (mi;  les  triangles  piomolo- 
giques).  —  Quand  deux  triangles  ont  leurs  sommets  situes  deux 
h  deux  sur  trois  droites  concourantes,  les  points  d'intersection 
des  côtés  pris  deux  à  deux  sont  en  ligne  droite. 

Soient  OA~,  OB,  OC  les  trois  droites  concourantes,  et  ABC, 
A'B'C,  les  deux  triangles  considérés.  Le  triangle  de  réfé- 
rence restant  quelconque,  soient  a  =  o,  h  =  o  les  équations 
respectives  de  l  >A  et  da  OB,  et  de  même  p  =  o,  q  =  o  celles 
de  A.B  ei  de  A  B\ 
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L'équation  de  la  droite  AC,  qui  passe  par  le  point  de  ren- 
contre A  des 
deux  droites 
OA  et  AB  est 
de  la  forme 
p-j-Àa  =  o.  (1) 
Celle  de  la 
droite  BC,  qui 
passe  par  le 
point  B,  ren- 
contre de  OB 
avec  AB,  est  de 
même 

p-\-pb=o.  (2) 
On  peut  de 
même     repré- 
senter les  droi- 
tes A'C  et  BC  par  les  équations  de  la  forme 

q  -\~  l'a  =  o     (3)  q  -f-  lJ'b  =  o.  (4) 

La    droite    OG  passant  par   le  point   G,  intersection    des 
deux  droites  (I)  et  (2),  son  équation  est  de  la  forme 

p  -f-  Aa  +  ^  (P  +  V-h)  =  o. 
Gomme  elle   passe  aussi  par  le  point  O,  intersection  des 
deux  droites  a  =  o  et  b  =  o,  cette  équation  doit  être  véri- 
fiée quand  on  y  fait  à  la  fois  a  =  o  et  b  =  o,  ce  qui  donne 
p  ( i  -J-  /.)  =  o,  d'où  ft  =  —  i . 

L'équation  de  OC  est  donc,  en  définitive, 

la  —  u.b  =  o  (5) 

que  l'on  aurait  pu  trouver  immédiatement  en  combinant  par 
voie  de  soustraction  les  deux  équations  (1)  et  (2). 
De  même,  en  retranchant  (4)  de  (3)  on  trouve 

l'a  —  fx'6  =  o  (6) 

qui  représente  la  droite  O'G'. 

Puisque,  par  hypothèse,  les  points  G  et  G'  sont  en  ligne 
droite  avec  le  point  O,  (5)  et  (h)  doivent  représenter  la  même 

1  <j. 

droite.  On  est  donc  conduit  à  la  condition  ^—  =  — t. 

a  U. 
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Multiplions  (1)  par  V,  (3)  par  X,  et  retranchons  les  résul- 
tats ;  il  vient  Xp  —  Iq  =  o.  (7) 

Cette  équation  représente  une  droite  passant  au  point  de 
rencontre  P'  de  AG  avec  A'C,  en  raison  même  de  l'opération 
de  calcul  qui  l'a  fournie;  cette  droite  passe  d'ailleurs  au 
point  de  rencontre  P'  de  AB  (p  =  o)  avec  A'B'  (q  =  o), 
puisque  son  équation  est  rendue  identique  par  les  hypothèses 
simultanées  p  =  o  et  q  =  o  ;  (71  est  donc  l'équation  de  la 
droite  P"  P'. 

On  reconnaît  de  môme  que  la  droite  PP"  a  pour  équation 
</p  —  [j.q  =  o.  (8) 

Mais  puisque  —-  =  ■£■-,  les  équations  (7)  et  (8)  n'en  font 

qu'une  seule  ;  les  droites  qu'elles  représentent  sont  confon- 
dues, et  par  suite  les  trois  points  P,  P',  P"  sont  en  ligne 
droite  ;  c.  q.  f.  d. 

—  Il  faut  observer  que  les  raisonnements  précédents  sont 
complètement  applicables  aux  coordonnées  rectilignes,  en 
employant  les  équations  sous  la  forme  symbolique  ;  mais  il 
n'y  a  là  rien  que  de  bien  naturel;  car  interpréter  la  démon- 
stration dans  le  système  des  coordonnées  rectilignes,  c'est 
en  réalité  faire  usage  des  coordonnées  trilinéaires  en  dégui- 
sant l'emploi  de  celles-ci  d'une  manière  plus  ou  moins  ingé- 
nieuse ;  aussi  pensons-nous  qu'il  y  a  lieu  de  proscrire  cette 
façon  de  s'exprimer,  qui  n'est  pas  naturelle,  et  de  restituer 
aux  coordonnées  trilinéaires  ce  qui  est  réellement  de  leur 
domaine  propre. 

Théorème  (réciproque  du  précédent).  —  Quand  les  côtés 
de  deux  triangles  se  coupent  de  deux  à  deux  en  trois  points  situés 
en  ligne  droite,  leurs  sommets  sont  situés  deux  à  deux  sur  trois 
droites  concourantes.  —  La  démonstration  que  nous  venons 
de  donner  pour  le  premier  théorème  oll're  encore  un  exemple 
de  la  simplicité  introduite  (huis  les  calculs  par  l'emploi  des 
coordonnées  trilinéaires  ;  en  effet,  il  sullit  de  renverser  la 
conclusion  pour  obtenir  le  théorème  réciproque.  Les  équa- 
tions des  droites  OC  et  OC  étant,  comme  nous  l'avons  établi, 
(OC)  la  —  <>.b  =  o,  (OC)  Xa  —  *//  =  o, 
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et  celles  des  droites  PT'  et  PP'  étant  de  même 

(P"P)  Xp  —  lq  =  o,  (PP")  [/p  —  v.q  —  o, 

l'hypothèse  est  ici  que  les  trois  points  P,  F,  P"  sont  en 
ligne  droite,  et,  par  conséquent,  que  les  deux  droites  P"P'  et 
PP"  se  confondent  ;  on  a  donc 

L      JL 

X  ~  (X  ' 
d'où  il  résulte  que  les  équations  de  OC  et  de  OC  sont 
identiques  ;  ce  qui  montre  que  ces  deux  dernières  droites  se 
confondent,  et,  par  suite,  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
derniers  sommets  C  et  C  passe  par  le  point  O,  où  se  ren- 
contrent les  droites  qui  joignent  les  deux  autres  couples  de 
sommets,  AA'  et  BB'. 

—  On  pense  que  les  deux  théorèmes  précédents  ont  été 
énoncés  pour  la  première  fois  par  Desargues  ;  ce  sont  eux 
que  Poncelet  a  pris  pour  base  de  sa  théorie  des  figures 
homologiques.  —  Deux  pareils  triangles  sont,  en  effet, 
homologiques,  ainsi  que  nous  l'expliquerons  plus  loin  ;  le 
point  O  et  la  droite  PP'P"  sont  le  centre  et  l'axe  d'homoloyic. 

—  Pour  donner  une  dernière  application  des  formules 
relatives  à  la  ligne  droite,  nous  démontrerons  encore  le  théo- 
rème suivant,  très  connu  en  géométrie  :  Chaque  diagonale  d'un 
quadrilatère  complet  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux 
autres. 

Nous  prendrons  ici,  pour  plus  de  simplicité,  un  triangle 
de  référence  particulier  ;  ce  sera  le  triangle  OAG  formé  par 
deux  côtés  adjacents  OA  et  OG  du  quadrilatère  considéré 
et  par  une  de  ses  diagonales  AC  ;  soient  a  =  o,  (3  =  o, 
Y  =  o,  les  équations  respectives  des  axes  de  référence  03, 
OC  etAG. 

La   diagonale   BD   a  une   équation   de  la  forme 
ma.  -f-  n[3  -f-  joy  =  o. 

La  droite  OG  passant  par  le  sommet  0  du  triangle  de 
référence  a  une  équation  telle  que  a  -\-  kp  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  G,  intersection  de  AG  (y  =  o) 
avec  BD,  satisfont  à  la  condition  ma  -(-  np  =  o. 

Ge  point  étant  sur  la  droite  OG,  l'équation  de  celle-ci  doit 
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être  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  G;  on  a  donc 

*+*(-•£- «)  =  ° 

c'est-à-dire  %  (   i  —  k  — ]  =  o. 

11 

On  en  déduit  k  r= . 

m 

L'équation  de  OG  est  donc 

ma  -J-  np  —  o. 

De  même,  les   droites  AD  et  BG    ont    relativement  pour 
équations  ma  -f-  py  =  o  et  n{3  -(-  py  =  o. 

Si  on  retranche  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 
m  y.  —  n(3  ==  o 
qui  représente  une  droite  passant  en  O  (%  =  o,  (5>  =  o)  et  au 
point  K  d'intersection  des  droites  AD  et  BC. 

C'est  donc  l'équation  de  OH. 

Les  quatre  droites  OA,  OG,  OG  et  OH  ont  donc  pour  équa- 
tions respectives 

a  =  o,         p  =  o,         ma  -j-  n(3  =  o,         ma  —  np  =  o. 

Sur  lesquelles  on  reconnaît  la  forme  du  faisceau  harmo- 
nique ;  car  ( —  i  — ):( — )=.  —  i  ;  la  transversale  GDHB 
\  m  J  \  m  J 

est  donc  divisée  harmoniquoment  par  ce  faisceau  ;  c.  q.  f.  d. 


QUESTION  10 

Solution  par  M.  Finat,  «lu  Lycée  de  Moulins 


Soit  AB  une  corde  dans  une  parabole,  G  le  milieu  de  AB. 
On  projette  le  point  G  en  G'  sur  l'axe,  et  on  mène  par  ce 
point  G  une  perpendiculaire  à  AB  qui  rencontre  Vaxe  au 
point  D.  Démontrer  nue  quel  que  soit  AB,  CD  est  constamment 
égal  à  p.  Déduire  de  ce  théorème  une  solution  du  problème  gui 
consiste  à  trouver  le  sommet  d'une  parabole  connaissant  deux 
points  et  taxe  de  la  courbe. 

Déduire  aussi    de  la   propriété  précédente  ce  théorème  connu 
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que  les  normales  A  et  B  covpent  l'axe  en  des  points  équidistants 
du  point  D.  (G.  L.) 

I.  —  Je  transporte  le  triangle  CCD  en  CjC^D^  CC^  étant 
un  diamètre  de  la  parabole.  Le  théorème  connu  sur  la  sous- 
normale  donne  CD  =  G\  Dt  =  p. 


IL     Première    Solution.    —    On  a  x 


PB" 


2CD 


La  distance  de  P  au  sommet  s'obtiendra  par  une  troisième 
proportionnelle. 
Deuxième  Solution.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 

erente  en  B  est  -^-=-  ;  d'où  la  construction. 
&  BP 
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On  prend  PI  =  CD  ;  on  mène  BI  et  la  perpendiculaire  MB 
qui  coupe  l'axe  en  M.  Le  milieu  S  du  segment  MP  est  le 
sommet  de  la  parabole. 

II T.  —  On  a        KR  =  U'D  =  TL  =  p. 

On  en  déduit  en  retranchant  les  parties  communes 
RC  =  KD       G'T  =  DL. 

Or  RC  =  G'T  comme  projection  sur  le  même  axe  de  seg- 
ments égaux  de  la  droite  AB. 

Donc  KD  =  DL. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Cartier,  à  Angoulême  ; 
Renaud,  à  Bordeaux  ;  Griffon,  à  Montpellier  ;  Thomas,  à  Bar-le-Duc;  Mettetal, 
,i  Besançon  ;  Lapareiilé,  lycée  Henri  IV;  Bonieux,  collège  Rollin. 


ECOLE  CENTRALE 


CONCOURS  DE  1882.  —  SECONDE  SESSION" 
Géométrie  analytique. 

On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires, Ox,  Oy,  et  deux  points  H  et  H',  le  premier  déliui 
par  ses  coordonnées  a  et  b,  et  le  second  symétrique  du  pre- 
mier par  rapport  au  point  0.  Par  ce  dernier  point  0  on  mène 
une  droite  indéfinie  DOE,  formant  avec  l'axe  Ox  un  angle 
BOx  =  0  ;  on  projette  les  points  H  et  H'  sur  cette  droite  en 
h,  h'.  On  projette  le  point  h  en  u  sur  l'axe  Ox,  sur  le  point  u 
en  «!  sur  la  droite  DOE  ;  on  projette  le  point  h  en  v  sur  l'axe 
Oy,  et  le  point  v  en  vx  sur  la  droite  DOE  ;  toutes  ces  projec- 
tions sont  orthogonales.  Enfin,  sur  la  longueur  ut  vx  comme 
hypothénuse,  on  construit  un  triangle  rectangle  ut  vx  S,  en 
menant  e,  S  parallèle  à  Ox,  et  U,  S  parallèle  à  Oy.  Cela 
posé,  on  demande  : 

1°  De  trouver  les  coordonnées  du  point  S,  en  fonction  des 
trois  constantes  a,  l>.  0; 

2°  D'écrire  l'équation  d'une  parabole  ayant  le  point  S  pour 
somme)  et  la  droite  DOE  pour  directrice  ; 

3°    De  démontrer   que  le   lieu   des   foyers   de  toutes  les 
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paraboles,  en  faisant  varier  l'angle  6,  se  compose  d'un  sys- 
tème de  deux  circonférences  de  cercle  ; 

4°  De  démontrer  que  toutes  ces  paraboles  sont  tangentes 
aux  axes  de  coordonnées  ; 

5°  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec  ces 
axes  se  croisent  en  un  même  point. 

Trigonométrie. 

Soient  «  =  4546,723 

b  =  5678,304 
c  =  6246,549 
les  trois  côtés  d'un  triangle  ;  calculer  les  angles   et  la  sur- 
face. 

Épure. 

Intersection  de  deux  cônes. —  Les  cônes,  donl  les  sommets 
(s,  s'),  (t,  t')  ont  respectivement  pour  côtés  om,o5o  et  o"',o8o, 
touchent  suivant  deux  génératrices  verticales,  distantes  de 
om,070,  un  même  plan  de  front,  dont  l'éloignement  égale 
om,o35.  Les  sections  de  ces  cônes  par  un  plan  horizontal  à  la 
cote  om,oc)o  sont  deux  cercles  égaux  (y,  y),  (ylt  y/)  dont  les 
rayons  ont  om,042  de  longueur. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps  con- 
stitué par  la  partie  du  cône  de  sommet  (sit  s')  qui,  placée  de 
part  et  d'autre  de  ce  sommet,  et  à  l'extérieur  de  l'autre  cône, 
se  trouve  comprise  entre  :  1°  un  plan  de  front,  dont  l'éloi- 
gnement est  de  om,02o  ;  2°  un  plan  horizontal,  à  la  cote  de 
om,23o,  et  3°  le  plan  horizontal  de  projection. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  de  la  courbe  commune  aux  cônes 
et  la  tangente  en  ce  point. 

On  placera  la  droite  ss'  à  égale  distance  des  grands  côtés 
du  cadre,  et  la  ligne  cle  terre  à  om,  170  du  petit  côté  inté- 
rieur. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


38.  —  On  considère  une  ellipse  E,  rapportée  à  ses  axes 


par  les  sommets  on  fait  passer  une  infinité  de  coniques  S.  et 
l'on  imagine  une  tangente  commune  à  E  et  à  S.  Le  point  de 
contact  de  cette  droite  avec  S  décrit  un  lieu  géométrique  ; 
on  construira  ce  lieu,  qui  est  une  courbe  du  quatrième  degré, 
et  l'on  indiquera  les  points  qui  proviennent  d'une  ellipse  S 
ou  d'une  hyperbole  S.  (G.  L.) 

39.  —  On  considère  une  hyperbole  H  ayant  pour  asymp- 
totes les  droites  Ox,  Oy;  soit  M  un  point  de  cette  courbe  ; 
par  M  on  mène  une  droite  parallèle  à  Ox,  qui  rencontre  Oy 
en  un  point  P.  Soit  Q  le  symétrique  de  P  par  rapport  a  M  ; 
par  le  point  Q,  on  mène  à  Oy  une  parallèle  qui  rencontre  H 
en  R;  enfin,  par  R,  on  trace  une  parallèle  à  Ox;  soit  D  cette 
dernière  droite.  On  propose  de  démontrer  que  toute  trans- 
versale D', menée  par  le  point  M  dans  le  plan  de  l'hyperbole, 
rencontre  QR  et  H  en  deux  points  également  distants 
de  D. 

D'  rencontre  H  en  un  point  S,  et  la  tangente  en  ce  point 
coupe  Oy  au  point  T.  Démontrer  que  la  parallèle  à  D'  menée 
par  T,  et  la  droite  QR  se  coupent  sur  Ox.  (G.  L.) 

40.  —  On  considère  une  ellipse  A, 

xl  if 

rapportée  à  ses  .ixes;  par  les  sommets  on  fait  passée  une 
infinité  de  coniques  A' et  l'on  imagine  une  tangente  commune 
à  A  et  à.  A'.  Le  ]  oint  de  contact  de  celte  droite  avec  A 
décrit  un  lien  géométrique. 

On  construira  ce  lieu  qui  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  et  l'on  indiquera  sur  cette  Courbe  les  points  qui  pro- 
viennent des  ellipses  A'  «ni  des  hyperboles  A'.      (G.  L.) 
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41.  — On  considère  une  hyperbole  éguilatère  H.  et  une 
des  asymptotes  D  de  cette  courbe;  soient  P  et  Q  deux  points 
fixes  de  H.  et  R  un  point  mobile  sur  l'hyperbole.  1°  Un 
demande  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  C 
circonscrits  au  triangle  formé  parles  droites  RP,  RQ  et  D; 
2°  Ayant  mené  par  R  une  perpendiculaire  à  D,  cette  droite 
rencontre  le  cercle  G  en  un  point  I.  autre  que  R.  Trouver  le 
lieu  de  ce  point  I.  (G.  L.) 

42.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Qy 
sur  Ox,  un  point  fixe  P  ;  sur  Qy,  un  autre  point  iixe  Q.  Du 
point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  supposé  variable,  on 
décrit  un  cercle  C,  et  des  points  P  et  Q.  on  mène  des  tan- 
gentes au  cercle  G;  ces  tangentes  se  coupent  en  des  points 
dont  on  demande  le  lieu  géométrique.  (G.  L.) 

43.  —  On  donne  une  droite  terminée  aux  points  P  et  Q  ; 
soit  R  un  point  pris  sur  PQ  ;  du  point  P  comme  centre  avec 
PR  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  et  du  point  Q  avec  QR, 
un  autre  cercle  ;  on  mène  une  tangente  commune  à  ces 
cercles,  et  l'on  demande  de  démontrer  que  le  lieu  décrit  par 
les  points  de  contact  est  l'ensemble  de  deux  quartiques. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 
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INTRODUCTION   DU  POLYNOME   DERIVE 

EX    MATHÉMATIQUES  ELEMENTAIRES    (*) 


Ou  sait  comment  on  reconnaît  qu'un  polynôme  entier  en 
x  est  divisible  par  (x  —  a),  et  aussi  comment  on  reconnaît 
qu'un  polynôme  entier  est  divisible  par  (x  —  a)  (x  —  b), 
u  et  b  étant  deux  nombres  différents;  mais  si  l'on  suppose 
que  l'on  lasse  a  =  b,  on  rencontre  une  difficulté,  lorsque 
l'ou  cherche  les  conditions  de  divisibilité  d'un  polynôme 
entier  par  (..'•  —  a)'1. 

C'est  cette  question  qui  va  nous  occuper  ici. 

Désignons  par  Ux  le  polynôme  proposé,  et  convenons  que 
L'a  exprime  la  valeur  que  prend  ce  polynôme  quand  nous  y 
remplaçons  ./;  par  <t  ;  alors  les  deux  condition> 

r„  =  o,  \Jb  =  o, 

si  b  est  égal  à  a,  se  réduisent  à  la  relation  unique,  nécessaire 
mais  non  suffisante  Ua  =  o. 

Reprenons  les  conditions  du  cas  général. 

L'a  =  A„  ii     -\-  A,  am  -  '  -f-  ...  -f  Am  =  o 
!      =  k0b™   -h  A,   //<«       '   +   ...    -f  Bffl  =  o. 
Nous  pouvons  remplacer  L'une  d'elles  par  la  condition 
I   .   -  l  ,, 

1 —    —  ° 

u  —  b 

'    \  oir  ['Algèbre  de  Lauvernaj ,  p.  30. 


__  4  — 

ou  A0(a™-<  -f  6am~2+  ...  -f-  &m~1) 

+  Aj  (a™-*  -f  6  a"1-»  +  ...  -f  6"1  ~ 2) 

+ 


=  o 


-p    A)H-1 

Si  l'on  suppose  que  a  tende  vers  6,  celte  relation  devient 
à  la  limite 

m  A0  a»*-i  -f  (m  —  i)  Ai  a™-2  +  •  •  •  +  Am-i  =  o. 
Si  nous  appelons  polynôme  dérivé  d'un  polynôme  donné 
XJX=  A0  xm  +  Ai  x™-\  -f  . . .  +  km-t  x  +  Am 
celui  que  l'on  obtient  en  écrivant  la  suite 

m  A0  ce'»-1  -f  (m  —  0  Ài  xm~2  -f  •  •  •  +  A>»-i 
dont  les  termes  sont  déduits  des  termes  correspondants  de  Ua; 
par  la  loi  suivante  :  1°  Si  Ak  xra  -  k  est  écrit  dans  le  polynôme 
Ux  ,  (m  —  k)  Ak  xra  -  k  -  1  sera  le  terme  correspondan  t  du  polynôme 
dérivé;  2°  la  constante  Am  de  Ux  ne  figure  pan  dans  le  polynôme 
dérivé;  nous  pourrons  former  immédiatement  îe  polynôme 
dérivé  de  U^  et  en  le  désignant  par  U'-c  ,  nous  allons  établir 
le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Pour  qu'un  polynôme  Ux  soit  divisible 
exactement  par  (x  —  a)2,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on 
ait  :  Ua  =  o,  U'a  =  o,  c'est-à-dire  que  a  annule  le  polynôme 
proposé  et  le  polynôme  dérivé  de  celui-ci. 

Nous  avons  déjà  reconnu  que  ces  conditions   étaient  né- 
cessaires, mais  il  reste  à  démontrer  qu'elles  sont  suffisantes. 
On  a  XJX=  Aosc™  +  A,œ"1-  ■  -f-  . . .  -f-  Am_  ^x  -f-  A  m 
Va  =  A0am  +  A,a«  -*  +  . . .  + Am_,«  -f  Am 
donc  puisque  Ua  =  o 

A0  (œm-«  -f  axm~*  -f. . .  -fam--") 

-f-  Ai  (xm  ~2  -f   +  am~ 2) 

+ 


(A)  U*  =    (a>-a) 


+  A-m-1 
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ou  Vx  =  (x  —  a)  Yx 

Yx  désignant  le  polynôme  qui  est   placé    dans   la  paren- 
thèse. Mais  on  trouve  que 

Va  =  U'a 

donc  Va  =  o 

et  l'on  a  V^  =  (x  —  a)  W^ 

par  suite  U^  =  (ce  —  a)2  Wœ 

ce  qui  prouve  que  si  Ua  =  o,  îT'a  =  o,    XJX  est  exactement 

divisible  par  (x  —  o)2. 

Application.  —  Reconnaître  que 

u  =  nxn-1  —  (n  +  0x"  y  +yn+1 

est  exactement  divisible  par 

V   =  x2  —  2xy  +  y2. 

On  écrira  d'abord 

U—  ?/»  +  '      n : (i+i) h 

v  =  v2  S  ~ 2  —  4-  i 

X 

et  en  posant  —  =  X 

y 

on  considérera  les  deux  polynômes: 

Ua  =  riX?  + 1  —  (n  +  i)  X"  +  ti 

u    =  X2  —  2X  +  i . 
On  a  j/t  =  o 

m'^—  //  (n  -f-  i)  X»  —  îi  (n  +  i)  X»-  ' 
donc  *'',  =  o 

et  par  suite  v  est  divisible  par  (X —  i  )2  ;  d'où  l'on  déduit 
que  U  est  exactement  divisible  par  V. 

Polynôme  dérivé   second.  Divisibilité  par  (x  —  a)3.  Indice 
simple,  indices  multiples. 

On  peut  généraliser  les  idées  précédentes  et  après  avoir 
conçu   le -polynôme  U',  dérivé  de   U,  imaginer  le  polynôme 
dérivé  de  U',   le    désigner    pur  U"  et  le    nommer   polynôme 
dérivé  second.  On  aura  donc 
Ux   =  A„.r'«  +  A ,./■"'-<  +  ... 

-f  Am  _  aX1*  -f  Am  -iX  -j-  A 


—  6  — 

U'œ  =  mk0xm  - 1  -f-  (m  —  ^Ajo;"1  - 2  -f  ... 

-f-  2Am_2œ  +  A,„_1 
U's  =  O  —  i  )wA0œ»"  -  2  4-  (m  —  2)(m  —  i^œ™  ~  3  + 

4"  2  Am  _  2 

et  nous  nous  proposons  de  rechercher  les  caractères  de 
divisibilité  par  (x  —  a)3,  lesquels  peuvent  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  polynôme  entier  Ux  soit  divisible 
par  (x  —  a)3,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

U«  =  O  U'o  =  O  JJ"a  =  O  . 

Mais  avant  d'exposer  la  démonstration  de  cette  propriété, 
nous  donnerons  quelques  explications  sur  l'emploi  si  fré- 
quent dans  l'analyse  de  l'indice,  du  double  indice,  en  général 
de  l'indice  multiple. 

Quand  on  veut  exprimer  par  une  notation  abrégée  qu'une 
expression  algébrique  donnée  U  renferme  une  certaine 
lettre  x,  il  est  commode  de  représenter  (comme  nous  l'avons 
fait  plus  haut,  pour  le  polynôme  entier)  cette  expression 
par  Ua;  .  Si  l'on  veut  aussi  rappeler  que  U  a  une  valeur  qui 
dépend  de  deux  lettres  ce,  y,  nous  pouvons  le  désigner  par 
U^,  y',  x  et  y  sont  dits  des  indices.  On  écrit  aussi  U|; 
mais  en  adoptant  cette  écriture  algébrique  qui  s'énonce  U 
indice  x,  indice  y,  il  faut  se  rappeler  que  la  lettre  y  repré- 
sente un  indice,  et  non  un  exposant.  Cette  convention  faite, 
nulle  confusion  n'est  possible  et  l'on  pourra  prendre  indiffé- 
remment l'une  ou  l'autre  des  deux  notations  précédentes  ; 
l'une  et  l'autre  sont  d'ailleurs  employées. 

Lorsque  les  indices  x,  y,  z d'une  expression  algé- 
brique U.r,y,z ou  quelques-uns  d'entre  eux    sont  assujettis 

à  prendre  des  valeurs  entières  et  positives,  la  partie  de  l'al- 
gèbre qui  étudie  les  relations  dites  relations  de  récurrence, 
auxquelles  satisfont  les  relations  considérées,  est  nommée 
ana lyse  combinatoire. 

Posons  d'après  la  notation  des  indices 

Ra,tfB  =  xm  4-  ax  m  -  i  -f-  a*xm  - 2  -f-  . . .  -|-  am 
alors  R„,,m  =  am  4~  am  -{-  am  4"  •  •  •  4"  «m 

(B)         B0iTO=  [m  -f-  i)am 


•a ■ f-  . .  .-J-am- 


j)  —  a  x  —  a  x  —  a 

et  par  suite 

Rx,m—  (m-\-  l)am  =  (x— a))  Ra:,m-i+aRa;,m-2-r-.     .+Om-t  [ 

(G) 
la  formule  (A)  du  paragraphe  précédent  peut  s'écrire,  cette 
notation  étant  adoptée, 

Ux    =    (x  —  a)  \   A„  R.r.m-i  +  LJX*,  m-2  +  •  •  •    +  ATO-|   { 

et  en  posant 

Va-    =  A 0 i\x,  m  —  i    4~  A  1  R.r,  m  —  2  4~   •  •  •    A.  m  —  1 

on  a,  en  tenant  compte  de  l'égalité  (B), 

Va  =  A0  ma"1-'  +A1(»n  —  i)am-*  -f-  ...  +  Am_, 
et  par  suite  d'après  (C) 
(1)  /       A0(RJ!>m_2  +  aRar,B,_3-|-  ...+a»l-2)1 

+  A,(RX>„_:,  -f-  aRx,m->,-\   ■  ■ .  -f-a"!-3)| 
Yxl—Ya  =  (x—a){+  ... 

-j-  Am-3  R.r,i  +  a 

~T~  Am_  2 

ou  Yx  —  Va  =  (x  —  a)  VTr 

Wj  désignant  la  parenthèse  qui  suit  le  facteur  (x  —  a) 
dans  l'identité  (1).  Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître 
que  2W„  =  U"«  ; 

on  a  en  effet 

/  A0  (Ra,m-a  +  «Ra,m-j  +.'..+  «OT_2) 

[  +  A,  (R0,m-a  -|-aRa,m-4-|-  ...  -j-a™-») 

\  4- 

w«  = 


+  AOT_3  (R„.i  -\-  a) 

-f-   Am--2 

ou,  et  en  vertu  de  l'égalité  (B), 

A0oP»-a  (  1  -f  2  H-  3  +  . . .   +  (m  —  .    )  j 
4-  A,a'"-»  {  1  4-24-34-  ...  -f-  (m  —  2Ï  j 
4- 
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-f-  Am_3a  {  i  +  2  } 

+    A„î_2 

d'ailleurs,  si  l'on  pose 

SP  =  i  +  2  +  3  -f  . . .  +  p, 
on  a  aussi 

SP  =  P  +  (P  -  0  +  (P  -  2)  +  . . .  -f  i  ; 
on  aura  2Sy,  =  p(p  -f-  i)  ; 

donc 

2¥„  =  m(m  —  i)A0aTO-2  -f-  (m  —  i)(>  —  3)A,am- 

-j-    ...    -J-  2  .  lAw_2 

ou  enfin 

2Wa  =  U"a. 

La  démonstration  du  théorème  qui  nous  occupe  est  main- 
tenant très  simple. 
Ou  a  successivement  établi  que, 

Ua;  —  Ua  =  {X  —  a)  V^ 

Yx—\a=  (x-a)W, 
avec  les  conditions  Va  =  U'a 

2Wa  =  U'a 

on  en  déduit 

U*  =  U„  +  (x  —  0)  U'a    -f  (^  —  a)2  W*  . 
Si  l'on  suppose  à  lu  fois  Va  =  o,  U'«  =  o,  on  retrouve  le 
résultat   déjà    établi;    \JX  est  alors    divisible    par  (x  —  a)2, 
puisque  l'on  a  JJX=  (x  —  a,-\Vx 

et  alors  de  deux  choses  l'une  :  ou  AVft  n'égale  pas  o,  par 
suite  U"«  n'égale  pas  o  et  alors  Ux  n'est  pas  divisible  par 
(x  —  a)3  ;  ou  au  contraire  W«  =  o,  par  suite  U"a  =  o,  alors 
"Wa;  est  divisible  par  (ce  —  a),  et  XJX  par  (x  —  a)3;  les  trois 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  U^  soit  divisible 
par  (x  —  a)3,  sont  donc 

U«  =  o,  U'«  =  o,  U"rt  =  o. 
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NOTE  DE  TRIGONOMETRIE  ET  GÉOMÉTRIE 


Problème.  —  Étant  donné  un  point  P  dans  l'intérieur  d'un 
cercle,  de  ce  point  on  lance  une  bille;  trouver  dans  quelle  di- 
rection il  faut  la  lancer  pour  qu'elle  revienne  au  point  de  départ 
après  n  réflexions. 

Soient  (fig.  1)  At  et  An  le  premier  et  le  dernier  point  d'inci- 
dence. Les  deux  triangles 
OAJ»,  OA„P  ont  le  côté 
OP  commun,  OAt  =  OA„  ; 
do  plus,  il  est  facile  de 
voir  que  les  angles  en  A4 
et  en  An  sont  égaux.  Donc 
les  angles  en  P  sout  égaux 
ou  supplémentaires. 

Si  ces  angles  sont  sup- 
plémentaires, le  point  mo- 
bile décrit  un  polygone  ré- 
gulier, convexe  ou  con- 
cave. Si  donc  on  peut  cons- 
truire un  polygone  régu- 


Fig.  i. 


lier  dcjf  côtés  passant  par  le  point  P,  il  y  aura  une  solution. 
Il  suilit  pour  cela  que  l'apothème  de  ce  polygone  régulier 
soit  inférieur  à  OP. 

En  second  lieu,  supposons  que  les  angles  en  P  soient 
égaux.  Abaissons  du  point  0  une  perpendiculaire  OK  sur  AtA,; 
el  posons  AtOP  =  x;  AtOK  =  g;  nous  trouvons  facilement 
les  égalités  suivantes  : 

A.  OP  =  os  -f  2»/ 
A,  OP  =  x  +  4// 
et,  cn'général  A/.  0P  =  X  -j-  2(h  —   \)g. 

Pour  (pic  A„  soit  symétrique  de  A,  par  rapport  à  OP,  il 
faut  que  l'on  ait 

203  -j-  2(n  —  i  )y  =  2l\- 
Dii  ./•  -\-  (n  —  i  g  =  K- 

JODBN  \L  DI  HAÏ  il.  I M  v.  1882. 
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D'autre  part  on  a,  en  posant  OP  =  a,  OAt 
a  cos  y 

r   "~  cos(x —  y)  " 
Or  x  —  y  =  Kt:  —  ny. 

a  cos  y 

r 


r, 


Donc 


cos  ny 

Cette  dernière  équation  définit  l'angle  y;  on  aura  par  suite 
l'angle  x,  par  la  première  équation. 

Dans  le  cas  particulier  de  n  =  2,  l'équation  précédente 
devient  quadratique,  et,  par  suite,  peut  se  traiter  d'une  ma- 
nière élémentaire;  mais  on  peut  aussi  résoudre  la  question 
géométriquement  comme  il  suit  : 

Soient  (fig.  2)  P  la  position  initiale,  At  et  A2  les  deux  points 

d'incidence;  me- 
nons la  ligne  AtO, 
et  prolongeons-la 
jusqu'au  point  K 
où  elle  rencontre 
une  perpendicu- 
laire à  OP  menée 
par  le  point  P; 
enfin  décrivons  le 
cercle  PO,  ayant 
pour  centre  P,  et 
passant  par  le 
point  0;  il  coupe 
en  I  la  droite  OK, 
et  en  D  le  prolon- 
gement de  OP.  Il 
est  facile  de  voir 
que   le  quadrila- 


Fig.  2. 


tère  PIKD  est  inscriptible;  on  a  donc 

01  X  OK  =  2OP2  ; 

OK  —01  =ÔA1=  r; 
le  problème  est  donc  susceptible  d'une  solution  graphique, 
puisqu'il  revient  à  construire  deux  lignes  connaissant  leur 
différence  et  leur  produit;  on  aura   donc  facilement  OK,  et, 
dar  suite,  le  point  At  sera  déterminé. 
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QUESTIONS 
a  l'usage  des  candidats  de  saint-cyr 


Trouver  une  progression  arithmétique  pour  laquelle  la  somme  des  termes 
soit  donnée,  quel  que  soit  n,  par  la  formule 

3n2  +  4«. 

—  Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  coefficients  de  deux  équations  du 
premier  degré  à  deux  inconnues  pour  que  la  valeur  de  l'une  des  inconnues 
soit  double  de  l'autre  ? 

—  Sur  les  quatre  côtés  d'un  rectangle,  on  construit  extérieurement  des 
triangles  équilatéraux;  on  demande,  connaissant  le  périmètre  du  rectangle,  dans 
quel  cas  la  surface  totale  sera  maxima. 

—  Simplifier  et  rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

Sin2  a  —  sin2  b 
(cos  a  +  cos  b)2 

—  Résoudre  Sin  x  +  cos  x  =  séc  x. 

—  Les  côtés  d'un  triangle  sont 

X2  +  X  +  I,      2X   +    I.      X2  —    I. 

Démontrer  que  l'angle  opposé  au  premier  côté  est  de  120  degrés. 

—  Calculer  à  0.01  près  l'expression 

3  +  \/T 

v/T  -  a  " 

Calculer  ù  0,01  la  valeur  de  l'expression 

V3  +  x/ï. 
Combien  faudra-t-il  prendre  de  chiffres  exacts  à  rc? 

—  La  surface  d'une  sphère  augmente  «le  371  centimètres  carrés  lorsque  le 
rayon  augmente  de  1  centimètre;  calculer,  d'après  ces  données,  le  rayon  à  un 
millimètre  près. 

—  Trouver  la  vraie  valeur  de  l'expression 

ta  a 

Sin  a  =  • fe 

±y  l   +  tg2  a 
quand  un  y  suppose  tg  a  =  oo. 

—  Décomposer  2  a  en  deux  parties  x  et  2<j  —  x  telles  que 

2  2a  —  x 

20  —  x    -'.      X 
soit  maximum  ou  minimum. 

—  Trouver  trois  nombres  en  proportion  continue»  connaissant  la  somme  19 
de  ces  nombres,,  et  la  somme  L13  de  leurs  carrés. 

—  Une  équation  bicarrée  dont  les  coefficients  sont  commensurables  admet 
pour  racine  2  —  y/T";  trouver  les  trois  autres  racines  et  l'équation  qui  leur 
a  donné  naissance. 

—  Résoudre  l'équation  cos5  x  —  coss  (a  —  x)  =  m. 

—  Dans  mi  cercle,  un  eonmiit  les  longueurs  c  et  c'  de  deux  cordes  parai 
lèles  et  la  distancecide  ces  deux  corde.;  on  demande  •  l"  le  rayon  du  cercle; 
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2°  la  distance  du  centre  à  l'une  des  cordes  ;  3°  la  longueur  de  la  corde  équi- 
distante  des  deux  premières. 

—  Calculer  les  éléments  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  la  surface 
et  la  somme  des  côtés  de  l'angle  droit. 

—  On  donne  les  trois  angles  d'un  triangle  ABC  ;  calculer  l'angle  formé  par 
la  bissectrice  de  l'angle  A  et  la  médiane  issue  du  même  sommet. 

—  Calculer  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  connais- 
sant la  bissectrice  b  de  l'angle  droit  et  le  rapport  des   deux   côtes  de 

n 

l'angle  droit. 

—  Les  quantités  variables  x  et  y  étant  assujetties  à  vérifier  l'équation 

a=2  +  V1  +  ocy  =  216, 
assigner  les  valeurs  de  a;  et  y  qui  rendent  maxima  l'expression 

2x  +  3y. 

—  Deux  ouvriers  doivent  creuser  un  fossé;  le  premier  en  tait  la  moitié,  et 
ensuite  le  second  fait  le  reste;  ils  emploient  alors  2.5  heures;  si  les  deux 
ouvriers  travaillaient  ensemble,  ils  auraient  fini  en  12  heures;  combien  de 
temps  chaque  ouvrier  mettrait-il  pour  faire  seul  l'ouvrage  entier? 

—  Étant  donné  un  point  sur  la  bissectrice  d'un  angle,  mener  par  ce  point 
une  sécante  qui  forme  avec  les  côtés  de  l'angle  un  triangle  de  surface  donnée. 

—  Décomposer  17  en  trois  parties  telles  que  la  somme  des  carrés  de  ces 
parties  soit  égale  à  120,  et  le  produit  des  parties  extrêmes  égal  à  3  fois  la 
deuxième. 

—  Si  a  et  b  sont  deux  nombres  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  2,  ni  par  3, 
ni  par  5,  a4  —  b4  est  divisible  par  240. 

—  Trouver  une  équation  dont  les  racines  soient  les  carrés  des  racines  de 
l'équation 

7a;2  ■+-  4.x  +  -  =  o. 

—  On  donne  l'équation  x2  +  bx  -f  c  =  o  ;  trouver  une  équation  du  second 
degré  en  y,  telles  que  les  racines  de  cette  dernière  équation  soient  égales  aux 
racines  carrées  des  racines  de  l'équation  donnée. 

—  Calculer  à près  la  valeur  de  V  1 7  +  \/5    . 

20  '     . 

—  Etant  donné  un  triangle  isoscèle  ABC,  on  mène  parle  sommet  A  une 
droite  AX  dans  l'intérieur  du  triangle;  des  extrémités  B  et  C  de  la  base,  on 
mène  des  perpendiculaires  BB'  et  CC'  sur  la  droite  AX.  On  demande  de  déter- 
miner la  position  de  AX  de  façon  que  la  somme,  ou  le  produit,  des  deux  per- 
Dendiculaires  soit  maximum  ou  minimum. 

—  Bésoudre  cos  [x  +  a)  —  cos  [x  +  p)  :=:  cos  y . 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  base,  l'angle  au  sommet,  et  la  somme 
es  produits  des  deux  autres  côtés  par  des  quantités  données. 

—  Sachant  que  x2  +  y2  est  constant,  trouver  le  maximum  ou  le  minimum 
de  la  quantité  mx  +  ny. 

—  Déterminer  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel  le  nombre  127 
se  trouve  exprimé  par  le  243. 

—  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant  le  rayon  du 
cercle  inscrit  et  la  surface.  —  Discussion  des  valeurs  obtenues. 

—  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  tels  que  ces  trois  côtés  et  la  surface 
soient  quatre  nombres  entiers  consécutifs. 

—  Démontrer  que,  quel  que  soit  x,  on  a 

x  cos  a  x  —  sin  a 

arc  tg.  : arc  tg.  =  a. 

1  —  x  sin  a  °      cos  a 
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—  Étant  donné  un  triangle  quelconque  ABC,  mener  par  le  point  A  une 
droite  telle  que  si  l'on  abaisse  sur  cette  droite  les  perpendiculaires  BB',  CC\  les 
deux  triangles  BAB',  CAC  soient  équivalents. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  la  bissectrice  de  l'angle 
coin  pris. 

—  Parmi  les  cylindres  de  même  volume,  quel  est  celui  qui  peut  être  inscrit 
à  la  plus  petite  sphère? 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté  a,  la  hauteur  correspondante  h  et 
et  la  différence  ô  des  angles  B  et  C  adjacents  au  côté  donné. 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  le  périmètre  et  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

—  Trouver  quatre  nombres  en  proportion  géométrique,  connaissant  leur 
somme,  la  somme  de  leurs  carrés,  et  la  somme  de  leurs  quatrièmes  puissances. 

—  Résoudre  le  système  x  -\-  y  =  a;    xh  +  if  =  x2  +  y2. 

—  Trouver  le  maximum  du  produit  xyz,  sachant  que  le  produit  axbvcs  est 
constant. 

—  Les  angles  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmétique,  et  la  somme  des 
•.nies  ne  leurs  sinus  est  égale  à  2;  quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  côtés 
de  ce  triangle  ? 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté  a,  l'angle  opposé  A.  et  sachant 
que  le  côté  b  est  double  dû  côté  c.  Discuter. 

—  Résoudre  et  discuter  l'équation  x2  (3« —  i)-\--ix  4-401  —  1  =0;  trouver 
pour  quelles  valeurs  de  a  les  racines  sont  comprises  entre  +  1  et  —  1. 

—  Couper  un  tronc  de  pyramide  par  un  plan  parallèle  aux  bases,  de  façon 
que  li  section  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases. 

a 

—  Liant  donné  tg  a.  calculer  cos  — . 

4 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  surface. 

—  Trouver  quatre  nombres  en  progression  arithmétique,  connaissant  le  pro- 
duit des  extrêmes,  22,  el  le  produit  des  moyens,  40. 

—  Si  S,  S',  S"  sont  les  Minimes  de  n  termes  de  trois  progressions  arithmétiques 
dont  les  premiers  termes  sont  l'unité  et  dont  les  raisons  sont  respectivement 
1 ,  2,  3,  démontrer  (pie  l'on  a 

S  4-  S"  =  2  S. 

—  Si  a,  b,  c  sont  les  termes  de  rang  p,  q,  r  d'une  progression  géométrique, 
on  a  ai  -  r  x  br  -P  x  cp  - 1  =  1 . 

—  Dans  une  progression  géométrique, le  terme  de  rangp  4-  q  est  m\  le  terme 
de  rangp —  7  est  »;  en  déduire  que  le  tenue  de  rang/;  est  \J  mn,   et  le  terme 

■11 
île  rang  q  est  m 


m 


—  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaisant  l'hypoténuse  et  le   rayon  du 
cercle  inscrit. 

—  Résoudre  tgJ  <c  +  4  sili"  *  —  3  =  o. 

X    '  it 

—  Résoudre  arc  sm  x  4-  arc  sin =  — . 
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QUESTION   350 

Solution  par  M.  Gino-Loria,  élève  à  l'Université  de  Mantoue  (Italie). 


Les  centres  de  gravité  des  quatre  triangles  dans  lesquels  tout 
quadrilatère  est  divisé  par  ses  deux  diagonales  sont  les  sommets 
d'un  second  quadrilatère  semblable  au  parallélogramme  maxi- 

2 

muni  inscrit  dans  le  quadrilatère  proposé  et  équivalent  aux  — 

de  ce  quadrilatère. 

Soit  ABGD  le  quadrilatère  donné;  MNPQ  le  parallélo- 
gramme inscrit  maximum, 
0  le  point  de  rencontre 
des  diagonales  AG,  BD. 

Déterminons  sur  OM  le 
point  Mt  au  tiers  de  OM  à 
parlir  de  M,  et  par  des 
constructions  analogues 
déterminons  les  points  N1? 
Pi,  Qi. 

Ces  points  Mu  N1?  P4, 
Qi  sont  les  centres  de  gra- 
vité des  triangles  de  l'é- 
noncé. 

Il  résulte  des  construc- 
tions précédentes  que 

OMt  =  -|-  OM; 
ON1  =  -P  ON  ; 


OP1=   y-OP; 


ÔQ^-jj-OQ. 
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Doue  MiNt  et  MN;  PtNt  et  PN;  P^  et  PQ;  Q^  et  QM 

sont  deux  à  deux  parallèles.  Par  suite  les  triangles  OMN, 
OM^i  sont  semblables;  de  même  ONP  et  OX1P1;  OPQ  et 
OPjQ^OQM  et  00^.  Dès  lors  les  quadrilatères  MNPQ 
et  MiNtPiQj  composés  du  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables et  semblablement  placés  sont  semblables.  —  Leurs 
surfaces  sont  donc  entre  elles  comme  les  carrés  de  deux 
lignes  bomologues.  Donc 

MNPQ  OM2  9 

MiNjPiQi    —  MCy~_  ~4~' 

donc  MjNjPiQ!  =  -4-  MNPQ  ; 

9 

mais  MNPQ  =  —  ABGD  ; 

donc  M1N1P1Ql  =  —  ABGD. 

9 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  H.    Prévost,  au  Lycée  du 
Mans,  et  Henry,  à  Bréchaincourt. 


QUESTION    352 

Soin  lion  par  .M.  H.  Bourget,  au  Collège  d'Ail. 


Construire  géométriquement  un  triangle  connaissant  un  angle, 
le  côté  opposé  et  la  bissectrice  de  cet  angle  ou  de  son  supplément. 

4°  Supposons  le  problème  résolu.  Soient  ABC  le  triangle 
demandé,  BAC  l'angle  donné  AE  =  Isa  bissectrice,  BC  =  m, 
le  côté  opposé  (fig.  1). 

Circonscrivons  un  cercle  0  au  triangle  ABC;  la  bissectrice 
AE  prolongée  passe  en  D  milieu  de  l'arc  BC,  Donc  si  sur 
BC  on  décrit  un  segment  capable  de  l'angle  donné,  le  pro- 
blème revient  à  mener  par  le  point  D  une  sécante  telle 
que  la  partie  AE  ait  une  longueur  donnée  /. 

Joignons  BD.  Les  triangles  semblables  ABD,  EBD  donnent 
AD  BD 

BD    ="    ED 


ou 
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BD2  =  AD  .  ED. 
AD  —  ED  =  l. 

deux  équations    on  peut    construire  la 


D'autre  part 

A  l'aide    de  ces 
ligne  AD. 

Cette  ligne  une  fois  construite,  de  D  comme  centre  avec 

AD  pour  rayon,  on  dé- 
crira un  arc  de  cercle 
qui  coupera  le  segment 
capable  en  deux  points 
A  et  A'.  Joignant  A  et 
A'  aux  points  B  et  G  on 
aura  deux  triangles 
égaux  et  symétriques 
par  rapport  au  diamètre 
DP. 

Pour  que  le  problème 

soit  possible,  il  faut  que 

AD  <    2R,    R  étant   le 

rayon  du  cercle  0. 

Quand  AD  =  2  R,  A 


F'.— - 


Fig.  4- 


et  A'  se   confondent,  il  n'y  a  qu'une   solution;   le   triangle 

ainsi  construit  est 
isoscèle. 

2°  Si  on  donnait 
la  bissectrice  du 
supplément  de 
l'angle  A;  on  ob- 
tiendrait par  une 
construction  ana- 
logue le  point  D 
(fig.  2).  Puis  de 
D  comme  centre, 
avec  AD  comme 
/  rayon,  on   décri- 

rait  une    circon- 
\     .--''  férence  qui  cou- 

■~"F  perait  le  cercle  0 

Fig.  2.  en  A    et  A'.    On 
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aurait  encore    deux   solutions    égales  et    symétriques    par 
rapport  à  DF. 

Le  cercle  de  centre  D  coupe  toujours  le  cercle  0,  à  moins 
que  AD  ne  soit  nul  ;  dans  ce  cas  le  problème  n'a  qu'une 
solution,  qui  est  un  triangle  isoscèle. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  JIM.  Terrier,  à  Lons-le-Saunier 
Gino-Loria,  à  Mantoue;  Henry,  à  Bréchancourt  ;  Joly,  à  Tarbes;  Hellot,  à 
Rouen;  Debray,  à  Chauveney-Saiut-Hubert;  Hoover  à  Dayton  (États-Unis); 
Visrv.  à  Vitrv-le-Francois 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  GAEN 

Août  1881. 

Étant  donnés  dans  un  plan  deux  points  A  et  B,  et  une  droite  CD,  trouver 
une  circonférence  qui  passe  par  les  deux  points,  et  intercepte  sur  la  droite 
une  corde  de  longueur  donnée.  Examiner  le  cas  où  les  deux  droites  sont  rec- 
tangulaires. Dans  les  deux  cas,  trouver  le  rayon  de  la  circonférence. 

—  Par  un  point  donné  sur  l'un  des  côtés  d'un  triangle,  mener  une  droite 
qui  le  partage  en  deux  parties  équivalentes. 

—  Un  triangle  tourne  autour  de  sa  base,  dont  la  longueur  est  la  moitié  de 
la  hauteur  correspondante.  Calculer  le  volume  engendré,  et  comparer  ce 
volume  à  celui  d'une  sphère  dont  le  rayon  serait  égal  à  la  base  du  triangle. 

—  Connaissant  le  rayon  et  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences, 
extérieures  l'une  à  l'autre,  calculer  la  longueur  de  chaque  tangente  commune 
comprise  entre  les  points  de  contact.  Conditions  pour  que  le  quadrilatère  formé 
par  les  quatre  tangentes  soit  inscriptible. 

—  Déterminer   les  valeurs  du  paramètre  ut  pour  lequel  les  quatre  racines 

île  l'équation  bicarrée 

.' ■''  —  [3m  -f  5U--  4-  (m  +  02  =  ° 
sont  en  progression  arithmétique.  Calcul  des  racines  correspondantes. 

—  Déterminer  les  deux  points  de  la  ligne  de  terre  donl  la  distance  à  un  plan 
donné  esl  égale  a  3  centimètres.  Les  traces  du  plan  sont  dans  le  prolonge- 
ment l'une  de  l'autre,  et  fonl  un  angle  de  ;""  avec  la  ligne  de  terre.  On 
joindra  à  l'épure  une  explication  succincte. 

—  La -durée  de  l'année  sidérale  étant  égale  à  365,25637  jours,  et  celle  de  la 
révolution  sidérale  de  la  lune  à  27,32166  jours,  calculer  la  durée  de  la  révo- 
lution m  nodique  de  la  lune. 

—  Trouver  le  maximum  du  volume  i\u  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  de 
rayon  (. 

—  Démontrer  que  dans  un  tétraèdre  régulier  les  sh  arêtes  sont  perpendi- 
culaires deux  à  deux,  el  que  leurs  trois  perpendiculaires  communes  se  coupent 

en   un   point   qui  eM   en   même  temps  le  point  de  concours  des  quatre  hauteurs. 

—  Connaissant   la  longueur  1  de  l'arête  d'un  tétraèdre  régulier,  calculer  la 
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distance  d'un  sommet  à  la  face  opposée,  la  plus  courte  distance  de  deux  arêtes 
opposées,  le  volume  du  tétraèdre,  enfin  la  grandeur,  à  une  seconde  près,  de 
l'angle  dièdre  fourni  par  deux  faces  contiguës. 

—  Un  plan  parfaitement  poli  est  incliné  de  3o°  sur  l'horizon  ;  sa  longueur  est 
de  25  mètres.  On  demande  au  bout  de  combien  de  temps  un  corps  pesant 
abandonné  en  haut  du  plan  sera  arrivé  en  bas. 

—  Combien  de  temps  faut-il  pour  rembourser  un  emprunt  de  zoooo  francs 
par  annuités  de  1600  francs,  le  taux  étant  4  0/0? 

—  Un  tronc  de  pyramide  régulière  a  pour  bases  deux  carrés,  l'un  de 
16  mètres,  l'autre  de  9  mètres  de  côté  ;  on  sait  de  plus  que  le  polyèdre  est 
circonscrite  une  sphère;  calculer  le  rayon  de  la  sphère,  le  volume  et  la  sur- 
face du  polvèdre. 

3 11  '  M° 

—  Un  arc  de  cercle  compris  entre  et  ïtt  a  pour  sinus 3 — ; 

2  209 

calculer  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  moitié  de  cet  arc. 

—  Résoudre  l'équation 


+  r    + 


x  —  a  x  —  b  x  +  c 

et  démontrer  qu'elle  a  toujours  ses  racines  réelles,  a.  b,  c  étant  des  nombres 
réels  quelconques. 

—  Aux  trois  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  dont  les  angles  sont  aigus,  on 
applique  trois  forces  parallèles,  de  même  sens,  et  respectivement  égales 
à  tgA,  tgB.  tgC."  Trouver  le  point  d'application  de  leur  résultante,  et 
montrer  que  la  grandeur  de  cette  résultante  est  égale  au  produit  tg  A.  tg  B. 
tgC.  Dire  comment  il  faudrait  modi lier  l'énoncé  du  théorème  si  le  triangle 
avait  un  angle  obtus. 


RENNES 


Volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan  et  passant  par  un  de  ses  sommets  sans  traverser  la  surface.  Quelle 
position  doit  avoir  le  triangle  pour  engendrer  le  plus  grand  volume  possible? 

—  Un  levier  coudé,  dont  les  deux  bras,  supposés  rectilignes,  font  entre  eux 
un  angle  de  120°,  et  dont  l'un  est  double  de  l'autre,  est  en  équilibre  sous 
l'action  de  deux  poidségaux  suspendus  à  ses  extrémités;  quelles  sont  les  incli- 
naisons respectives  des  deux  bras  par  rapport  à  l'horizontale? 

—  On  donne  un  point  G  centre  d'un  cercle  de  rayon  variable,  et  un  point 
A  par  lequel  on  mène  les  tangentes  AB  et  AD.  Pour  quelle  valeur  du  rayon 
la  corde  de  contact  BD  a-t-elle  une  longueur  donnée?  —  Maximum  de  cette 
longueur.  Interprétation  géométrique. 

—  On  donne  une  circonférence  0  de  rayon  R,  et  un  point  A,  par  lequel  on 
mène  toutes  les  sécantes  telles  que  ABC.  Quelle  est  celle  qui  détermine  le 
triangle  OBC  de  surface  maximum? 


MONTPELLIER 

Démontrer  par    la   trigonométrie  que  la   surface  du  dodécagone   régulier 
est  égale  à  trois  fois  le  carré  du  rayon. 

—  Trouver  un  arc  dont  la  tangente  égale  dix  fois  le  sinus. 

—  Une  personne  a  emprunté    10000  francs;  elle  veut  se  libérer  au  moyen 
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do  24  paiements  égaux  effectués  :  le  premier  un  an  après  l'emprunt  elles  sui- 
vants d'année  en  année.  Calculer  quelle  doit  être  la  valeur  de  l'annuité,  le  taux 
de  l'intérêt  étant  de  4  1/2  0/0. 

—  Etant  donnés  deux  alliages  d'argent  et  de  cuivre,  l'un  au  titre  de  0,800, 
et  l'autre  au  titre  de  0,900,  combien  faut-il  prendre  de  grammes  de  chacun 
pour  l'aire  100  pièces  de  1  franc  au  titre  de  0.835? 

—  Transformer  en  un  monôme  le  binôme  a  sin  x  +  b  cos  x.  Pour  quelles 
valeurs  de  x  cette  fonction  est-elle  maxima  ou  minima?  Faire  le  calcul  pour 
a  =  3.  6  =  4. 


MARSEILLE 

Etant  donné  un  triangle  équilatéral  ABC,  inscrire  dans  ce  triangle  un 
autre  triangle  équilatéral  A'B'C,  sous  cette  condition  que  la  surface  du  triangle 
ABC  soit  la  moitié  de  la  surface  du  triangle  ABC;  déterminer  les  segments 
A.V  et  A'B  en  fonction  du  côté  a  du  triangle  donné. 

—  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  milieux  de  toutes  les  cordes  d'un  cercle 
qui  vont  converger  en  un  même  point? 

—  On  donne  par  leurs  projections  une  droite  (06,  a'b  )  et  un  point  (0,  0');  on 
demande  de  trouver  les  projections  d'une  droite  passant  par  le  point  (0,  0')  et 
rencontrant  la  ligne  de  terre  et  la  droite  [ab,  a'b'). 

—  Etudier  les  variations  de  l'expression. 

x-  —  5  x  -\r  6 

x-  —  9  x  -f  20 
lorsque  x  varie  de  —  oo   à  +  x. 

—  Quelle  est  la  longitude  d'un  lieu  dont  l'heure  avance  sur  l'heure  de  Paris 
de  2h  27'  36'.  et  quelle  est  la  latitude  de  ce  lieu,  sachant  que  la  hauteur  méri- 
dienne du  soleil  est  au  solstice  d'été  de  7Ô0  i3'  24",  et  que  l'inclinaison  du  plan 
de  l'écliptique  sur  le  plan  de  l'équateur  est  égale  à  23e  27'  i5". 

—  Deux  cercles  dont  les  rayons  sont  R  et  R'  sont  tangents  extérieurement. 
Mener  une  sécante  qui  détermine  dans  le  premier  cercle  une  corde  égale  à  R, 
et  dans  le  second  une  corde  égale  à  R'.  Déterminer  le  point  où  cette  sécante 
coupe  la  ligne  des  centres. 


POITIERS 


Une    barre    b gène    dont  L'unité  de  longueur  pèse  "  kilogrammes,  et 

dont  une  extrémité  v  ©si  fixe,  supporte  en  un  point  B  de  sa  longueur  un  poids 
P,  tandis  qu'une  force  verticale  Q,  appliquée  de  bas  en  haut  à  L'autre  extré- 
mité C,  est  destinée  à  maintenir  la  barre  en  équilibre;  étant  donnés  a,  P,  Q 
et  la  distance  \\'<,  trouver  \C.  .Montrer  qu'il  y  a  un  minimum  pour  Q,  et 
trouver  la  valeur  correspondante  de  C. 

—  Exprimer,  en  fonction  du  demi-paramètre  et  de  l'angle  a  que  fait  la  tan- 
gente à  la'p.ir.diole  en  un  point  M  a?ec  le  ra\ on  vecteur  :  1°  la  longueur  de 
la  normale  à  la  courbe  au  point  M;  1"  la  longueur  de  l'ordonnée;  ;{"  la  dis- 
tance qui  sépare  le  pied  de  l'ordonnée  du  sommet  de  la  parabole;  4°  le  rayon 
vecteur. 

—  Entre  quelles  limites  peut  varier  la  traction 

&—2X+1 

i.r  -  4 
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—  Deux  corps  pesants  partent  au  même  moment  d'une  hauteur  h  ;  le  premier, 
sans  vitesse  initiale,  suit  un  plan  faisant  avec  l'horizon  un  angle  a  ;  le  second 
suit  un  plan  incliné  d'un  angle  fi,  et  arrive  en  même  temps  que  le  premier. 
Quelle  est  la  vitesse  initiale?  Application  a  =  3o°  ;  p  =  45°  ;  h  =  9,8088. 


NANCY 


Trouver  quatre  nombres  en  proportion,  sachant  que  la  somme  des  moyens 
est  égale  à  a,  la  somme  des  extrêmes  égale  à  6,  et  la  somme  des  carrés  des 
quatre  termes  égale  à  k-, 

—  Calculer  le  rayon  d'une  sphère  sachant  que  les  deux  bases  d'une  zone  de 
cette  sphère  sont  distantes  du  grand  cercle  parallèle  de  i5°  et  de  75°,  et  que  la 
surface  de  la  zone  est  égale  à  16  mètres  carrés.  —  Calculer  le  volume  du  seg- 
ment sphérique  compris  entre  les  plans  des  deux  bases  de  la  zone. 


GRENOBLE 

Maximum  et  minimum  de 

3  tg  x  +  4  cotg  x. 

—  A  quelles  distances  du  sommet  d'une  pyramide  de  hauteur  égale  à 
142  mètres  faut-il  mener  des  plans  parallèles  à  la  base  pour  que  son  volume 
soit  divisé  en  trois  parties  équivalentes? 


BORDEAUX 

Maximum  et  minimum  de 

sin  x  +  3  cos  x. 

—  Calculer  en  kilomètres  carrés  la  surface  de  la  zone  terrestre  conquise 
entre  l'équateur  et  le  parallèle  dont  la  latitude  est  de  3o°. 

—  Sur  deux  droites  rectangulaires  se  coupant  en  G,  on  prend  quatre  points 
A,  B,  C,  D  à  une  distance  d  de  0;  de  chacun  de  ces  p. unis  comme  centre,  on 
décrit  des  circonférences  égales  et  tangentes  deux  à  deux;  puis  une  grande  cir- 
conférence enveloppe  la  première  et  leur  est  tangente;  calculer  le  rayon  de 
chacune  de  ces  circonférences  et  le  rapport  delà  surface  de  chacun  des  cercles 
intérieurs  au  cercle  enveloppant.  Quelle  doit  être  la  valeur  de  d  pour  que  le 

1 
rapport  soit  . 


TOULOUSE 

Étant  donné  un  petit  cercle  de  rayon  r  sur  une  sphère  de  rayon  K,  déter- 
miner le  rayon  d'un  second  cercle  parallèle  au  premier,  et  comprenant  avec  le 
premier  un  segment  sphérique  qui  soit  dans  un  rapport  /.'  avec  le  cône  qui 
aurait  pour  sommet  le  centre  du  premier  cercle  et  pour  base  le  second  cercle. 
Discuter. 

—  Trouver  sur  l'une  des  arêtes  d'une  pyramide  polygonale  de  sommet  S  un 
point  B  tel  (me,  si  on  mène  par  ce  point  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  base 
delà  pyramide,  l'aire  delà  section  obtenue  soit  les  trois  quarts  de  l'aire  de  la 
base  de  la  pyiamide. 
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PARIS 

Résoudre  l'équation 

sin  ix  =  cos  [x  -f-  /() 

h  étant  compris  entre   o    et   ■-. 

—  Trouver  la  valeur  de  tgx  d'après  l'équation 

tg2  x  —  K.  tg  [x  +  a)  tg  [as  —  a)  ; 
discuter  la  solution,  et  trouver  sans  tables  la  valeur  de  x  lorsque  K  =  i . 

—  Trouver  les  rayons  de  bases  du  tronc  de  cône  circonscrit  à  une  sphère 
et  dont  le  volume  est  double  de  celui  de  cette  sphère;  on  connaît  le  rayon  R 
de  la  sphère. 

—  Calculer  les  côtés  b  et  c  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  l'hypo- 
ténuse a,  et  dans  lequel  les  angles  B  et  C  vérifient  la  relation 

sin  B  —  2  sin  C. 

—  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  un  triangle équilatéral  dont  on  donne 
le  côté  a,  on  sait  de  plus  que  la  surface  latérale  de  la  pyramide  est  égale  à 
deux  fois  la  surface  de  la  base.  Calculer  la  hauteur. 

—  Etant  donné  un  cône  circulaire  droit  dont  le  côté  est  égal  au  diamètre  ia 
de  la  base,  trouver  à  quelle  distance  x  du  sommet  il  faut  mener  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base  pour  que  la  surlace  du  cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  le 
cône  soit  égale  à  la  surface  latérale  du  cône  comprise  entre  les  deux  plans 
parallèles. 

—  Connaissant  le  côté  a  de  la  base  d'une  pyramide  régulière  à  base  carrée, 
et   la  hauteur  h,  calculer  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

—  Les  bases  d'un  tronc  de  pyramide  étant  B  et  6,  calculer  l'aire  de  la  sec- 
tion laite  dans  cette  pyramide  par  un  plan  équidistant  des  bases. 

—  Trouver  l'angle  de  deux  plans  dont  l'un  est  parallèle  à  la  ligne  de    terre. 

—  Trouver  une  progression  arithmétique  de   cinq    termes   connaissant  la 

somme  ba  de  ses  termes,  et  la  somme   — -  de  leurs  inverses.  On  déterminera 

le  terme  du  milieu  et  la  raison. 

—  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  «  et  a  pour  que  le  maximum 
et  le  minimum  de  la  fraction 

x-  4-  2a#  +  i 
x-  +  ia'x  -f-  i 
soient  égaux  et  de  signes  contraires. 

—  ABCD  est  un  rectangle  dont  les  côtés  AB  =  o,  BC  =  6  sont  donnés. 
Calculer  au  moyen  de  ces  données  les  deux  volumes  engendrés  par  les 
triangles  A.OB,  CDD  tournant  autour  de  AB.  Le  point  O  est  le  point  de  con- 
cours des  diagonales. 

—  Combien  faut-il  prendre  de  termes  dans  la  progression  arithmétique 

4.7.    to.    i3 

pour  que  la  somme  de  ces  termes  soit  égale  à  6o5oo . 

—  Résoudre  les  trois  équations 

x+y+x=i 
ux  +  by  +  cz  =  h 
h  r  -f  b-y  4-  c2z  =  h2 
et  faire  voirquele  numérateur  et  le  dénominateur  dea  valeurs  de  chacune  des 
inconnues  peuvent  être  décomposés  en  (acteurs  du  premier  degré. 

—  Un  considère  un  cercle  de  rayon  II,  et  une  tangente  Alla  ce  cercle;  ou  mène 


HC   perpendiculaire  à  AO.  Calculer  le  volume  du  cône  engendré  par  ABC,  tour- 
nant autour  de  AC.  On  donne  le  rajon  R  et  OA=  a. 
— A  quelle  condition  les  trois  équations 

ax  +  by  +  cz  =  o 
a'x  +  b'y  +  c'z  =  o 
a"x  +  b"y  -f-  c'z  =  o 
sont-elles  satisfaites  autrement  que  par  x  —  o,  j/  =  o,z  =  o? 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1.  —  Démontrer  que  le  polynôme 

A  =  n(n  -f-  i)(w  -(-  2)a'n  —  6.?i.  i  .as"  -  1 

_  6 .  (n  —  i  ) .  2a?»  -  a  —  6 .  (n  —  2) .  3 .  as»  -  3  . . . 

—  6.2(n  —  i).as  —  6rc 

est  exactement  divisible  par  (x  —  1),  et  donner  le  quotient. 

(G.  de  Longchamps.) 

2.  —  Démontrer  que  le  polynôme 

A  =  nxn  +  '  —  (1  -f-  np)x"  +  (p  —  i)asn  -  1  -f-  (p  —  r)œ"  -  2 

-f  ...  +  (p  —  i)œ  -f  p 
est  exactement  divible  par 

xP-  —  (p  +  l)x  +  P- 

(G.  de  Longchamps.) 

3.  —  Résoudre  l'équation 

a;-4  +  ux3  ~\-  vxi  ~\~  adx  4"  d*  =  o. 

4.  —  Démontrer  que,  si  l'équation 

x2  -{-  px  -\-  q  =  o 
a  ses  racines  réelles,  l'équation 

x2  -\-  px  +  q  -{-  (x -\-  a)(2x  -j-  p)  =  o 
a  aussi  ses  racines  réelles,  quel  que  soit  a. 

(G.  </e  Longchamps.) 

5.  —  A  tout  triangle  ABC,  on  peut  inscrire  deux  trian- 
gles ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  à  ceux  de  ABC. 
Ces  triangles  sont  inscriptibles  dans  une  circonférence  ayant 
pour  centre  le  centre  des  médianes  antiparallèles  de  ABC. 

(J.  Neuberg.) 

6.  —  A    tout  triangle  ABC,  ou  peut  inscrire  deux  trian- 
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gles    ayant  leurs  côtés  parallèles    aux  bissectrices   de  ABC  ; 
ces  triangles  ont  le  même  cercle  des  neuf  points. 

(J.  Neuberg.) 

7.  —  Sur  les  côtés  d'un  triangle  donné  ABC,  on  cons- 
truit trois  triangles  semblables  ABCj,  BCAt,  CABt,  tels  que 
les  droites  AAt,  BB1?  CCj,  concourent  en  un  même  point  D. 
Démontrer  que  les  points  A1?  Bl,  Gt,  décrivent  chacun  une 
circonférence.  (J.  Neuberg.) 
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Cours  de  Géométrie  élémentaire,  à  l'usage  des  aspirants  au  baccalauréat  es 
sciences  et  des  candidats  aux  écoles  du  gouvernement,  par  M.  Combette, 
professeur  au  lycée  Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Germer-Baillière. 

Nous  avons  voulu  attendre  la  publication  du  second  fascicule  de  cet  ouvrage 
pour  pouvoir  l'étudier  d'ensemble;  nous  avons  trouvé,  dans  ce  nouveau  cours 
écrit  par  M.  Combette,  les  qualités  qui  devraient  se  rencontrer  dans  tout 
livre  écrit  pour  des  élèves  :  la  précision,  et  surtout  l'ordre  méthodique  dans 
l'exposition.  01.  Combette,  tout  en  introduisant  dans  son  Cours  de  Géométrie 
quelques-unes  des  notions  connues  maintenant  sous  le  nom  de  géométrie 
moderne,  et  qu'il  est  indispensable  d'exposer  aux  élèves,  même  de  Mathéma- 
tiques élémentaires,  a  su  cependant  rejeter  les  modifications  que  1'  m  tendait 
à  introduire  dans  l'étude  du  cinquième  livre,  et  revenir  aux  méthodes  de 
Lcgendre.  évitant  ainsi  aux  élèves  de  tourner  souvent  dans  on  cercle  vicieux 
sous  prétexte  d'avoir  des  idées  plus  générales  sur  les  figures  de  l'espace. 

11.  Combette,  sans  vouloir  taire  une  géométrie  sphérique,  a  cependant  traité 
quelques  questions  relatives  à  la  sphère,  telles  que  les  cercles  tangents  sur  la 
Bphère,  le  plan  radical  de  deux  sphères,  etc.  ;  mais  l'une  des  parties  impor- 
tantes de  l'ouvrage  que  nous  analysons  ici,  est  l'étude  des  courbes  usuelles. 
L'auteur  a  eu  soin  de  rattacher  les  trois  courbes  l'une  h  l'autre  par  la  consi- 
dération des  directrices  et  de  l'excentricité.  On  sait  que  c'est  en  partant  de  la 
définition  des  coniques  par  l'excentricité,  que  les  auteurs  anglais  ont  étudié  ces 
l  au  point  de  vue  géométrique;  mais,  jusqu'à  présent,  celte  notion  géo- 
métrique n'avait  pas  encore  eu  droit  de  Cité  chez  nous. 

Enfin,  pour  résumer  ce  que  nous  avons  à  dire  de  l'ouvrage  de  M.  Combette 
nous  dirons  que  cette  géométrie  contient  tout  ce  que  l'on  demande  aux  exa- 
mens des  écoles,  que  par  suite  elle  doit  être  considérée  euuime  un  ouvrage 
complet,  ef-fl  droit  an  même  succès  que  les  deux  autres  ouvrages  du  même 
auteur  que  nous  avons  signalés  précédemment, 
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Cours  de  Géométrie  descriptive,  par  M.  Cli.  Brisse.  professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  lycée  Fontanes,  répétiteur  de  géométrie  et  stéréoto- 
mie à  l'Ecole  polytechnique.  —  Paris,  Imprimerie  Gauthier-Villars .  Prix: 
5  francs. 

La  première  partie  seulement  de  cet  ouvrage  est  parue;  mais  nous  n'avons 
pas  voulu  attendre  pour  la  recommander  à  nos  lecteurs;  les  idées  énoncées 
par  l'auteur  ont  en  effet  une  importance  capitale:  M.  Brisse  insiste  sur 
ce  point  qu'il  n'y  a  jamais  qu'une  seule  méthode  générale  pour  la  solution 
d'un  même  genre  de  questions,  et  que  cette  méthode  ne  comporte  aucune 
exception  ;  en  outre,  l'auteur  a  le  soin  de  rappeler  que  toujours  on  doit  effec- 
tuer une  construction  dans  l'espace  avant  de  faire  une  épure,  et  qu'on  ne 
doit  lire  dans  l'espace  que  pour  disposer  des  données,  et  lire  l'épure  que 
lorsqu'elle  est  terminée;  on  doit  s'occuper,  pendant  son  exécution,  exclusivement 
d'appliquer  les  règles  données  pour  le  trait. 

M.  Brisse  a,  dès  le  début,  signalé  l'emploi  d'un  seul  plan  horizontal  de 
projection,  mais  avec  autant  de  plans  verticaux  qu'on  le  juge  nécessaire. 
D'après  cela,  il  devenait  inutile  d'indiquer  la  méthode  des  changements  de  plan, 
et  aussi  de  faire  l'étude  des  prétendus  cas  particuliers  d'un  problème,  qui 
tiennent  au  clioix  du  système  de  plans  que  l'on  considère  ;  au  contraire  l'auteur 
a  étudié  avec  soin  la  méthode  du  rabattement  et  la  méthode  des  rotations.  Puis 
il  a  donné  toutes  les  indications  nécessaires  à  l'exécution  d'une  épure,  la  dis- 
tinction des  parties  vues  et  des  parties  cachées,  et,  à  propos  des  polyèdres, 
a  donné  des  exercices  d'ombre. 

Les  problèmes  traités  par  M.  Brisse  sont  développés  assez  complètement 
pour  que  les  élèves  y  trouvent  toutes  les  indications  utiles,  et  en  même  temps 
soient  forcés  à  un  travail  personnel  sérieux,  pour  en  tirer  un  véritable  profit; 
c'est  à  nos  yeux,  une  bien  grande  qualité  dans  un  ouvrage  classique.  Nous 
espérons  que  beaucoup  de  personnes,  jugeant  comme  nous,  assureront  le 
succès  de  cet  ouvrage,  dont  la  première  partie  fait  désirer  très  vivement 
la  seconde. 


La  solution  de  la  question  n°  355  donnée  dans  le  numéro  de  décembre  est 
inexacte*  nous  en  donnerons  une  solution  nouvelle  dans  le  numéro  de  février. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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RESOLUTION  PAR  LES  TABLES 
de  l'équation  du  second  degré  a  racines  réelles 


Lorsque  l'équation  du  second  degré  a  ses  racines  réelles 
et  inégales,  on  peut  toujours,  par  un  changement  de  variable, 
l'identitier  avec  une  équation  trigonométrique  très  simple  et 
on  obtient,  par  suite,  très  rapidement  les  racines  de  l'équa- 
tion au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  comme  nous  allons 
l'indiquer. 

\.  —  Proposons-nous,  d'abord,  de  déterminer  sin  29  en 
fonction  de  tg  cp.  Nous  avons 

sin  2cp  =  2  sin  o  cos  cp  ; 

t°"   Cp  I 

puis  sin  cp  =  a  ' ,    cos  cp  = 


Yi  +  tgs<p  y/i  -f-  tg2 cp 

donc,  nous  avons 

2  tg  cp 

sin  2<p  =  ,   ■"    ' . 

i  +  tg  «y 

Inversement,  nous  aurons,  pour  déterminer  tg  cp  eu  l'onc- 
tion de  sin  2cp,  l'équation 

tg'?—   8in  2»'  tg?  +  '  =  °'  (,) 

De  même,  nous  savons  que  l'équation   qui  donne   tg  cp  en 
l'onction  de  tg  29  est 

tS2?  +  — ^    *?-  '  =o-  «) 

2.  —  Cela  posé,  considérons  l'équation   du  second  degré 
ramenée  à  la  forme 

x*  +  /)./•  4-7=0,  (3) 

dans  laquelle  nous  supposons  d'abord  q  positif,  et  son  signe 
mis  en  évidence  ;  posons 

x  -=*\l  <i  ; 

l'équation  devient,  en  divisant  par  0, 

p 

jouan  \i   m   m  v  1  m    1 1.1  m.  \HHi.  2 
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Puisque  les  racines  sont  réelles,  nous  pouvons  poser 

P  2 

7T  ~~  sin  2  ?  ' 

ce  qui  nous  donne 

-2/T 

sin  2cp  =  ?J        5 

cette  équation  donne  pour  cp  une  valeur  réelle,  car  on  voit 
facilement  que  cette   valeur   de   siu    29  est  comprise  entre 

—  1  et  -f-  1,  son  carré  étant  ~U£,  quantité  moindre  que  1,  par 

hypothèse;  connaissant  l'angle   2cp  des  tables,  nous  en  tirons 
l'angle  9,  puis  nous  avons 

«'=tg«p;_^    *"  =  cotg<p^ 
d'où  nous  tirons      x' =  \  q    tg  cp;  x"  =  y  q    cotg  cp. 

Exemple.  —  Soit  à  résoudre  par  les  tables  l'équation 

œ2 —  10,8394503-4-26,991104  =  0. 
Nous  trouvons  2cp  =  r/2>°2j'i^'\ 

puis  x  =  3,87025, 

x"  =  6,9632. 
3.  —  Supposons  en  second  lieu  que    l'équation  soit  de  la 
forme  œ2  -f-  px  —  q  =  o,  (5) 

dans  laquelle  nous  admettons  encore  (/positif;  posous  comme 

précédemment  x  =  z  y  q  ; 

l'équation  devient,  après  avoir  divisé  par  q, 

P 
z-  4-  -/-=■  «—1  =  0. 

V7 

Si  nous  posons  alors 

P  2 


\l  q         lS  2? 
nous     identifions  l'équation    (6)  avec  l'équation  (2),  et  nous 
en  tirons  %  =  tg  cp 

z"  =  —  cotg  9. 

Donc  nous  avons        x  =:  \/  q  tg  cp 

x"  =  — y  q    cotg  cp. 
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Exemple.  —  Proposons-nous  de  résoudre  l'équation 
,x2  -J-  0,4233  ix  —  8,53972  =  o. 

_  W7 


De  l'égalité 

nous  tirons 
puis 


tU    20. 


29  =  85°  5i'  27"; 

X1'   =   2,71828 

ce"  =  —  3,14159. 

La  méthode  précédente  est  indiquée  dans  la  Trigono- 
métrie américaine  de  Chauvenei:  elle  a  une  grande  analogie 
avec  celle  qui  est  généralement  enseignée;  mais  pourtant 
elle  a  sur  celle-ci  l'avantage  d'éviter  la  connaissance  de 
la  résolution  de  l'équation  du  second  degré. 

4.  —  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les 
racines  étaient  réelles;  mais  nous  pouvons  encore  employer 
la  première  l'orme  quand  les  racines  sont  imaginaires  ;  dans 
ce  cas  nous  avons  nécessairement  q  positif,  et  l'équation 
a  la  forme  x2  -j-  px  -\-  q  =  o. 

En  posant  encore        x  =  z  y  q 
nous  trouvons,  en  divisant  par  q, 

V 


4-  -f=  5  +  ■  =  o. 


Posons  alors 


p 


2  \Tq 


=  cos  9  : 


l'angle  o  est    calculable    par   les    tables;  car   le  carré  du 
Ps 


premier  membre, 


47 


est    inférieur    à   1  ;    alors   l'équation 


devient  z1  -j-  2Z  cos  <p  -f-  1  =  o 

ou        z-  -\-  2z  cos  tp  -}-  cos2?  -\-  sinBcp  =  o. 

Ce  qui  peut  s'écrire 

(z  -)-  cos  tp)s  -f-  sin2  <p  =  o 
ou        (s  -f-  cos  f  -f-  '  sin  ?H3  +  cos  tp  —  i  sin  <p)  =  o. 

Dans-ce  cas,  les  racines  ont  pour  expression,  comme  on 
le  sait,  a  -\-  bi  et  a  —  6e; 

on  a  dune  a  —  \! q  cos  cp;  h  =z  \' q  sin  cp; 

par  conséquent,  nous   pouvons  calculer  Les  racines  imagi- 
naires. 


Exemple.  —  Soit  ù  résoudre  l'équation 

x2  -f-  6,283 1 8  x  -J-  10,873  1  2  =0, 
nous  trouvons  tp  =  i7°-fi    10", 

puis  a  = —  3,141  59 

b  —  1,001769. 
Donc  les  racines  sont 

—  3,1409  +  1,001769/. 


MAXIMA  ET  MINIMA  DANS  LES  PROBLEMES 


MÉTHODE    DIKECTE 

Quand  l'énoncé  d'un  problème  se  borne  à  la  recherche  du 
maximum  ou  du  minimum  d'une  quantité,  on  doit  se  pro- 
poser d'abord  d'obtenir  l'expression  de  cette  quantité  en 
fonction  d'une  variable  dont  le  choix,  qui  n'est  pas  absolu, 
est  généralement  indiqué  par  l'énoncé  ou  par  la  figure. 

Cela  fait,  on  cherche  à  discuter  l'expression  trouvée,  c'est- 
à-dire  a  suivre  sa  variation  quand  la  variable  choisie  va,  par 
exemple,  toujours  en  croissant  entre  les  valeurs  extrêmes  compa- 
tibles avec  la  question. 

Si  on  peut  préciser  cette  variation,  il  est  clair  que  l'on 
arrive  naturellement  à  déterminer  les  valeurs  correspondantes 
de  la  fonction  et  de  la  variable  pour  lesquelles  la  fonction  passe 
par  un  maximum  ou  par  un  minimum. 

C'est  ce  que  nous  appellerons  la  méthode  directe. 

Nous  allons  en  donner  plusieurs  exemples. 

Exemple  1.  —   Étant   donnés  une   circonférence  O,    une 

droite  BB  située  à  une  distance  OA  du  centre  égale  à ,   et 

un  point  E  situé  sur  le  diamètre  OA  à  une  distance  du  centre 

égale  a — ,   on  propose  de  trouver  les  positions   a  un  point  M 

mobile  sur  la,  circonférence,  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  au  point  E  et  à  la  droite  BB'  est  maximum  ou 

minimum. 
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Prenons  pour  variable  x  la  distance  du  centre  à  la  pro- 
jection Q  du  point  mobile  sur  le  diamètre  OA.  cette  variable 
étant  positive  ou  négative  suivant  que  le  point  Q  est  à 
droite  ou  à  gauche  de  0  ;  et  cherchons  l'expression  de  la 
somme  y  des  carrés  en  fonction  de  x.  Pour  la  position  M 
du  point,  nous  avons 

-(t-)+(*+t+-) 

et  il  est  aisé  de  s'assurer  que  cette  expression  conserve  la 
même  forme  quand  le  point  M  occupe  une  position  quel- 
conque sur  la  circonférence, 
et  cela  grâce  à  la  convention 
faite  sur  le  signe  de  ce.  Or,  cette 
expression  étant  ordonnée  par 
rapport  à  x,  s'écrit 


.        R 
y  =  x- x  -f- 
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16 


C'est  donc  un  trinôme  du 
second  degré  en  x  qu'il  s'agit 
de  discuter  quand  x  croît  de 
(—  R)  (à  +  R).  A  cet  effet, 
nous  le  mettons  sous  la  forme 


y 


-?• 


4 


Sous  cette  forme  nous  voyons 
que     y     décroîtra     jusqu'au 


1! 


moment  où  x  croissant  atteindra  — ;à  partir  de  ce  moment, 

4 
//croîtra  indéfiniment. 

En  prenant  les  valeurs   extrêmes,  on   a  donc   le   tableau 
suivant  : 

K  R 


-  H  . 
53  H' 

M) 


3,-H' 
16 


donc  '    passe  par  le  minimum 


K- 


quand 


3/R' 

16 
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De  plus,  lorsque  x  atteint  la  valeur  R,  le  point  M  est  en  G; 
et  le  point  continuant  à  parcourir  la  circonférence,  x  re- 
passe parles  valeurs  précédentes;  il  en  est  donc  de  môme 


de  y;  la  valeur 


37R2 
16 


est  donc    un    maximum   pour   y  ;   de 


même,  le  point  M  arrivant  en  D,  et  continuant  à  parcourir  la 

53R2 

courbe,  y  va  en  décroissant,  la  valeur — -  est  donc  encore 

'  J  16 

un  maximum. 

En  résumé,  dans  une  révolution  complète  du  point  M,  la 
somme  des  carrés  passe  par  deux  maxima,  quand  le  point 
mobile  est  en  D  ou  en  G,  et  elle  passe  par  deux  minima  égaux 
quand  le  point  mobile  est   aux   deux  points  symétriques  G 

et  G' tels  que  OF  =  £-. 

4      ' 

Exemple  2.  —  Étant  donnés  les  trois  points  A,  B,  G,  on  con- 
sidère un  point  M. parcourant  de  x  vers  y  la  droite  indéfinie  qui 
passe  par  les  points  Bet  G;  on  propose  de  trouver  la  position  du 
point  M  pour  laquelle  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux 
points  A,  B,  G  est  minima. 

Nous  représentons  par  a  la  distance  donnée  AD  du  point 
A- à  BG,  et  par  b,  c  les  distances  données  DB,  DC. 

Enfin,  nous  prenons  pour  variable  x  la  distance  du  point 

D  au  pointM.  cette 
distance  étant 
Comptée  positive- 
ment dans  le  sens 
yx,  et  négative- 
ment en  sens  in- 
verse. 

Dans  la  position 
M, nous  obtenons, 
Y  pour  la  somme  y 
de  carrés, 

y  =  a'  +  œ2  +  {b  —  xY  +  (c  +  x)\ 
Cette    expression   reste  évidemment   de  même  forme  tanl 
que  le  point  M  est  à  gauche  du  point  D  ;  on  démontre  aisé- 
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meut  que  cette  forme  se  conserve  encore  lorsque  ce  point  est 
à  droite  de  D,  la  distance  de  ce  point  à  D  étant  alors  ( —  x). 
En  ordonnant  y  par  rapport  à  x,  nous  obtenons 
y  —  3X*  _  0(6  —  c)  x  -j-  (a2  -j-  /;2  -f  c2); 
c'est  un  trinôme  du  second  degré  que  nous  écrivons 

,r/          6-cV  ,    3fl2  +  2^2  H-  2c2  +  26c t 
■"  =  3 1{X  ~  -T-)  + 9 J- 

b  —  c 

Nous  voyons  alors  que,  x  croissant  de  —  00  à  - —  .  co 

3 

trinôme  décroît  jusqu'à 

3a2  -f-  2Ô2  +  2r'2  ~h  2bc 


V  y 


9 

b  —  c 

et  que  x  croissant  à  partir  de — ,    la   quantité    y   croît 

indéfiniment. 

b  —  c 

Cette  fonction  est  donc  rmnima  quand  x  =  — = .  et   sa 

3 

valeur  minima  est  yt. 

En  supposant  b  >  c,  comme  dans  la  figure,  nous  obtenons 
la  position  E  du  point  mobile  dans  le  cas  de  minimum  en 

prenant  le  milieu  0  de  BC,  et  portant  OE  =  — - — . 

3 

Remarque.  —  Ce  résultat  est  facile  à  voir  par  la  géo- 
métrie: soit,  en  effet,  G  le  centre -des  moyennes  distances 
des  points  A,  B.  C,  c'est-à-dire  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABC;  on  sait  que  la  somme  des  carrés  des  distances 
d  un  point  de  l'espace  aux  points  A,  B,  C  égale  trois  fois  le 
carré  de  la  distance  de  ce  point  au  point  G,  plus  la  somme 
des  carrés  <!<■<  distances  du  point  G  aux  points  A,  B,  G. 

Donc  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  distances 
aux  points  A,  B,  C,  est  le  même  que  le  minimum  de  la 
distance  au  point  C;  si  donc  Le  point  variable  se  déplace 
sur  BC,  le  minimum  scia  atteint  lorsqu'il  se  trouvera  à  la 
projectFon   B  tic  G  sur  BC. 

Exemple  3.  —  Etant  donné  un  point  A.  intérieur  àunc 
circonférence  0,  on  propo  6  de  tracer  pur  ce  point  deux  cordes 
rectangulaires  MN,  PQ,  telles  que  Vaire  du  quadrilatère  MPNQ 

•ioit  maxima  ou   mi  ni  nui. 
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Soit  a  la  distance  donnée  OA,  et  soit, v  la  distance  variable 
du  point  0  à  la  corde  MN. 

L'aire  d'un  quadrilatère  étant  la  moitié  de  l'aire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  ses  diagonales,  l'aire  y  du  quadri- 
latère MPNQ  a  pour  expression 

y  =  2MD  X  QE. 

Or  MI)  =  yjw  —  œ*;       QE  =  \/r*  —  OE2  • 

Donc        y  =  2  \/(R2  —  œ2)(B2  —  a2  +  x2). 

Or,  y  étant  positif,  son   maximum  et  son  minimum  auront 

lieu  dans  les  mêmes  circons- 
tances que  le  maximum  ou  le 
minimum  du  carré 

if  =  —  4-rr4  -f-  4a2 x2 
+  4R2(R2  -  a2)  ; 
le  second  membre  étant  un  tri- 
nôme bicarré  en  x,  nous  pou- 
vons suivre  sa  variation;  et  à 
cet  effet  nous  l'écrivons 


-(--4)1- 


Sous  cette  forme,  nous  voyons  que,.r  croissant  de  0  à 


\7 


la  quantité  y2  croît,  et  x  croissant  de 


a\J  2 


à  a,  y   décroit: 


donc  nous  obtenons  un  maximun  de  y'1,  et  par  suite  de  y 
quand  les  deux  cordes  sont  également  inclinées  sur  le  dia- 
mètre OA;  la  valeur  maximun  dey  est  alors 

2R2—  a\ 
D'ailleurs,  la   surface  va    en  décroissant  quand  ./•  croît  de 

— ' a  a,  c  est-a-dire  jusqu'au  moment    où    la   corde   MN 

devient  perpendiculaire  au  diamètre  OA  ;  il  est  clair  qu'en 
supposant  que  cette  corde  continue  à  pivoter  autour  du  point 
A,  l'aire  va  repasser  par  les  valeurs  précédentes;  donc  celte 
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aire  atteint   un    minimum  un  moment   oii  l'une  des    cordes 
coïncide  avec  le  diamètre  OA; 
la  valeur  de  ce  minimum  est 


2R\/R2  —  a-. 

En  résumé  quand  l'angle 
droit  fait  une  révolution  com- 
plète autour  du  point  A,  l'aire 
du  quadrilatère  passe  par 
deux  maxima  égaux  C'H'B'K', 
et  deux  minima  égaux  CHBK. 

Remarque  .  —  Tous  ces 
exemples  se  traitent  aisément 
en  faisant  usage  de  la  limite  F 

(x)  du  rapport  (-T-)  de  l'accroissement  de  la  fonction  F  (x) 

à  l'accroissement  de  x.  Ainsi,  comme  nous  l'avons  déjà  indi- 
qué, l'élude  de  la  variation,  d'une  fonction,  de  laquelle 
résultent  ses  maxima  et  minima,  est  ramenée  à  l'étude  du 
signe  d'une  autre  fonction  F'  (x)  qui  est  sa  dérivée;  c'est 
la  véritable  méthode  générale  pour  résoudre  ce  genre  de 
questions.  Ce  qui  va  suivre  est  un  composé  de  méthodes  dé- 
tournées qui  ne  peuvent  être  comprises  complètement  et 
rendues  rigoureuses  que  par  un  retour  à  ces  idées  géné- 
rales de  continuité. 


MÉTHODE  INDIRECTE 

Méthode.  —  La  méthode  directe  n'est  applicable,  dans 
les  cours  élémentaires,  que  si  l'on  sait  discuter  la  fonction 
qui  exprime,  à  l'aide  de  la  variable  choisie,  la  quantité  dont 
mi  cherche  le  maximum  ou  le  minimum. 

Dans  le  cas  contraire,  on  peul  arriver  souvent  ii  trouver 
néanmoins  le  maximum  ou  le  minimum,  en  prenanl  nue 
méthode  indirecte  qui  peut  se  résumer  ainsi  : 

Soit  ij  la  quantité  exprimée  en  fonction  de  la  variable  x  : 
proposons-nous  de  chercher  comment  il  faut  prendre  x  pour 
que  la  quantité  y  prenne  une  valeur  donnée  //?,  que  nous 
laissons,  d'ailleurs  arbitraire;  si  nous  sommes  conduit,  pour 
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résoudre  ce  problème  auxiliaire,  à  une  équation  en  x  que 
nous  sachions  résoudre,  nous  pourrons  trouver  les  couditions 
de  possibilité  de  cette  question,  et  en  déduire  les  limites  de 
grandeur  de  l'indéterminée  m.  Ces  limites  feront  alors  géné- 
ralement connaître  la  valeur  maxima  ou  minima  de  y . 

C'est  ainsi  que  nous  avons  trouvé,  dans  les  exemples  don- 
nés pour  les  problèmes  du  second  degré,  qu'une  question  de 
maximum  se  dégageait  toujours  de  la  discussion. 

Nous  donnons  encore  ici  de  nouveaux  exemples  de  l'ap- 
plication de  cette  méthode. 

Exemple  I.  —  Tracer  dans  une  circonférence  donnée  une 
corde  MN  telle  que  la  somme  de  la  longueur  de  cette  corde  et  de 
la  distance  OP  au  centre  soit  maxima. 

Il  suffit  évidemment  d'étudier  la  question  en  supposant  que 

la  corde  MN  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même,  OP=x. 
que  nous  prenons  comme  va- 
riable, croissant  de  o  à  R. 

La  quantité  y,  dont  on  cher- 
che le  maximum,  est  alors 

y  =  x  -f  2  V'R2  —x*. 
Nous  ne  savons  pas    discu- 
ter cette  fonction  de  x  ;  nous 
avons  alors   recours  à  la  mc- 
Ihode  indirecte. 

Nousnousproposons  de  trou- 
ver x  de  sorte    que  y  prenne 
la  valeur  arbitraire  m:  il  suffit  pour  cela  de  résoudre  l'équa- 
tion 


x  -\-  2  \/R-  —  •'•'-  — •  m. 
Celte  équation  étant  irrationnelle,  nous  isolerons  le    radi- 
cal dans  un  membre 


2  VR*  —  x*  =  m  —  x,  (i) 

et  nous  élèverons  les  deux  membres  au  carré  ;  en  ordonnant 
par  rapport  à  ce,  nous  obtenons 

5x'z  —  2  »ix  -f-  (m"  —  4R2)  =  o  (£) 
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Pour  que  la  quantité  y  puisse  acquérir  la  valeur  m,  il  faut 
et  il  suffit  qu'il  corresponde  à  cette  valeur  une  raciue  réelle 
de  l'équation  (1)  ;  c'est-à-dire  que,  pour  cette  valeur  m,  l'é- 
quation (2)  ait  une  racine  réelle,  positive  et  moindre  que  m 
(à  cause  de  l'élévation  au  carré). 

Or.  la  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  (8)  est 
m2  —  5  (m-  —  4R2)  >  o 
ou  m'  —  5R-  _  o 

ce  qui  conduit  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante 

m-  _  R  y/ 17 
puisque  m  est  positif. 

Donc  déjà  m  ne  peut  avoir  de  valeur  supérieure  à  R  y  5  : 
voyons  si  m  peut  égaler  cette  limite  supérieure  ;  lorsque 

/-  m 

m  =  R  \  ?,  l'équation  adinel  la  racine  double  5  ,  ou 

Ry/j" 

5 
qui  est  positive,  et  moindre  que  m; elle  est  donc  acceptable. 

et  la  plus  grande  valeur  que  peut  atteindre  m  est  R\/ 5  ;  c'est 
donc  le  maximum  cherché.  En  discutant  le  problème  auxi- 
liaire on  trouverait  le  minimum  R  atteint  pour  x  =  R. 

Exemple  II. —  Étant  donné  un  rectangle  ABCD,  on  propose 
de  placer  le  point  M  sur  la  direction  du  côté  AH.  de  sorte  que  la 
somme  des  aires  des  triangles  AMN ',  DNG  soit  un  minimum. 

Il  est  visible  etiectivemenl  que  si  le  point  M  part  de  A  en 
se  dirigeant  vers  X,  la  somme  des  surfaces  a  d'abord  pour 
valeur  la  moitié  de  l'aire  du  rectangle,  et  que  le  point  M 
venanl  se  placer  en  V  tel  que  AF  =  AB,  la  somme  des  aires 
reprend  la  même  valeur;  donc  M  se  déplaçant  de  Avers  F: 
cette  somme  variable  qui  a  commencé  par  décroître,  a  passé 
par  un  minimum. 

Soionl  a.  b  Les  dimensions  du  rectangle  et  soit  ,r  la  dis- 
lance v  a  r  i  a  1  >  1  «  -  AV».  L'expffMMOIl  dfl  la  somme  y  des  deuxaires 

sera  alors  y  =  —  X  AN  4 a  DN. 

2  2 


Or  on  a 


d'où       y  = 


a  -f-  x 


AN 


DN 


6a2 


b{a-  -f-  ./•'-) 


(ft  +  *)         2(a  +  x)  ?,(a  +  x) 

Ne  sachant  pas  disculer  la  fonction  que  nous  trouvons, 

nous  appliquons  la  méthode  indirecte  :  nous  cherchons  donc 

à  déterminer  x  de  sorte  que  la  somme  des  aires  ait  la  valeur 

m.  A  cet  effet,  nous  considérons  l'équation 

b(a*  +  x2) 
•— — — — r—  =  m; 
lia  -f-  x) 

d'où  bx-  —  2>nx  -f-  o(«/j.-}-  2  m)  =0.  (1) 

Pour  que  la  somme  des  aires  puisse  acquérir  la  valeur  m, 

il  faut  et  il  suffit  que,  à  cette 
valeur  de  m.  corresponde  une 
racine  réelle  et  positive  de  l'é- 
quation (1)  ;  or,  la  condition  de 
réalité  des  racines  de  (1)  est 

m-  —  ab  (ab  -f-  2m)  >  o 
ou  m2  -f-  2abm  —  a2  b'1  >  o.  (2) 
Les  racines  de  l'équation  obte- 
nue en  égalant  à  zéro  le  premier 
membre  de  (2)  sont  réelles,  iné- 
gales et  de  signes  contraires: 
il  faut  donc  et  il  suffit,  pour 
satisfaire  à  (2),  que  la  quantité 
positive  m  ne  soit  pas  infé- 
rieure à  la  racine  positive,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

m  _  ab  (V  2  —  1). 
Ainsi  la  somme  des  aires  ne   peut  pas  être  inférieure  à 

ab  (1/  2  —  1);  voyons  si  elle  peut  l'égaler;  quand  m  a  cette 

ni 
valeur  limite,  l'équation  (1)  admet  la  racine  double  —  ,     ou 


a(\/  2  —  1);  cette  valeur,  étant  positive,  est  acceptable  ;  par 
suite  la  moindre  valeur  de  y  est  bien 
ab  (\    2  —  1) 


et  le  minimum  est  atteint  quand  on  a 

./•  =  a  (y   2  —  i), 

valeur  facile  à  construire. 

Note  r.K  la  Rédaction.  —  Cet  article  esl  extrait  textuellement  de  l'Algèbre 
de  M.  Combette,  dont  nous  avons  déjà  rendu  compte.  Il  fait  voir  dans  quel 
esprit  rigoureux  cl  méthodique  est  écrit  cel  ouvrage,  que  nous  ne  saurions 
irop  recommander  à  nos  lecteurs. 

QUESTION  361 

Solution  par  M.  E.  Sauviat.  au  Lycée  de  Nantes. 


Considérons  quatre  droites  dans  un  plan:  ces  quatre  droites 
prises  trois  ii  trois  forment  quatre  triangles  et  l'une  d'elles,  AB 
par  exemple,  appartient  à  trois  de  ces  triangles.  Dans  chacun 
des  trois  triangles  correspondant  à  AB,  joignons  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  sommet  opposé  à  AB.  1°  Pour  un  même 
côté  AB.  les  trois  droites  ainsi  menées  concourent  en  un  point  I  : 
2°  les  quatre  points  analogues  à  l  et  les  quatre  centres  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  les  quatre  droites 
sont  sur  une  même  circonférence. 

1"  Menons  les  droites  LD,  EK  qui  se  coupent  en  I;  joignons 
IF,    FH  et  démon- 
trons que  les  points 
F,  I,  H  sont  en  ligne 
droite. 

L'angle  EID=IDB 
—  IED  ou  la  diffé- 
rence de  leurs  com- 
pléments :  EKM 
-  DLP. 

Remplaçons  ces 
deux  angles  par  leurs 
égaux  -ECB,  DAB; 
OU  a  :  BID  =  ECB 
-I)AB=A.FC=FFD. 

Dune  Le  quadrilatère  F1DE  est  inscriptible  cl  l'on  a 
BF1  =  [DM, 
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mais  dans  le  triangle  LDP,  IDM  est  le  complément  de  l'angle 
L  ou  de  son  égal  FAC.  D'ailleurs,  l'angle  HFC  est  le  complé- 
ment de  l'angle  FHQ  ou  de  son  égal  FAC.  Les  deux  angles 
IDM  et  HFC  ont  donc  même  complément  et  sont  égaux.  Or. 
on  vient  de  voir  que  EFI  =  IDM.  Donc  EFI  =  HFC  et  les 
trois  points  H,  F;  I  sont  en  ligne  droite. 

2°  Je  dis  d'abord  que  les  trois  cercles  H,  L,  K  se  coupent 
en  un  même  point  ;  soit  0  le  point  d'intersection  des  cercles 
L  et  K,  on  a 

AOC  =  AOB  —  COB  =  ADB  —  CEB  =  EFD  =  AFC. 

Le  cercle  H  passe  donc  par  le  point  0. 

Il  faut  prouver  que  le  quadrilatère  HLKI  est  inscriptible. 
Or,  l'angle  KHL  =  AOC  qui  a  ses  côtés  perpendiculaire.0»  à 
ceux  du  premier,  et  AOC  =  AFC. 

Donc  KHL  =  AFC. 

D'ailleurs  LIK  =  EID  =  EFD,  puisque  le  quadiïla  tère  EDIF 
est  inscriptible. 

Donc  LIK  =  EFD  =  AFC. 

Les  deux  angles  KHL,  EFD  égaux  à  AFC  sont  égaux  entre 
eux  et  le  quadrilatère  IKLH  est  inscriptible;         c.  q.  f.  d. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  le  cercle  circonscrit  passe 
par  le  point  0. 

En  effet, 

LOK  ou  son  égal  LBK  =  ABD  —  LBN  —  KBM 

ou        LBK  =  ABD  —  (—  —  ADB)  —  (-?-  —  ECB\ 

=  ABD  -f  ADB  -|-  ECB  —  -. 

Or  ABD  -f  ADB  =  k  —  FAC. 

donc      LBK  =  ECB  —  FAC  =  AFC  =  AOC  =  KHL. 
donc  LBK  ou  son  égal  LOK  =  KHL. 

Donc  les  cinq  points  I,  K,  L,  H,  0  sont  sur  une  roêine 
Circonférence.  Si  on  considère  un  côté  autre  que  AB,  on  a 
une  circonférence  qui  doit  avoir  en  commun  avec  la  précé- 
dente  le  point  0  et  deux  quelconques  des  trois  points  H,K,L. 

Cette  nouvelle  circonférence  se  confond  donc  avec  la  pre- 
mière. 

Il   en  résulte  que  les  quatre  points  analogues    à  I,  les 
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quatre  centres  des  cercles  circonscrits    et   le  point  0  sont 

neuf  points  sur  une  même  circonférence. 

NOTA.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Liégeois,  élè\e  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  classe  de  M.  Courcelles. 


QUESTION  388 

Solution  par  M.  Pigeaid,  élève  du  Lycée  de  ChàteaufOUA. 


Circonscrire  à  une  circonférence  de  rayon  r  un  triangle  iso- 
scèle  dont  le  côté  soit  égal  à  m  fois  la  base.  (Le  lecteur  est 
prié  de  faire  la  figure.) 

Supposons  le  problème  résolu;  soit  ABC  le  triangle  pro- 
posé. Je  mène  le  rayon  OD  et  j'ai  dans  les  deux  triangles 
semblables  ADO  et  ABH: 

AO         AB         AO  mBC 

ou 


OD  BH  r  BC 


2 

d'oii  AO  =  2inr. 

De  là  la  construction  suivante.  D'un   point  A  distant   du 

[joint  0  d'une  longueur  2»»'   je    mène    deux   tangentes   au 

cercle,  et  par  le  point  H  déterminé  par  AO  prolongé,  j'élève 

une  perpendiculaire  à  cette  même    droite    AO.  Le   triangle 

ainsi  construit  répond  à  la  question. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolu© par  MM.  Hellot.  à  Rouen;  Delcam- 
bre,  collège  Chaptal,  à  Paris  ;  Baron,  à  Sainte-Barbe ;  Verdier,  a  Passj  ;  Sau- 
viat.  à  Nantes;  Fiérat,  ù  Lille;  Provo-i.  au  Mans. 


QUESTION  389 

Solution  par  M.  MATOH,élève  au  Lycée  Henri  l\ 


On  considère   un  cercle  a  et  nu  diamètre   \l>   de  ce  cercle j 
ayant  pris  sur  kB,entre  les  points  A  et  B,  un  point  fixe  C*  on 

trace,  du  même  côté  '/"  diamètre,  dewx  droites  rencontrant  le 
cercle  an.r  points  1>  <'t  B.  <hi  suppose  ces  droites  mobiles,  mais 
à  chat/uc  instant  9tfméhiqi»$i  par  rapport  n  la  perpendiculaire 
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UZ  au  diamètre  AU;  enfin  de  même  aux  points  D,  E,  les  tan- 
gentes au  cercle  A,  tangentes  qui  se  rencontrent  au  point  F.  On 

propose  de  démontrer  les  propriétés  suivantes  de  la  figure  ainsi 
formée  : 

1°  Le  quadrilatère  CDEF  est  inscriptible. 

2°  Le  lieu  décrit  par  le  point  F  est  une  droite. 

S0  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère 
CDEF  est  une  droite. 

4°  La  droite  DE  passe  par  un  point  fixe. 

5°  Le  triangle  CDE  est  maximum  quand  il  est  rectangle. 

(P  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  droites  AD, 
BE  est  une  droite. 

I.  —  La   question  est  évidemment   résolue,  du   moins  en 


majeure  partie,  si  ou  s'appuie  sur  la  division  harmonique  et 
la  théorie  des  polaires.  Ainsi  le  lieu  de  F  et  le  lieu  du 
point  de  concours  [des  droites  AD  et  BE  sont  évidemment 
la  polaire  du  point  tixe  par  lequel  passent  les  droites  DE, 
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Lequel  point  iixe  n'est  autre  que  le  conjugué  harmonique 
de  C  par  rapport  au  cercle. 

Celte  question  offre,  ce  semble,  plus  d'intérêt  si  on  s'as- 
treint à  en  démontrer  les  divers  points  en  ne  s'appuyaut 
que  sur  des  principes  plus  élémentaires. 

II.  —  1°  Le  quadrilatère  CDEF  esi  inscriptible . 

Joignons  DO,  EO  ;  le  quadrilatère  FDOE  est  inscriptible; 
il  a  l'angle  en  F  commun  avec  le  quadrilatère  CDEF:  il  suf- 
fit donc  de  montrer  que  DCE  =  DOE;  en  prolongeant  ECet 
DC  en  D'  et  E',  comme  CD  et  CE  sont  symétriques  par  rap- 
port à  AB,  on  a  arc  DE  =  arc  DE'.  Donc  les  angles  DCE  et 
DOE  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure  l'arc  DE. 

i°  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère. 

Il  résulte  du  premier  cas  que  ce  cercle  circonscrit  est 
commun  aux  deux  quadrilatères  CDEF,  ODEF.  Or  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  second  quadrilatère  est  au  milieu 
de  la  droite  FO  en  K.  On  a  KC  =  KO  comme  rayon  du  même 
cercle;  donc  le  lieu  du  point  K  est  une  perpendiculaire 
à  AB  élevée  au  milieu  de  CO. 

Remarque.  —  Etudions  ce  lieu:  toute  la  droite  en  fait  évi- 
demment partie;  soit  I  son  point  de  rencontre  avec  le  cer- 
cle et  S  le  point  de  rencontre  de  OT  avec  CZ  :  si  par  S  je  mène 
des  tangentes  au  cercle,  les  droites  symétriques  correspon- 
dantes CD  et  CE  jouiront  d'une  propriété  remarquable  : 
quand  les  points  D  et  E  seront  sur  le  cercle  entre  A  etD, 
d'une  part,  B  et  E  d'autre  part,  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit à  CDE  Fseraà  l'intérieur  du  cercle;  quand  D  et  E  seronl 
sur  l'arc  D/FE,,  le  centre  du  cercle  circonscrit  sera  extérieur 
au  cercle;  enfin  quand  D  est  eu  D,  et  par  suite  B  en  F,  le 
centre  correspondant  n'est  autre  que  le  point  T. 

■ï"  Lieu  de  F.  —  Puisque  KF=  KO,  comme  onaCR  =  RO, 
il  en  résulte  que  dans  le  triangle  OCF,  FG  est  parallèle  à 
KB;  donc  le  lieu  de  F  est  nue  perpendiculaire  en  C  à  AU. 

Au  point  de  vue  géométrique,  la  partie  de  cette  droite 
comprise  ;i  l'intérieur  du  cercle  ne  fait  pas  partie  du  lieu; 
car  les  tangentes  étant  réelles,  leurpointde  rencontre  F  esl 
fi  l'extérieur  du  cercle, 
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4°  La  droite  DE  passe  par  un  point  fixe. 

Soit  P  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  AB.  Soit  V 
son  point  de  rencontre  avec  FO.  Les  deux  triangles  rectan- 
gles PVO,  COF  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  aigu 

PO  FO 

commun.  On  a  —  =  —  : 

A'    »  T>n  0V-F0 

d  ou  PO  = 


CO       ' 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  FOE,  comme  EY  est  per- 
pendiculaire sur  l'hypoténuse,  on  a 

OV  .  FO  =  OE2  ou  R2: 

donc  PO  =  — —  . 

CO 

donc  PO  est  constant  ;  c'est  une  troisième  proportionnelle 
qu'il  est  aisé  de  construire  :  les  droites  DE  passent  donc- 
toutes  par  le  point  P  ainsi  détourné. 

o°  La  surface  de  DGE  est  maximum  quand  le  triangle  est 
rectangle  en  A. 

En  effet,  la  surface  de  DGE  est 

S  =  —  DG  .  CE  sin  DGE. 

2 

Or  on  a 

DG  .  CE  =  DC  .  D'C  =  AC  .  CB  =  R2  —  GO2  : 

donc  S  =  —  (R2  —  CO2)  sin  DCE. 

2 

R2  —  CO2  étant  constant,  la  surface  sera  maximum  quand 
sin  DCE  sera  maximum,  c'est-à-dire  pour  DCE  =  go°. 
6°  Lieu  des  points  de  rencontre  de  AD  et  BE. 
On  a  vu  que  PO  .  CO  =  R2 

R  PO 

R  _  GO         PO  —  R 

on  a  = 

R  -f-  CO         PO  +  R 

CA  PA 

"BC"~  PB"' 

Dans  le  triangle  DGE  les  deux  bissectrices  CH,  CP 
donnent  aussi  les  relations 


— 

18 

DH 

PI) 

HE 
PA 

PE  ' 
PI) 

PB 
CA 
BG 

= 

PE' 

DH 

HE' 

Or  on  a 

donc 

Ceci  posé,  par  E  je  mène  la  droite  XY  parallèle  à  AB. 

Les  triangles  XDH,  HEY  sont  semblables;  en  effet  ils 
ont  deux  angles  égaux  comme  opposés  par  le  sommet,  et 
EYH  =  XDH  comme  ayant  même  mesure  :  en  effet,  XDH  a 
pour  mesure  la  moitié  de  ADE  et  EYX  =  EBAqui  a  aussi 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  ADE. 

De  la  similitude  de  ces  deux  triangles  il  résulte  que 
DH         XH 


Mais  alors 


HE   '"  11 Y 
XH  AG 


HY  GB 

et  par  suite  les  trois  droites  AD,  CH,  BE  sont  concourantes  ; 
donc  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  AD  avec  BE  est  la 
droite  CH. 

Remarque,  —  Le  lieu  véritable  n'est  que  la  partie  de  la 
droite  CZ  extérieure  au  cercle  ;  mais  si  on  considère  en 
même  temps  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  BD  avec  AE. 
le  lion  complet  es!  la  droite  (VA  loti I   entière. 

Conséquences  de  ces  diverses  propriétés. 

I.  —  Le  premier  cas  nous  conduit  ù  la  remarque  suivante  •" 
Étant  donnés  deux  points  D  et  E,  si  on  va  de  D  en  E  en 
louchant  une  droite  AB  en  G,  le  chemin  DGE'  étant  mini- 
mum, la  circonférence  passant  par  les  poinls  l>.  C.  E  coupe 
la  droite  AB  en  un  second  poinl  qui  est  équidistant  de  Det  E. 

II.  —  Le.  quatrième  cas  étanl  démontré,  on  peut  propose1* 
sur  la  figure  tous  les  problèmes  relatifs  aus  droites  qui  passent 
par  un  point   fixe,    \insi.    le   lieu  du  pied  de   la  hauteur  issue 

de  Q  dan» le  triangle  <  IDE  Ml  un  oerolfl  de  diamètre  PA)  le 
lieu  du  pied  de  la  médiane  issue  de  A  esl  un  cercle  de  dia- 
mètre PO;  d'une  façon  plus  générale  le  lieu  du  pied  d'une 
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droite  issue  de  G  et  faisant  avec  DE  un  angle  constant  a,  est 
un  segment  capable  de  cet  angle  a  décrit  sur  PC. 

Il  en  serait  de  même  pour  certains  points  remarquables 
des  droites  CD,  CE  qui  passent  par  le  point  fixe  C.  En 
particulier  le  lieu  des  projections  de  0  sur  ces  deux  droites 
est  un  cercle  de  diamètre  CO. 

III.  —  Le  cinquième  cas,  si  on  suppose  que  le  point  C  soit 
en  0,  conduit  à  la  proposition  suivante  :  Etant  donné  un  point 
fixe  P  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une  sécante  PDE. 
Le  triangle  DOE  sera  maximum  quand  la  sécante  coupera 
la  courbe  sous  un  angle  de  45°.  —  On  le  vérifie  aisément. 

IV.  —  On  peut  faire  sur  la  figure  proposée  beaucoup 
d'autres  remarques  dont  voici  quelques-unes  : 

i°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  bissectrices  du  trian- 
gle ODE  est  évidemment  la  droite  OZ. 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  médianes  de  ce  même 
triangle  est  un  cercle.  En  effet,  on  a  vu  que  le  lieu  du  pied 
de  la  médiane  CV  est  un  cercle  de   diamètre  PO.  Si  par  le 

point  N  situé  aux  —  de  CV  à  partir  de  C,  je  mène  des  paral- 
lèles à  VO  et  VP,  elles  coupent  en  G  et  J  le  diamètre  AB; 
leur  angle  est  évidemment  droit  ;  donc  le  lieu  de  N  est  un 
cercle  de  diamètre  GJ.  Les  points  G  et  J  divisent  respecti- 
vement PC  et  CO  dans  le  rapport  — . 

3°  Le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  la 
droite  OF  avec  une  droite  symétrique  de  la  hauteur  issue  de 
C  par  rapport  à  CZ,  n'est  autre  que  le  lieu  du  centre  du 
cercle  circonscrit  au  quadrilatère  CDEF,  c'est-à-dire  la 
droite  RT. 

Ceci  résulte  en  effet  de  la  propriété  qu'ont  la  hauteur  d'un 
triangle  et  la  droite  qui  joint  le  sommet  considéré  au  cen- 
tre du  cercle  circonscrit  d'être  symétriques  par  rapport  à  la 
bissectrice  issue  au  même  sommet. 

Nota.  — La  même  question  aétérésoiue  par  MM.  Fiévet,  à  Lille;  Pigeaud", 
à  Châteauroux  ;  K.œhl,  ;i  Grenoble;  Simeray,  à  Lons-le-Saulniei* ;  Baron,  .1 
Sainte-Barbe. 

M.  Baron  a  remarqué  en  outre  que  si  L'on  supposai!  le  cercle  projeté  sur 
un  plan  passant  par  le  diamètre  \l'>,   les  droites  HD,  f!E  se  projettent  sniyanl 


des  droites  également  inclinées  sur  le  grand  axe,  el  ipie  les  propriétés  2,  4,  6 
sont  projectives;  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  CDEF  se  pro- 
jette  suivant  le  centre  d'une  ellipse  ijomothétique  à  l'ellipse  donnée,  et 
passant  par  les  cinq  points  A,  C,  E,,  D,,  Ft;  et  le  centre  de  cette  ellipse  décrit 
une  droite  perpendiculaire  au  grand  axe  et  passant  parle  milieu  de  Ml. 


(JUESTION  390 

Soin  lion  1  m   If.  J.  nE  Loy.nes,  élève  de  l'École  Albert-le-Grand. 


Dans  un  parallélogramme    ABCD,    on  mène,  par  un  sommet 
A,  une  sécante  ([Ut  coupe  BC  en  E  et  DC  en  F.  Démontrer  que, 
<\uelle  que  soi',  la  direction  de  la  sécante,  on  a 
BE  X  DF  =  const. 

J  oignons  AG.  Cette  ligne  AG  coupe  BG  et  DG  au  même 
point  G.  Donc,  si  l'on  forme  dans  ce  cas  le  produit  des 
deux  segments  déterminés  sur  BG  et  sur  DG  parla  sécante 
AG,  ce  produit  BG  X  DG  sera  le  produit  de  deux  côtés 
consécutifs  du  parallélogramme.  Considérons  maintenant 
les  deux  triangles  ABE,  AFD.  Ils  sont  semblables  comme 
ayant  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun;  savoir  :  les  an- 
gles ABE,  ADF,  comme  angles  opposés  du  parallélogramme 
ABCD;  les  angles  BAE,  DFA,  comme  alternes-internes  par 
rapport   aux    deux  parallèles    AB,  DG    coupées  par  la    sé- 

1V    ^  BE  AB 

ran te   AIN.  Donc  .  ^    =    _,,    ; 

AD  Db 

doit  BE  X  DF  =  AD  x  AB. 

Par  suite  le  produit  BE  X  DF  est  constant,  puisqu'il  est 

('■gui  au  produitde  deux  côtés  consécutifs  du  parallélogramme. 

\ht\.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Fiévet,  a  Lille;  Pagil- 
lon,  au  collège  Stanislas;  Blessel,  à  Paris  ;  Tietard,  Pigeaud,  à  Chateauroux  ; 
Dupuis,à  Lons-le  Saulnier;  Costeux,  à  Saint-Omer;  Baron,  à  Sainte-Barbe; 
Dupré, à  Grenoble;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Broutin.  Verdier,  à  Pnssy;  Lestic, 
.1  Saint-Brieue. 


QUESTION  392 

Solution  par  M.  G.  Pigeaud,  élève  au  Lycée  de  Châteauroux. 


Deux  cercles  étant  donnés  et  «  étant  un  centre  de  similitude 
inverse,  une  droite  AC  tourne  autour  de  co.  On  mène  les  tangentes 
en  A  et  en  C  gui  ne  sont  pas  des  points  homologues,  trouver  le 
lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Prenons   AG  dans  l'une  de  ses  positions  et  soit  ABC  le 


triangle  formé  par  les  taugentes  et  cette  droite.  L'angle  A 

de  ce  triangle  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AA',  l'angle  C 

a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  GG',  et  comme   ces  deux 

arcs  sont  égaux,  on  a  A  =  G  et  le  triangle  BAG  est  isoscèle  : 

donc  BA  ==  BG.  Le  point  B  est  donc  tel  que  les  tangentes 

menées  de  ce  point  aux  deux  cercles  soient  constamment 

égales  entre  elles.  Or  on   sait  que    le  lieu  des  points  qui 

jouissent  de  cette  propriété  est  l'axe  radical  des  deux  cercles, 

B  est  donc  constamment  sur  cet  axe,  et  cet  axe  est  le  lieu 

deB. 

Nota.  —  La   même  question   a   été  résolue   par  MM.  Dupin,  à  Grenoble; 
Gino-Loria,  à  Mantoue;  Pagillon,  au  collège  Stanislas  ;  Lestic.à  Saint-Brieuc. 
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QUESTIONS   PROPOSÉES 


8.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  deux  côtés  et  la  ligne  qui  joint  le  sommet  de  l'angle 
compris  au  centre  du  cercle  inscrit.  (Hallowell.) 

9.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  la  base  et  la  hauteur,  sachant  en  outre  qu'un  des 
angles  à  la  base  est  double  de  l'autre.  Hallowell.) 

10.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  la  base,  un  angle  à  la  base  et  la  somme  du  côté  op- 
posé à  cet  angle  et  de  la  hauteur  du  triangle.  ,  Hallowell.) 

11.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  connais- 
sant un  angle,  l'un  des  côtés  adjacents  et  l'angle  qui  fait  le 
côté  opposé  à  l'angle  donné  avec  la  médiane  correspon- 
dante. (Uallowel.) 

12.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  la  base,  la  différence  des  angles  à  la  base,  et  la 
somme  des  deux  autres  côtés.  Hallowell.) 

13.  —  Construire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant la  base,  un  angle  à  la  base,  et  le  point  de  la  base  par 
lequel  passe  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  mené  par  le 
troisième  sommet.  Hallowell,) 

14.  —  Par  un  point  pris  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
dans  un  triangle  rectangle  du  sommet  de  l'angle  droit  sur 
l'hypoténuse,  mener  une  droite  telle  que  la  portion  comprise 
entre  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  ait  son  milieu  sur  l'hypo- 
ténuse. (Hallowell.) 

15. — Construire  géométriquement  un  triangle  connais- 
sant un  angle,  la  bissectrice  et  la  différence  entre  les  côtés 
qui  comprennent  l'angle  donné.  (Hallowell.) 

16.  —  On  considère  nncercle  l>;  soient  AB  un  diamètre, 
Â.G  La  tangente  au  point  \;  par  le  centre  0  de  1),  on  mène 
une  infinité  de  cercles   A   tangents  à  A.G;  soit   M  un  des 


—  48  — 

points  communs  à  D  et  A  ;  la  tangente  eu  M  au  cercle  D  rei 
contre  A  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique 

(G.  L.)  ' 

17.  —  On  considère  un  cercle  A,  et  deux  diamètres  rec1 
tangulaires  AA',  BB';  par  le  point  A,  on  mène  une  transvei 
sale  o,  qui  rencontre  la  tangente  en  A'  au  point  D.  et  1 
diamètre  BB'  au  point  E.  Par  le  point  D  on  peut  mener  ai 
cercle  une  seconde  tangente  DK,  touchant  le  cercle  au  poin 
K;  la  droite  AK  rencontre  BB'  en  un  point  F.  Trouve) 
l'intersection  de  o  et  de  A'F  quand  8  tourne  autour  de  A. 

(G.  L.) 

18.  —  Si  trois  nombres  entiers  ont  une  somme  égale  i 
zéro,  la  somme  de  leurs  cubes  est  égale  à  leur  triple  pro- 
duit, et  la  somme  de  leurs  cinquièmes  puissances  est  divi- 
sible par  cinq  fois  leur  produit.  (G.  L.j 

19.  —  On  considère  un  cercle  du  centre  0,  et  un  dia- 
mètre AA.  Soit  M  un  point  mobile  sur  la  circonférence;  on 
fait  passer  par  MOA  un  cercle  A,  par  MOA'  un  autre  cercle 
A'.  Démontrer  : 

1°  Que  ces  cercles  se  coupent  orthogonalement  ; 

2°  Que  r  et  r  étant  leurs  rayons,  R  le   rayon   du    cercle 

donne,  on  a. —  ==  -^—  : 

o"  Que  la  projection  de  la  langente  commune  sur  la  ligne 
des  centres  a  une  longueur  constante,  égale  à  R.       (G.  L.) 

20.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  un  diamètre 
AB  et  la  tangente  A  à  l'extrémité  B  de  ce  diamètre.  La  tan- 
gente en  un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  ren- 
contre A  en  un  point  G,  par  lequel  on  mène  une  parallèle  à 
AB  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  rayon  OM.  Soit  I  ce  point 
de  rencontre;  trouver  le  lieu  du  point  I  quand  M  parcourt 
la  circonférence  proposée.  (G.  L.) 

Le  Rédacteur-Gérant, 

.1.  KOEHI.ER. 
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QUESTION   D'EXAMEN 


Résoudre  un  triangle  connaissant  te  côté  a,  l'angle  B,  et  la  dif- 
férence b  —  h  r*=  l,  entre  le  côté  b  et  la  hauteur  h  issue  du  som- 
met A.  ;  discuter. 

Montrer  que  le  problème  peut  être  ramené  à  la  recherche  des 
points  où  le  côté  Bk  rencontre  une  parabole  ayant  pour  foyer 
le  sommet  G  du  triangle  et  pour  directrice  une  parallèle  au  côté 
BC;  discuter  à  nouveau  le  problème  et  comparer  les  résultats. 
(Concours  d'agrégation,  1881.) 

i. — Nous  allons  chercher  à  déterminer  d'abord  l'angle 
C,  puis  le  côté  opposé. 

Nous  avons  h  =  b  sin  C. 

Donc,  une  première  équation  du  problème  est 

0(1  —  sinC)=/.  (1) 

D'autre  part,  la  relation  fondamentale  entre  les  côtés    el 

les  smus  donne        — . — —  =  — : — y^— ■ — p^—  ; 
sinB  sin  (B  -+-  C) 

en  éliminant   6  entre  cette  équation  et  la  précédente,  nous 

avons,  pour  déterminer  G,  une  équation  qui.  mise  sous  forme 

•  ntière,  devient 

/  sin  Bcos  C  -f-  (7  cos  B  -f-  «sin  B)  sin  G  =  a  sinB.   (2) 

Il  est  facile  de  déterminer  l'angle  G  satisfaisant  à  cette 
équation;  pour  que  cet  angle  C  ait  une  valeur  réelle,  il  faut 
que  l'on  ait 

/*  sin*  B  -f  (/  cos  B  +  a  sin  B)-  >  o1  sin2  B 

ou,  en  simplifiant,  et  remarquant  que  /  est  toujours  positif, 

/  -f-  a  sin  ii Tî  ;    o. 

dette  condition  est  toujours  remplie  lorsque  l'angle  B  est 
aigu  ou  droit,  et  aussi,  quel  que  soit  cet  angle,  lorsque  l  est 
plus  grand  que  a:  on  trouve  alors  deux  valeurs  pour  l'angle 
C<  Si  a  est  plus  grand  que  /,  on  peut  trouver  deux  angles 
obtus  tels  que  l'on  uit 

sin  2B  =s  — 

t/ 

JlU  i  \  M    il    v  \  i  m.   i  i  t  M.  InHi.  '.i 
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et  alors,  pour  ces  deux  valeurs  de  B,  l'équation  (2)  n'est 
plus  satisfaite  que  par  une  seule  valeur  de  l'angle  G  ;  les 
deux  valeurs  de  B  qui  donnent  cette  solution  particulière  sont 

—  +Bt,  etTt-B,, 

B  étant  l'angle  aigu  déterminé  par  l'équation 

•       ^  l 

sm  2D,  =  — ; 
a 

le  problème  n'a  plus  de  solution  lorsque  B  est  compris  entre 
les  deux  valeurs  précédentes. 

2.  —  La  condition  de  possibilité  que  nous  venons  d'indi- 
quer n'est  pas  suffisante;  il  faut  eu  outre  que  le  sommet  A 
se  trouve  sur  la  partie  de  BA qui  fait  avec  BC  l'angle  donné 
B,  et  non  pas  sur  son  prolongement.  Il  faut  pour  cela  que, 
en  calculant  le  côté  c,  nous  obtenions  une  valeur  positive 
pour  c.  Or,  nous  avons,  pour  déterminer  c,  l'équation 

J—= '. ,  (4) 

sin  0        sin  B(i  —  sin  G) 

Si  nous  éliminons  C  entre  cette  équation  et  l'équation  (2) 
nousaurons  une  équation  qui  nous  permettra  de  déterminer 
c  en  fonction  des  données. 

Or,  l'équation  (4)  nous  donne 

„.            c  sin  B 
sm  C   =  — ■ — -; 

/  -j-  c  sin  B 

d'autre  part  l'équation  (2)  peut  s'écrire 

l  sin  B  cos  G  =  a  sin  B  (  i  —  sin  C)  —  /  cos  B  sin  G  ; 

élevons  les  deux  membres  au  carré,  et  remplaçons  cos2  (!paf 

(i  ■ —  sin*  C);  nous  avons,  en  remplaçant  sin  G  par  sa  valeur, 

chassant  les  dénominateurs  et  divisant  par  /2  sin2  B  : 

[l  ~\-  c  sin  B)2  3=  o2  -j-  c2  —  2(ic  cos  B. 

Cette  équation,  ordonnée  par  rapport  à  c,  devient 

c2  cos2  B  —  2c(a  cos  B  -f  /  sin  B)  -f  a2  —  Z2  =  o.     (S) 
Si  a  est  inférieur  à  /,  cette  équation  donnera  pour  c  deux 
Valeurs  réelles,  l'une  positive,   l'autre  négative;    il  y   aura 
donc  une  solution,  et  une  seule. 

Lorsque  a  est  supérieur  à  /,  la  condition  de  réalité  des  ra- 
cines est 
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(a  cos  B  -f  /  sin  B)a  —  a2  cos2  B  +  ?  cos2  B  >  o; 
cette  condition  devient 

/2  -f  al  sin  2B  >  o; 
nous  retrouvons  ainsi  la  condition  déjà  indiquée;   enfin,    si 
l'on  a  /2  -f-  al  sin  2B  =  o, 

les  deux  racines  sont  égales. 

Lorsque  nous  avons  reconnu  que  les  racines  sont  réelles, 
puisqu'elles  sont  de  même  signe,  dans  l'hypothèse  où  a  est 
supérieur  à  /,  nous  aurons  leur  signe  en  prenant  celui  de 
leur  somme,  c'est-à-dire  en  considérant  la  quantité 

a  cos  B  -f-  /  sin  B,  (6) 

le  dénominateur  étant  essentiellement  positif. 

Or,  si  nous  supposons  B  aigu,  la  quantité  précédente  est 
positive;  donc,  dans  ce  cas,  il  y  a  deux  solutions. 

Si  B  est  droit,  l'équation  (S)  tombe  au  premier  degré,  et 
elle  a  une  solution,  et  une  seule,  qui  est  positive  ou  néga- 
tive suivant  que  a  est  supérieur  ou  inférieur  à  /. 

Enfin,  dans  le  cas  où  l'angle  B  est  obtus,  nous  pouvons 
mettre  la  quantité  (6)  sous  la  forme 

-in  B  (a  Cotg  B  -f  /), 
et  nous  voyons  que  si 

cote  B  > . 

0  a 

cette  expression  est  positive  ;  elle  est  négative  dans  le    cas 

contraire. 

Nous  avons  dit  précédemmeut  qu'il  n'y  avait  aucun  so- 
lution lorsque  l'angle  B  était  compris  outre  deux  limites; 
données  par  l'équation 

/  -f-  «  sin  2B  =  o  ; 

Si  nous  cherchons  la  colangente  des  augles  correspondait ts 

nous  avons  l'équation 

h 
colg"  I5t  -f-  2  —  cotg  B,  -j-  1  =  o  ; 

si  nous  remplaçons <  otg  \>,  par  — ,  nous  avons 
quantité  négative  :  tlOUS  en  C -liions  que 
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Si  l'angle  obtus B  est  inférieur  à  la  plus  petite  des  deux 
li:i.ites  précédentes,  les  deux  valeurs  de  C  sont  positives  ; 
elles  sont  au  contraire  négatives  si  B  est  supérieur  à  la  plus 
grande  de  ces  limites. 

3.  —  Il  est  facile  de  voir  que,  au  point  de  vue  géométrique, 
le  problème  revient  à  l'intersection  d'une  droite  et  d'une 
parabole.  En  effet,  si  nous  prolongeons  la  hauteur  AH  d'une 
longueur  HD  égale  à  /,  et  si  par  le  point  D  nous  menons 
une  droite  DD'  parallèle  à  BC,  la  distance  AD  étaut  égale  à 
AC,  le  point  A  se  trouve  bien  sur  une  parabole  ayant  le  point 
C  pour  foyer  et  DD'  pour  directrice. 

Cela  posé,  nous  pouvons  discuter  les  conditions  de  possi- 
bilité du  problème  en  considérant  des  positions  relatives  de 

la  courbe  et  de  la  droite  ; 
nous  supposerons  que  l'angle 
donné  B  est  l'angle  que  fait 
le  côté  BC  avec  la  partie  de 
la  ligne  BA  située  à  droite 
de  BC,  la  directrice  DD  étant 
k  gauche  de  BC  ;  nous  savons 
que  la  ligne  BC  rencontre  la 
parabole  au  point  H  tel  que 
CH=CD  =  /. 

Si  donc  a  est  plus  petit 
que  /,  le  point  B  est  inté- 
rieur à  la  courbe  ;  une  droite 
quelconque,  non  perpendi- 
culaire à  BC,  rencontre  la 
courbe  en  deux  points  l'un 
à  droite,  l'autre  à  gauche  de 
BC  ;  donc,  il  y  a  toujours  une  solution,  et  une  seule  admis- 
sible, dans  ce  cas,  puisque  la  solution  comptée  à  gauche  de 
BC  ne  répond  pas  aux  données  du  problème. 

Si  la  droite  est  perpendiculaire  à  BC,  le  point  à  droite  de 
BC  s'est  éloigné  indéfiniment  ;  le  point  situé  à  gauche  seul 
existe  ;  la  solution  correspondante  n'est  pas  admissible. 

Lorsque  a  est  plus  grand  que  /,  le  point  B  est  extérieur  à 
la  courbe,  en  B'  par  exemple.  Nous  pouvons,  par  ce  point 
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mener  deux  tangentes  B  M  et  B'M'  à  la  courbe  ;  si  nous  fai- 
sons tourner  une  droite  de  0  à  180°  a'Uour  du  point  B',  ricms 
voyons  que,  tant  que 
l'angle  CB'E  est  ai- 
gu, le  côté  B'E  ren- 
contre la  courbe  en 
deux  points,  à  droite 
de  B'C;  il  y  a  donc 
deux  solutions.  L'un 
des  points  s'éloigne 
à  l'infini  lorsque  l'an- 
gle B  devient  droit; 
il  y  a  donc  plus  qu'u- 
ne solution.  Le  mou- 
vement continuant, 
l'angle  B  devient  ob- 
tus, et  il  y  a  d'abord 
deux  solutions,  qui 
se  confondent  en  une  seule  lorsque  l'angle  donné  devient 
égal  à  l'angle  OB'M,  formé  par  la  première  tangente  avec 
le  côté  BC.  Ensuite,  il  n'y  a  plus  de  point  de  rencontre,  tant 
que  la  droite  est  comprise  dans  l'angle  MB'X  ;  au  delà,  les 
points  d'intersection  se  trouvent  non  plus  sur  la  ligne  elle- 
même,  mais  sur  son  prolongement. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  points  d'intersection  se  trouvant 
à  gauche  de  la  droite  B'C  ne  répondent  plus  au  problème 
donné,  mais  à  cet  autre  problème:  Résoudre  un  triangle  dont 
on  connaît  un  côté  a,  l'angle  B,  et  sachant  que  la  somme  du 
coté  b  et  de  la  hauteur  h  abaissée  de  A  sur  le  côté  a  est  égale  à 
une  langueur  donnée  1. 

La  construction  ordinaire  pour  trouver  l'intersection  d'une 
droite  et  d'une  parabole  nous  conduit  aux  mêmes  résultats, 
et  nous  permet  en  outre  de  comparer  le  solution  géométrique 
avec  la  solution  trigonoiuétrique  du  problème. 

Rappelons  que,  pour  trouver  l'intersection  d'une  droite  et 
d'une  parobole,  nous  prenons  d'abord  le  symétrique  du 
foyer  par  rapport  à  la  droite  :  puis  nous  faisons  passer  par  le 
foyer  et  son  symétrique  une  eircftnfércwco,  tangente  à  la  (li- 
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rectrice;  le  centre  de  cette  circonférence    qui  se  trouve   sur 
la  droite  donnée,  est  le  point  d'intersection  cherché. 

Gela  posé,  si  la  droite  tourne  autour  d'un  point  B,  le  symé- 
trique du  foyer  est  sur  une  circonférence  ayant  le  point  B 
pour  centre,  et  passant  par  le  foyer. 

Pour  que  la  droite  rencontre  la  courhe,  il  faut  que  le  foyer 
et  son  symétrique  soient  d'un  même  côté  de  la  directrice  ;  il 

est  facile  de  voir  que  cette 
condition  est  toujours  rem- 
plie lorsque  le  point  B  est 
à  l'intérieur  de  la  courbe, 
puisque  le  rayon  BG  de  la 
circonférencelieu  des  symé- 
triques du  foyer  est  moindre 
que  CD. 

Lorsque  le  point  B  est  à 
l'extérieur  de  la  courbe,  la 
circonférence  de  rayon  BG 
coupe  la  directrice  aux 
points  P  et  P ,  et  lorsque 
le  symétrique  du  foyer  est 
sur  l'arc  PMP,  la  droite  ne 
rencontre  plus  la  parabole. 
Or,  il  est  facile  de  voir  que, 
pour  une  position  quelconque,  P'  par  exemple,  du  symétri- 
que Hu  foyer,  l'angle  CBP',  compté  dans  le  sens  positif  (cet 
angle  pouvant  être  supérieur  à  deux  droits)  est  égal  au 
double  de  l'angle  B,  formé,  dans  le  même  sens,  par  la  droite 
BA  avec  le  côté  BC. 

Gela  posé,  on  voit  facilement  que  : 

Si  l'angle  B  est  aigu,  l'angle  2B  étant  inférieur  à  x,  le 
symétrique  du  foyer  est  à  droite  de  la  parallèle  BC  à  la 
directrice  ;  il  y  a  donc  dans  ce  cas  deux  solutions: 

Lorsque  l'angle  B  est  droit,  l'angle  2B  est  égal  à  tt;  l'un 
des  points  d'intersection  est  rejeté  à  l'infini,  l'autre  existe 
à  droite  de  B  ; 

Si  l'angle  B  est  obtus,  il  faut  que  le  symétrique  du  loyer 
par  rapport  à  la  droite  ne    soit  pas  sur    l'arc   PMP';  cette 
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condition  sera  remplie  si  la  distance  de  ce  point  à  la  droite 
BC  est  inférieure  à  CD.  Or,  cette  distance,  en  valeur  abso- 
lue, est  égale  à  a  sin  (2B  —  -n)  ; 
on  doit  avoir            a  sin  (2B  —  iz)  <  l. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  condition  est  précisément  la 
condition  de  possibilité  que  nous  avons  trouvée  par  la  tri- 
gonométrie. La  condition 

a  sin  (2B  —  %)  =  l 
nous  donne  les  deux  points  P  et  P' ;  nous  en  tirons  pour  la 
droite  donnée  les   positions   limites   BM  et    BM',  et    nous 
voyons  que,  pour  les  positions  de  la  droite  comprises  dans 
l'angle  MBM',  nous  n'avons  pas  de  points  de  rencontre. 

On  verrait  facilement  que,  lorsque  l'angle  B  est  inférieur 
à  GBM,  les  deux  solutions  conviennent  au  problème;  tandis 
que  si  l'angle  est  supérieur  à  CBM',  en  étant  inférieur  à  u, 
les  solutions  ne  conviennent  pas  au  problème  proposé, 

A.  M. 


NOTE  SUR  UN  PROBLEME  DE  GEOMETRIE 

Solution  par  .M.  \.  \\ïuMW!i.  professeur  au  Lycée  de  Carcassoune. 


Notre  but  est  de  présenter  la  solution  du  problème  suivant 
comme  une  application  des  propriétés  du  trinôme  du 
second  degré.  Voici  l'énoncé  : 

A,  A,.    .    ,A„  étant  u  points  donnés  en  ligne  droite,  m,  ma. 
.    .ma  des  constantes  positives  ou   négatives  et  K  mu 'constante, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M  tels  que, 

m,  MA?  +  œ,  Mil  +  .    .    .ni,,  MÂn  =  K2. 

Soit  XX'Ja  droite  qui  renferme  1<>s  »  points  donnés,  et  soit 
A„  un  point  pris  sur  cette  droite.  Alin  d'éviter  des  quantités 
négatives,  nous  supposerons  les  points  A,  A,  A;).  .  .A„  à 
droite  de  A„ . 

Pour  simplifier  l'écriture  nous  poserons 

A0  At  =  at.  A0  A8  =  a„.    .    %AU  A>,  =  A» 


—  o6  — 

nii  -j-  nh  4"  •    •    •  -f-  m"  ==  S    \ 
«lj  flj  4-  *»«  «a  +■    •    •+  wn  an  =  Si  (  (i) 

mi  af  -f-  »ï2  °?  4"-   •   -4~  m»  a»  =  S,  ' 
Soit  M  un  point  du  Ii»u.  Menons  MP  perpendiculaire  sur 


XX'  et  désignons  A0  P  par      et  MP  par  y.  Les  triangles  rec- 
tangles MAjP,  MA2P.   .   .MA»  P  donnent 

MA?  =  if  4-  (x  —  at)*  —y*  +  x2  —  2atx  4-  af 

MÂf  =  y2  4-  (c  —  a2)2  =  t/2  -fa;2—  2a.,x  -j-  al 


MA,2,  =  1/2  -f  (a?  —  an  )2  =  y2  4-  «2  —  2««  »  4-  a«  . 
Multipliant  respectivement  par  mt,  m,.    .    .mft  et  ajontan  t 
il  \ient 

m,  MA2  4  w2  MAI  +•    •   •+  »»  MÂn  =  S  (j/2  4-  as2; 

—  2S1çc  4.  S,. 
On  doit  donc  avoir  pour  tout  point  du  lieu  : 
S  (y*  4-  cca)  —  2  St  os  +  S2  =  K2 
ou  S;/2  =  —  Sx-2  +  2St  x  4-  S2  4-  K2.  (2) 

Considérons  le  trinôme  du  second  degré 
Sx2  —  2S1œ  4-S2—  K2. 
Soient  a/  et  x"  les  racines  de  ce  trinôme  égale  à  zéro  et  soi  l 
x  >  se*.  Le  triuôme  peut  s'écrire 

S  (x  —  x')  (x  —  x")  =  —  S  (x  —x')  (x"  —  x). 
L'équation  (2)  devient  alors 

S//2  =  S  (x  —  x')  (x"  —  x) 
ou  y*  =  (x  —  a?')  (a?"  —  .x-).  (3) 

Prenons  à  partir  de  A0  les  longueurs  A0  0'  —  x  et  A0  0' 
*=  x".  L'équation  (3)  montre  que  l'on  doit  avoir  pour  tout 
poin^t  4u  \\m  )ÎpâsO'Px  0"  p, 


Le  triangle  MO'O"  est  donc  rectangle  en  M,  et  le  lieu  des 
points  M  coïncide  aVec  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  O'O" 
sous  un  angle  droit.  Ce  lieu  est  donc  la  circonférence  décrite 
sur  O'O"  comme  diamètre. 

Il  est  facile  de  déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  cette 
circonférence.  Le  centre  est  le  point  0  milieu  de  O'O"  :  il 
sera  donc  déterminé  par  la  longueur 

A0  0  =  *^±^'  =  |  (4) 

O'O"     .      x"  .r 

Le  ravon  est  éeral  à = 


~  S  (o) 

La  méthode  suivie  se   prête    facilement  à  la  discussion. 
Nous  venons  de  voir  en  effet  que  le  rayon  est  donné  par  la 

formule  R  =  ^~  S  ^  ^ 


S 

Il  faut  donc,  pour  que  le  problème  soit  possible  : 
1°  Que  S  soit  positif.  Cette  condition  peut  toujours  être 
supposée  remplie; 
2°  Que  l'on  ait         S,2  —  SS2  -f  SK2  >  o 

OU  K-_    - ; -. 

En  particulier  si  S  =  o,  l'équation  (2)  donne 
x  ou  A„P  =  Sg  ~  K*. 

Le  point  P  est  un  point  fixe,  et  le  lieu  se  réduit  à  la  per- 
pendiculaire à  XX'  menée  par  le  point  P.  Dans  cette  hypo- 
thèse, si  n  =  2  et  si  7»!  = —  m9  =  i,  on  a  le  lieu  géomé- 
trique des  points  dont  la  différence  des  carrés  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  constante. 

Les  hypothèses  m,  =  mt  =.  .  .mn  correspondent  à  l'é- 
noncé suivant  :  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  u  points  fixes  est  constante. 

Dans  ce  cas  on  ;i 

S  =  n  X  niti     Sj  ==  mt  (a,  -f  «2  -f  ...  -f  "<<>• 
St  =  «,  «tr+a\  -f-  ...  +  a»„). 

JOURNAL   M  MATH.    KLÉM.    1  KKi.  3. 
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La  formule  (4)  nous  donne  alors 

«1  +  «2  +  •  •  •  +  0* 


AnO  = 


n 
La  longueur  de  A0  0  est  donc   la   moyenne   arithmétique 
des  distances  at  a2  ...  a„.  Comme  cas  particulier  remarquable, 
on  peut  examiner  celui  qui  correspond  aux  hypothèses 
m±  =  m2  =  . . .  =  mn  =  i , 
ax=  a,    a2  =  2a  . . .     an  =  na. 
Les  formules  (4)  et  (5)  nous  donnent 

A   0  _  a  (i  +  3  +  •••  +  n)  =   (n-\-  i)  a 

0  n  2 

/n(ir-f-i)  \  •  _ _"n  a.  (j«  _i_  a»  _|_  . . .  n«)  +  »  K8 

R2  =  ^ 1 L _ 

n 
Or  on  sait  que 

n  (n  4-  i)(2n  4-  i) 

0 

12  K2  —  g2  n  (n  +  i)2 
On  aura  par  suite       R2  =  — ! — — . 

r  12 

Le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  a 
12K2  — a2n(w-f-i)2>  o 

3  a2 
Si  n  =  2  il  faut  que  K2  soit  plus  grand  que , 


Un  certain  nombre  de  questions  relatives  à  la  circonfé- 
rence se  ramènent  à  celle  que  nous  venons  de  traiter. 

Exemple  :  Lieu  géométrique  des  points  dont  le  rapport  des 
tangentes  à  deux  circonférences  est  constant.  (Je  crois  que 
cette  question  a  été  donnée  au  concours  académique  à  Mont- 
pellier, en  1880.) 

Si  R  et  R'  désignent  les  rayons  des  deux  circonférences, 
t  et  t'  les  tangentes  issues  d'un  point  du  lieu,  d  et  cl  les  dis- 

tances  respectives  de  ce  point  aux  centres,  et  enfin  —  le 

11 

rapport  constant,  on  a  facilement 

t         m        t2         m2        d*  —  R2         m2 

~"~     "T2"  "     "n2"'     d'*  —  R'2   "  ~  n2" 

et  enfin  n2d2  —  mhl*  =  n2R2  —  m2R'2 

et  la  question  se  trouve  ramenée  à  la  précédente. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE 


Un  corps  est  compris  entre  deux  plans  parallèles  et  une  sec- 
tion faite  dans  ce  corps  par  un  pian  parallèle  aux  bases,  à  une 
distance  x  de  la  base  inférieure  a  une  aire  égale  à 

a  -f  (3x  -f  yx2   +  wx3,  (1) 

a,  (3,  y,  (à  étant  quatre  valeurs  constantes  quelconques,  c'est- 
à-dire  indépendantes  de  x.  On  demande  de  déterminer  le  volume 
de  ce  corps. 

Applications.  — Coupons  le  corps  par  une  infinité  de  plans 
parallèles  aux  plans  donnés  et  équidistants,  en  désignant 
par  S0,  S0  S2. . .  S»  les  sections  obtenues,  S0  et  Sn  désignant 
les  plans  des  bases,  la  hauteur  h  sera  partagée  par  ces 
plans  en  n  parties  égales. 

En  vertu  du  principe  de  Cavalieri  (Tout  corps  compris 
entre  deux  plans  parallèles  peut  être  considéré  connue  la 
somme  d'une  infinité  de  prismes  ou  de  cylindres  de  hau- 
teur infiniment    petite)  le  volume  du  corps  considéré  sera 

exprimé  par     V  =  —  (S0  -f-  St  -f-  S2  • . . .  +  Sn-J 

ou  V=AvS.  (â) 

Cela  posé,  évaluons  les  sections  S0,  S4... 

Si    .;•  =    O,  S0   =  a 

h  „  ,    nh   .      h*  ,      h> 

n  ii  n2  ?tJ 

x  =    — ,  S.  =  a  -f-  P r  Y  — r  ~r  w  — r 

n  ■  3  •   /;    '    '    n"    '       n  ■ 
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y  _.   (n  —  i)h  .    i    Jn—  0  h    ,   ..  ^-i)2fe2 


+  <o 


n  n 

(n  —   i)3  h3 


n> 
dès  lors  SS  =  mx  -j-  f5  _  [ I  +  2  +   •  •  •  +  (n  —  1 1 

*Y^[la+2'+  ...   (n-  i)*] 


-,o  '  ,  top*     (»     +     Ol 

'l'fn  (n  +  i)  (2K  +  i)l 

+v*L 6 J 

/r3    n2  (n  -f   i)8 
n3  4 

Dès  lors  remplaçons  dans  (2)  SS  par  sa  valeur,  nous  avons 

.        h*  (a  (n  —  i)  (an  —  i) 


n3  n'  in  —  i)M 
n3  4  J 


4 
Lorsque  n  croît  indéfiniment,  on  a 

A2  /r3  //* 

V  =  ,h   +  ï-  -f    Y   L  +   «0  i-.  (A) 

3  4 

Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  B,  Bj  et  les  bases  infé- 
rieures et  supérieures  d'un  corps  et  par  B2  la  section  équi- 
distante  des  bases  on  a 
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.03=  O      B  =    a. 

x=h     Bt=  a  4-  p/i  -f  y/i2  -f-  o>h3 

h    n  .   fl  h    ,        ft»    .       /i? 

œ=  —    B2  =  y.  +  (i  —    +  y  -  -f  to  —  ; 

d'où  4B2  =  4%  -f   2  ^  -f  y/i2  -f-  — ; 

par  suite    B  +  Bt  +  4B2  =  6a  -f  3ph  +  2yA2  +  -^— . 

Par  suite  en  multipliant  par  —  ou  retrouve  la  formule  (A). 

6 

On  a  donc  encore     V  =  —  (B  -j-  Bt  -f-  4B2), 

formule  connue. 

Sphère.  —  Si  dans  (1)  l'on  fait  x  =  o,  £  =  2ttR,  y  =  —  -, 
G)  =  o,  cette  fonction  se  réduit  à 

2~Rx  —  -XX2  =  7TJ3   (2R  —  x) 
qui  représente    l'aire  du  cercle  fait  dans  une  sphère,  à  lo 
hauteur  x. 

Dans  ce  cas  B  =  o,  Bx  =  o.  B2  =  ::  R2,  h  =  2  R. 

Des  lors  V  =  —  .  4t:R2  =  4~R!- 

3  3 

Segment  sphérique.  —  Faisons 

B  =  o, 

Bt  =  -/((2R  —  h), 

B2  =  .A(2R-^\ 


on  a   V  =  -  -^2R  —  ft  +  4R  —  h\=^nhi(3B  —h\ 

Telle  est  l'expression  du  segment  sphérique  en  fonction 
de  la  hauteur  de  la  calotte  et  du  rayon  de  la  sphère. 

Cône.  —  Si  h  est  la  hauteur  d'un  cône,  Rie  rayon  de  base, 
le  rayon  R'  fait  ù  la  distance  x  est  égal  à 

R  =  R  —  ^x. 

2~\{-  zR- 

Dcslors        ttIP  =  itR"   —^-—x-4-  — -x2, 

/(  //'- 

expression  à  laquelle  se  réduit  la  fonction  lorsque 

a  =wR«,  (1) 
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h   ' 

TlR2 

to  =  o. 
Dès  lors  cône    =  4(^R2  -f  -R2)  =  y~R2/*. 
De  même  on  obtiendra  facilement  pour  le  tronc  du  cône 
V  =  i^R2  +  rrr2  +  tt(R  +  rA  =  jTihl  R2  +  r2  +    RrY 

C.  G. 


QUESTION  198 

Solution  par  M.  II.  Bourgèt,  à  Aix. 


Par  quel  nombre  faut-il  multiplier  un  nombre  donné  pour  que 
la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses  chiffres  significatifs  reste  la 
même? 

Soient  N  le  nombre  donné  et  X  le  multiplicateur  cherché. 
Nous  avons  NX  =  N'; 

x-iL 

d  ou  -a-  —  -^> 

d'autre  part,  sachant  que  tout  nombre  est  un  multiple  de 
3  plus  la  somme  de  ses  chiffres  significatifs,  nous  pouvons 
poser      N  =  m.  3  +  (at  -f  a2  -f  a,  -f  . . .  -f-  a„  ), 

N'  =  m.  3  +  (œ,  +  œa  +  <r3  -f-  ...  -f  œ»  ); 
mais,  d'après  l'énoncé, 

«i  +  «2  +  %  +  •  •  •  +  a»  —  œi  +  œ«  4- œa  +  •  •  •  •<■«  ; 

donc  N  —  N  =  m.  3  ; 

m.  3 
par  suite  X  =  i  -| — .  (1) 

Telle  est  la  forme  que  doit  prendre  X  ;  il  faut  prendre 
m  .  3  de  façon  qu'il  soit  divisible  par  N,  puisque  X  doit  être 
un  nombre  entier.  Le  problème  a  donc  une  infinité  de 
solutions. 
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QUESTION  353 

Solution  par  M.  H.  Bourget,  élève  au  Collège  d'Aix. 


Sur  la  circonférence  d'un  demi-cercle  de  diamètre  AA,  on 
donne  un  point  P.  On  demande  de  mener  par  ce  point  une  droite 
PX,  rencontrant  le  diamètre  en  X  de  telle  manière  que  si  on 
élève  par  le  point  X  l'ordonnée  XY  au  cercle,  perpendiculaire 
au  diamètre  AB,  on  ait 

P  X2  —  X  Y-  =  d2.  (Lieber.) 

Soit  a  =  OF,  x  =  PX  (P'  est  la   projection  de  P  sur  AB) 
on  trouve  facilement  dans  la  figure  les  valeurs  PX2  et  XY2; 
par  suite  on  aura  pour  résoudre  le  problème  l'équation 
2X3  —  2  a.i-  —  (P  =  o 


JC    = 


d'où  x-"  _ 


a  + 

v/a2 

+ 

là* 

2 

•  4a 

a  — 

2  + 

2d2 

valeurs  que  l'on  peut  construire  facilement. 

Nota.—  Ont  résoin  la  même  question:  MM.  Blessel,  à  Paris;  Perrier, 
Lons-le-Saunier  ;  Hellot,  à  Rouen  ;  La  Ghesnais,  au  lycée  Saint-Louis  ;  Jolly, 

Tarbes. 


QUESTION  380 


On  suppose  que  B  n'est  pas    carré  parfait,  et  on  propose  de 

mettre  la  quantité  z  =  y  A  -j- V^ 

sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  radicaux  carrés  : 

z  =  v'x  +  \I7. 

Donner  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la 
transformation  soit  avantageuse,  ce  qui  peu/  avoir  lieu  dans 
deux  cas  différents,  savoir  :  1°  lorsque  les  quantités  x  et  y  sont 
de  la  forme  x  -f~  y  'y.  -"  lorsque  ces  quantités  sont  des  nombres 

rationnels. 


m  — 


Je  pose  y  A  +  \/B  =  \fx  +  \fî/> 

et  j'élève  à  la  quatrième  puissance;  j'ai  alors 

A  +  v/B  =  (x  4-  .'/)2;+'4^  +  4(«  +  y)  \Z^h 
ce  qui  me  douue  les  deux  équations 

{x  +  y)2  -f  4xî/  =  A, 
i6xy  (x  +  y)«=B. 
Je  vois  que  (as  -f"  y)2  et  _j.,r«/  sont  les  racines  de  l'équation 

U2  —  AU  +  -  =  o  ; 
4 
et  comme  la  différence  (x  -4-  y)2  —  ^xy  =  (x  —  y)2  est  es- 
sentiellement positive'/  x  et  y  étant  supposés  réels,    nous 
prendrons  la  plus  grande  racine  pour  (x  -f"  yY  et  1&  PIUS 
petite  pour  4-xy. 

Nous  aurons  donc  (os  -\-  y)2  = 


A  H-^A2- 

-  B 

2 

A  —  ^A2 

—  B 

4°^ 

ou  encore,  en  retranchant  cette  dernière  de  la  précédente, 

(x  —  y)2  =  \/A2  —  B. 
.  On  pourra  donc  avoir  x  et  y. 

Pour  qu'il  y  ait  avantage  à  employer  cette  transformation 
il  faut  ne  pas  avoir,  pour  x  ou  pour  //,  de  radicaux  bicar- 
rés. Il  faut  donc  que  l'on  ait 

A2  —  B  =  K2 
en  désignant  par  K  un  nombre  rationnel  ;  alors,  on  aura 

A  4-  K 
(x  -f  y)2  =  -^—  , 

(x-y)2  =  K.    ' 

Dans    ce  cas,  x  et  y  se    présentent  en  général  sous  la 

forme  d'une  somme  de  deux  radicaux  simples.  Si  cependant 

A  4-  K 
l'un  des  nombres  — — ou  K  est  un  carré  parfait,  Tex- 

2 

pression  devient   la   somme  de   deux  radicaux  du  second 

degré  portant  sur  une  expression  de  la  forme  x  -+-  y  S. 

A  4-  K 
Si  enfin  les  deux  nombres  ■ et  K  étaient  des  carrés 
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parfaits,  l'expression  prendrait  la   forme  d'une  somme  de 
deux  radicaux  simples. 
1°  Par  exemple,  si  l'on  a 

z  =  v/ô-fV/ao, 
on  trouve  A  =  6  ;  K  =  4 

et  par  suite  {x  -f-  y)1  =  5 

(x  —  y)*  =  4 


Donc 


=  vA%±  +  V/- 


2°  Si  l'on  prend  z  =  ^?  +  v/4g 

on  trouve  A  =  7  ;     K  =  1 

et  par  suile  (a?  -f-  */)2  =  4 

(.r  —  */)*  =   1 


-  fT  +  fë 


d'où 

i     2  '     2 

Il  serait  facile  de  vérifier  ces  résultais  ;  en  effet,  prenons 
la  première  expression,  par  exemple  ;  son  carré  se  réduit  à 

et  en  élevant  encore  au  carré,  nous  trouvons 

6  4-2^5=  ô-t-v^20» 
ce  qui  est  bien  l'expression  de  s4. 

On    trouverait  de    même,    pour   le   carré    de   la  seconde 

expression  z*-{- \  3  , 

dont  le  carré  esl  zx  =  7    \-  \  48. 


QUESTION  381 

Solution  par  MM.  Vail  et  K.  Bbooant,  élèves  de  l'école  Alb^rt-le-firand 

à  Arcueil. 


Soient  a,  b,  o,  les  trois  arêtes  du  sommet  d'un  tétraèdre;  on 
d.owai\d<>  de  meaer  un  plan   qui  détache  m  féfraèfri  &MM  Cl 


66 


volume  soit  le  —  du  volume  du  tétraèdre  donné  et  qui  coupe  SA, 

o 

SB,  SG  aux    'points  X,  Y,  Z,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

SX         BY         CZ 

AX  "~   SY  ~~  ZS  ' 

Soient  SX  =  ce,  SY  =  y,  SZ  =  5  et  AS  =  a,  BS  =  6, 

SG  =  G  : 

on    demande     de    mener    un 

plan  tel  que  l'on  ait 

SX     _  BY        _CZ_ 

ÂX— "SY  —  ~SZ" 

ou,    en    remplaçant    par   les 

valeurs 

x  b  —  y         c  —  z 

a  —  x  y  z     ' 

d'où  l'on  tire 

bx  -f-  ay  =  ab, 

.,  N                ab  —  x  b       ..  . 
d  ou  y     = (a) 


cz  -\-  az  =  ac, 

-,  x                 ac 
d  ou  z      =  


c.r 


(fi) 


Or,  deux  tétraèdres  qui  ont 
un  angle  solide  égal  sont  entre  eux  comme  les  produits 
des  arêtes  qui  comprennent  cet  angle. 

T  abc 


On  a  donc 


4-T 


■''!!'■ 


d'où  8  xyz  =  abc 

en  remplaçant  y  et  z,  par  leurs  valeurs  (a)  et  (fi), 

(ab  —  bx)      (ac  —  ex) 

on  a  Sx  — — : =  abc 

a  a 

ou  en  ordonnant  :     8.r:?  —  i6axl  -f-  8a*sc  —  a'J  =  o 
Posons      2X  =  X,  l'équation  précédente  devient 

X3  —  4«X2  +4a:1X  —  a-1  =  o. 
Si  l'on  fait  X  =  a  dans  ce   polynôme,  on  voit  qu'il  s'an- 
nule ;  il  est  donc  divisible  par  X  —  u  -. 
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Donc  (X  —  a)  (X2  —  3aX  -f  a*)  =  o. 

Pour  que  ce  produit  soit  égal  à  o,  il  faut  que  X  —  a  =  o 
ou  que     X2  —  3aX  -f-  a2  =■  o. 
L'équation  X2  —  3aX  -J-  a2  =  o  donne 


X=— (3±VÎ) 


et  comme 
on  a 


X    —  2./', 

a 


œ  =  -(3±\/5), 
4 

Connaissant  x,  on  tirera  facilement  les  valeurs  de  y  et  de  z. 
Nota.  —Ont  résolu  MM,  Fievet.  à  Lille  ;  Berthelot.  à  Chàteauroux, 


QUESTION  393 

Solution  par  M.  Baron,  élève  à  Sainte-Barbe, 


On  considère  un  triangle  ABC,  et  sur  la  base  BC  de  ce  triangle 
on  prend   un  point    M  ;  par  ce 
point  on  fait  passer  un  cercle  A 
langent  à  AB  en  B  et  un   attire 
A  tangent  à  AC  enC. 

On  demande  de  démontrer 
gu  e  : 

\°Si  M  est  le  point  de  contact 
du  cercle  inscrit  au  triangle, 
les  deux  cercles  AA'  ont  une 
tangente  commune  parallèle  à 
BG  et  égale  à  la  moitié  de  BC 

Soient  (fig.  i)  les  cercles 
BOM,  COM. 

Les  contres  de  cercles  seront 
sur  KO,  K'O' perpendiculaires  au  milieu  de  B.M  etCM. 

B<>  étant  bissectrice  de  l'angle  B,  les  arcs  BH,  HM  sont 
égaux;  donc  H  est  sur  la  perpendiculaire  KO  et  situé  au  mi- 
lieu de  Bco. 
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De  même  H'  est  sur  K'O'  et  au  milieu  de  toG  ;  doue  la  paral- 
lèle HH'  à  BC,  égale  à  —  BG,  est  perpendiculaire  à  la  fois  à 

HO,  HO',  et  par  suite  tangente  aux  deux  cercles. 

2°  Si  M  est  le  milieu  de  BG,  les  deux  cercles  sont  vus  du  point 
A  sous  le  même  angle. 

Il  suffit  de  montrer 
(fig.  2)  que  les  angles 
BAO,  CAO'  sont  égaux. 

Or,  les  angles  BOK,  B 
sont  égaux. 

Les  angles  CO'K',C  sont 
égaux. 

Dans  les  triangles  rec- 
tangles ABH  BOK  on  a 
AB         AH 

bcT"~:"bk' 

Dans  les  triangles  AHG, 
K'CO'  rectangles  on  a 
AG  AH 


Fij.  ?. 


Or 


BK  =  K'C 


CO' 
-BG, 


K'C 


donc  on  a 
AB 


AC 
CO' 


Fig.  S 


BO 

Donc  les  triangles 
AOB,  AO'C  sont  sem- 
blables et  les  angles 
BAO,  CAO'  sont 
égaux. 

3°  Si  M  est  le  sy- 
mé trique  du  pied  de 
la  hauteur  par  rapport 
au  milieu  de  BC,  les 
deux    cercles    ont  lu 


liane  de  leurs,  cen  1res  par  aie  lie  à  BG  (flg,  3), 
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Les  deux  triangles  ABH,  BOK  sont  semblables  (voir  28), 
de  même  K'CO'  et  AGH. 

AH         BH  AH         GH 

On  a  donc 


BK 


KO       et      CK' 
CH        BK 


KO 


d'ailleurs  BR     -  DK„ 

En  divisant   les    deux  premières  proportions    membre  à 

CK'         BH        KO' 

in'nibre,  on  a 


BK 


CH 
KO' 


KO 


ou 


KO 


Donc  00'  est  parallèle  à  BC  et  égale  à  sa  moitié. 

4°  Si  le  point.  M  est  le  symétrique  du  pied  de  la  bissectrice  par 
rapport  au  milieu  de  BC.  les  deux  cercles  sont  égaux. 


1,J.    I 

De  la  similitude  des  triangles  ABH,  BOK;  ACH,  COK  ; 
je  déduis 

BO         _B_K      OC  K'C 

"ÂB~     "   AH  '    AC 


B<>  AC 

W  x    ÂF 


AH' 
BK 
K'C 


D'ailleurs 
Donc 
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AC  GN  BK 


AB  BN  KG 

BO 


O'G 
et  les  deux  cercles  sont  égaux. 

Dans  ce  cas  particulier,  les  deux' cercles  Y  et  Y'  se  coupent 
sur  la  bissectrice  de  l'angle  BAC. 

Il  suffit  de  démontrer  que  P  est  équidistant  de  AB  et  AC. 

mrn        BOP 
on  a  BMP  =  . 

2 

PMC=*-BMP=*-—  .  BMC=— . 

2  2 

De  l'égalité  de  BOP,  COP,  il  résulte  que  les  deux  triangles 
rectangles  SOP,  S'O'P  ont  SOP  =  S'O'P  et  OP  =0'P,  d  on  c 
SP  =  S'Pet  PR  =  R'P.  Donc  le  point  P  est  sur  la  bissectrice. 

Les  deux  cercles  se  coupent  sous  un  angle  égal  à  l'angle  BAC. 

Je  mène  les  tangentes  HT,  MT'  ;  l'angle  TMT'  est  le 
supplément  de  la  somme  (B  -f-  C)*  donc  il  est  égal  à 
l'angle  A. 

Si  par  M  on  mène  des  cordes  parallèles  aux  côtés  du  triangle, 
savoir:  dans  A  une  corde  parallèle  à  AG  et  dans  A'  une  corde 
parallèle  à  AB,  ces  cordes  sont  égales  et  leur  longueur  commune 
est  AC  —  AB. 

Soient  V,  V  les  points  où  la  bissectrice  rencontre  les 
deux  cercles.  Je  joins  MV,  MV. 

Arc  BRP  =  2  ang  BMP  =  A  +  2C. 

Arc  BRP  —  arc  BV  =  A, 
donc  arc  BV  =  2C. 

BV  ,     ,  , 

donc  l'angle  VMB,  qui  a  pour  mesure ,  est  égal  a  C 

et  VM  est  la  parallèle  à  AC. 
De  même  MV  est  parallèle  à  AB. 
L'angle  VMM',  est  égal  à  (B  -f  A), 

L'angle  MV'P  a  pour  valeur  P  =—  — , 

AB 
donc  MV'V  =  —  =  MV  V,  donc  VM  e=  VM. 
2 
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VM  AG 

D'ailleurs,  on  a      ^  __         =  -^-  , 

AG  AB  AG  —  AB 


NG    ~~    NB  NG  —  NB   ' 

donc  VM  =  AG  —  AB  ;  c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pigeaud,  à  Chàteau- 
roux  ;  Hoover,  à  Dayton  (Etats-Unis). 
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LE  CINQUIEME  LIVRE 

Par  M.  Lauvernay,  professeur  au  Collège  Rollin. 


LEÇON  I 

DROITES    ET   PLANS   PARALLÈLES 

On  appelle  plan  la  surface  engendrée  par  une  droite  assu- 
jettie à  passer  par  un  point  fixe  et  à  rencontrer  constam- 
ment UDe  droite  fixe,  extérieure  à  ce  point  (*). 

La  droite  mobile  s'appelle  génératrice;  la  droite  fixe. 
directrice. 

Théorème    I.    —  Deux  plans   P,  Q  qui   ont  une  droite 
commune  ABet  un  point  com- 
mun 0,  extérieur  àcettedroite, 
coïncident  (fi g.  1). 

En  effet,  soit  M  un  point 
quelconque  de  P;  la  géné- 
ratrice de  P  passe,  à  un 
certain  moment  par  M,  et 
rencontre  AB  en  un  point  D. 

D'autre  part,  la  généra- 
trice de  Q  occupe  aussi  à 
un  certain  moment  la  po- 
sition OD,  et  les  génératri- 
ces ayant  deux  points  com- 
muns 0  et  D  coïncident. 

Ainsi  le  point  M  appartient  au  second  plan  Q. 

Corollaire  I.  —  Trois  points  non  en  ligne  droite  détermi- 
nent un  plan  et  un  seul. 

Corollaire  II.  —  Deux  droites  qui  se  coupent  déterminent 
un  pian  et  un  seul. 


Cette  définition,  qui  possède  L'avantage  de  mettra  immédiatement  nos 
lesyeui  l'image  de  l'objet  défini,  est  en  outre  conforme  aux  idées  générales 
que  I  on  donne  plus  tard  sur  la  génération  des  surfaces  réglées. 
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Théorème  II,  ■=-  Toute  droite  qui  a  deux  points  M,  M' 
dans  un  plan  est  tout  entière  dans  ce  plan  (fi  g.  2). 

Considérons  la  génératrice  dans  les  deux  positions  parli- 

ticulières  OM, 
OM'  qui  rencon- 
trent la  direc- 
trice AB  en  G  et 
G';  les  deux 
plans  OAB,  MBA 
coïncident,  d'a- 
près le  théorè- 
me I  ;  or,  la  gé- 
nératrice MG  en 
tournant  autour 
de  M  occupera 
dans  son  mou- 
vement la  posi- 
Fig-  *'  tion  MDM',c'est- 

à-dire  que  la  droite  MM'  est  tout  entière  dans  le  plan  OAB. 

Théorème  III.  —  L'intersection  de  deux  plans  est  une 
droite. 

Soient  A  et  B  deux  points  communs  à  ces  plans,  la 
droite  AB  étant  tout  entière  dans  chacun  d'eux  appartient 
à  leur  intersection  ;  d'autre  part  ces  deux  plans  ne  peuvent 
avoir  aucun  point  commun  extérieur  à  cette  droite,  sans 
quoi  ils  coïncideraient.  Donc  la  droite  AB  constitue  à  elle 
seule  tous  les  points  communs  aux  deux  plans. 

Définition.  —  Deux  droites  de  l'espace  sont  dites  paral- 
lèles, lorsque,  situées  dans  un  même  plan,  elles  ne  peuvent  se 
rencontrer. 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  définition  que  deux 
droites  parallèles  déterminent  un  plan,  et  que  par  un  point 
donné  on  peut  mener  une  parallèle  à  une  droite  donnée  et 
une  seule. 

Théorème  IV.  —  Si  deux  droites  sont  parallèles,  tout  planV 
mené  par  l'une  d'elles  AB  ne  peut  rencontrer  l'autre  droite  A'B'. 

Appelons  Q  le  plan  des  deux  droites  parallèles,  AB,  A'B' 
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(fig.  3);  si  A'B',  située  dans  le  plan  Q,  rencontrait  le  plan  Pi 
cepoint  serait  com-  , 
mun  aux  deux  plan  s 
P  et  Q,  par  consé- 
quent situé  sur  leur 
intersection  AB  ; 
ainsi  A'B'  rencon- 
trerait AB,  ce  qui 
est  contradictoire; 
donc  le  plan  P  ne 
peut  rencontrerA'B! 

Définition.  —  Une  droite  MB'  et  implant  gui  n'ont  aucun 
point  commun  sont  dits  parallèles. 

D'après  cette  définition,  le  théorème  précédent  peut  être 
énoncé  ainsi  : 

Toute  droite  A'B'  parallèle  à  une  droite  AB  d'un  plan  est 
parallèle  à  ce  plan. 

Théorème  V.  —  Si  une  droite  A'B'  et  un  plan  P  sont 
parallèles,  tout  plan  Q  menépar  cette  droite  rencontre  le  premier 
suivant  une  droite  parallèle 
à  la  première. 

En  effet,  ces  deux  droi- 
tes sont  dans  le  même 
plan  Q,  et  elles  ne  peuvent  » 
se  rencontrer,  puisque  la 
droite  A'B'  n'a  aucun  point 
commun  avec  le  plan  P, 
par  suite  aucun  point  com- 
mun avec  AB,  droite  située 
dans  ce  plan  P, 

Théorème  VI.  —L'in- 
tersection AB  de  deux  plans 
P    et     Q, parallèles  à    une  g 
droite  A'B'  est  parallèle  à 
celle-ci  (fig.  4). 

En   effet,  le  plan  g)ené  f*0*im 

par  A'B'  et  le  point  A  commun  aux  deux  plans  P  et  Q  rcu- 
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contre  le  premier  plan  suivant  la  droite  passant  par  A  et 
parallèle  à  A'B',  d'après  le  théorème  précédent  ;  ce  même 
plan  rencontre  donc  le  deuxième  plan  Q  suivant  la  même 
droite  ;  par  conséquent,  la  droite  menée  par  A,  parallèlement 
à  A'B',  n'est  autre  que  l'intersection  des  deux  plans  P  et 
Q,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  VII.  —  Par  une  droite  AB  on  peut  mener  un 
plan  parallèle  à  une  autre  droite  quelconque  CD  et  un  seul  (fig.  o). 

Par  un  point  quelconque  A  de  AB  menons  la  parallèle 
AE  à  CD  ;  le  plan  BAE  est  parallèle  à  la  droite  CD  et  c'est 


Fig.    . 

le  seul  ;  car  s'il  existait  un  second  plan  passant  par  AB  et 
parallèle  à  CD,  l'intersection  AB  de  ces  deux  plans  serait, 
d'après  le  théorème  précédent,  parallèle  à  CD,  ce  qui  est 
contradictoire,  puisque  CD  est  une  droite  quelconque  par 
rapport  à  AB. 

Théorème  VIII.  —  Deux  droites  AB,  A'B'  parallèles  à  une 
A  i>  troisième  CD  sont  pa- 

rallèles entre  elles  (fig. 
6). 

Par  la    droite   A  A' 
joignant  deux  points 
quelconques    de    AB 
et  A'B'  menons  le  plan 
C  l>  parallèle   à   la  droite 

Fig.  6.  CD,  ce  plan  contien- 

dra AB  et  A'B';  ces  deux  droites  sont  donc  dans  un  même 


plan;  d'ailleurs  elles  ne  peuvent  se  rencontrer  puisque 
par  un  point  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une 
droite  CD. 

Théorème  IX.  —  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles et  de  même  sens  sont  égaux  et  leurs  plans  ne  peuvent  se 

rencontrer. 

Menons  dans  le  premier  plan  une  droite  quelconque 
AC  (fig.  7),  joignons  BB'  et 
par  A  etC  menons  les  paral- 
lèles AA',  CC  3  BB'.  La  figure 
ABA'B'  est  un  parallélogram- 
me, donc  AA'  est  égale  et 
parallèle  à  BB';parla  même 
raison  CC  est  égale  et  paral- 
lèle à  BB'  :  donc  les  deux 
droites  AA',  CC  égales  et 
parallèles  à  une  troisiè  m  eB' 
sont  égalesetparallèles;  donc 
la  figure  ACC A' est  un  paral- 
lélogramme ;  par  suite  AC, 
A'C  sont  égales  et  paral- 
lèles. De  l'égalité  de  ces  deux 
droites     résulte     celle     des 


Fig. 


triangles    ABC,  A'B'C   comme  ayant  les  trois   côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  donc  angle  ABC  =  angle  A'B'C. 

Du  parallélisme  des  deux  mêmes  droites  AC,  A'C,  résulte 
que  la  droite  quelconque  AC  du  plan  du  premier  angle  est 
parallèle  au  plan  du  second  angle;  ces  deux  plans  ne  peuvent 
donc  avoir  aucun  point  commun. 

Définition.  —  Deux  plans  qui  n'ont  aucun  point  commun 
sont  appelés  parallèles. 

Corollaire  I.  —  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles 
sont  égaux' ou  supplémentaires. 

Corollaire  II.  —  Deux  droites  parallèles  comprises  entre 
plans  parallèles  sont  égales. 

Corollaire  III.  —  Deux  droites  parallèles  comprise*  entre 
une  droite  et  un  plan  parallèles  gont  égales. 


—  78  — 

Corollaire  IV.  — '  Les  intersections  de  deux  plans  paral- 
lèles par  un  troisième  ÀCG'A'  sont  parallèles. 

Théorème  X.  —  Par  un  point  donné  B,  on  peut  mener 
un  plan  parallèle  à  un  autre  et  un  seul. 

Par  le  point  B  menons  les  parallèles  BA,  BG  à  deux 
droites  quelconques  BA',  B'C  qui  se  coupent  dans  le  plan 
donné;  le  plan  des  deux  droites  BA,  BC  est  parallèle  au 
premier,  d'après  le  théorème  précédent,  et  c'est  le  seul,  car 
s'il  en  existait  un  second,  le  plan  BCG'B'  rencontrerait 
celui-ci  suivant  une  droite  BGX  parallèle  à  B'G',  et  on  aurait 
deux  droites  BG,  BGX  parallèles  à  B'G',  ce  qui  est  contradic- 
toire. 

Théorème  XI.  —  Deux  plans  Q,  Q'  parallèles  à  un  troi- 
sième P  sont  parallèles  entre  eux  (fig.  8). 

Car  si  par   une    droite  quelconque  AB    du  premier    plan, 
B  on  mène  un  plan 

rencontrant  le  se- 
cond suivant  AB' 
et  le  troisième 
suivant  CD,  les 
deux,  droites  AB, 
A'B'  sont  parallè- 
les comme  paral- 
lèles à  une  troi- 
sième CD;  donc 
AB  est  parallèle 
au  second  plan, 
par  suite  les  deux 
plans  Q,  Q'  ne 
peuvent  avoir  au- 
cun point  com- 
mun, c'est-à-dire 
qu'ils  sont  paral- 
iij.s.  lèles. 

Corollaire.  —  Si  deux  plans  Q,  Q'  sont  parallèles,  to  '  • 
droite  parallèle  à  Q  est  aussi  parallèle  à  Q'  ou  située  Ûtiiu 
celui-ci. 
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ÉTUDE  DES  DIFFÉRENTES  FIGURES  FORMÉES  PAR  TROIS  PLANS  DISTINCTS 

L'intersection  de  trois  plans  est  généralement  un  point  : 
car  les  deux  premiers  se  coupant  suivant  une  droite,  celle- 
ci  rencontre  généralement  le  troisième  plan  en  un  point, 
qui  est  donc  commun  aux  trois  plans. 

Il  peut  arriver  que  cette  droite  soit  ou  parallèle  au  troi- 
sième plan,  ou  tout  entière  dans  ce  troisième  plan;  dans  le 
premier  cas,  les  trois  plans  se  coupent  deux  à  deux  suivant 
trois  droites  parallèles;  et  dans  le  second  cas,  les  trois 
plans  passent  par  une  même  droite. 

Enfin,  si  les  deux  premiers  plans  sont  parallèles,  le  troi- 
sième plan  rencontrera  les  deux  autres  suivant  des  droites 
parallèles,  ou  sera  parallèle  aux  deux  premiers. 

(A  suivre.) 


NOTE  SUR  LA  DIFFERENCE 

ENTRE  LA   MOYENNE    ARITHMETIQUE  ET    LA   MOYENNE 

GÉOMÉTRIQUE    DE   QUANTITES    POSITIVES 

Par  M.  Buurget. 


On  déduit  facilement  de  la  théorie  élémentaire  des  niaxi- 
ma  et  minima  le  théorème  général  suivant: 

Théorème.  —  La  moyenne  arithmétique  de  plusieurs  quan- 
tités positives,  dont  deux  au  moins  sont  différentes,  est  toujours 
supérieure  à  leur  moyenne  géométrique. 

Mais  on  peut  aussi  démontrer  directement  ce  théorème 
et  en  faire  la  base  d'une  suite  de  théorèmes  sur  les  maxi- 
ma  et  les  minima.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  dans 
celte  note. 

1°  Soient  a,  b  deux    quantités  positives    différentes,  ou  a 

,'idenUté  (l±±f  -  ai  »  (lZ±V 

le    second  membre  est  toujours  positif;  doncf- — < — )    est 
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toujours  supérieur  à  ab,  doue 

/  a  4-  b  \         i—r 

[-^—)>vab> 

le  théorème  est   donc  vrai  pour  deux  quantités.  Si  a  =  6, 
l'inégalité  se  change  en  égalité. 

2°  Supposons  le  théorème  vrai  pour  n  —  1  quantités  dont 
deux  au  moins  sont  différentes,  ax  at  ...  an-\ ,  je  dis  qu'il  est 
vrai  pour  n. 

Posons  S„_,  =  a4   -\-  a„  -f*  •••  4"  fl»-i 

et  Pjj— 1  =  at  ai  ...  an-\  . 

Par  hypothèse,  nous  avons 


,n  —  i 

Multiplions  les    deux   membres    de   cette    inégalité    par 
S?»  —  Sn-i  =  an  ,  il  viendra 


S„_1  y-' 


(S„_S„_,)(|^) 


>   Pn. 


Posons  =•  oe- 


il n  —  i 

nous  en  déduirons 

O»  bn— 1  Su    —   Ï5n— 1 


nx         n  —  i  nx  —  n  -f-  i 

par  suite  l'inégalité  précédente  deviendra 


S»   \n  nx  —  n  -f-  i 


m 


>  p». 


X1' 

Remarquons  maintenant  que  le  polynôme 
xn  —  nx  -f-  n  —  i 
s'annule  pour  x  =  i,  il  est  donc  divisible  par  x  —  i  ;  le 
quotient  obtenu  est  aussi    divisible   par  le  môme  facteur  ; 
on  le  vérifiera  aisément;  donc 

xn—(nx  —  n  -f-  i)  =  (x  —  i)2[x"-2  -j-  2xn~*  -f  3x»-'> 

-(-...  -j-  (n  —  2)  x  -\-n  —  1  ] 
Il  résulte  delà  que,  si  a?  est  différent  de  l'unité,  la  fraction 
nx  —  n  -f-  1 
xn 
est  inférieure  à  l'unité;  donc. 

^  \* 


m 


>  p». 
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Si  x  =    i,ce   qui  peut  arriver  sans  que  al}  a2  ...  an — i 
soient  égaux  entre  eux,  comme  dans  l'exemple  suivant: 
9+7+5+3  9+7+5+3+6 

4  5 

nous  avons  encore  la  même  inégalité,  puisque  la    fraction 

nx  —  n  +  i  ,,...„ 
se  réduit  a  1  imite. 

xn 

Si  donc  le  théorème  est  vrai  pour  n  —  i  quantités  posi- 
tives dont  deux  au  moins  sont  différentes,  il  est  vrai  pour 
n  quantités.  Or  il  est  vrai  pour  deux,  donc  il  l'est  pour  trois, 
quatre,  etc.  Donc  il  est  général. 

Les  deux  moyennes  deviennent  égales,  si  les  n  quantités 
sont  égales. 

On  peut  déduire  de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Six,  y,  z...  a,  (5, 7...  sont  des  nombres 
positifs  quelconques  rationnels,  tels  que  les  rapports 

_L    JL     Jl 
a        p        y 

ne  soient  pas  tous  égaux,  on  a  l'inégalité 

f  x  +  j/  +  5  ...  \  a+,S+y+. •  •       /ocy/y  \ (3/  z  \y 


X  a  +  0  +  y  ...  ;  >\«AP/\T 

En  effet:  1°  les  nombres  a,  p,  y...  étant  rationnels,  on  peut 
les  réduire  au  même  dénominateur  et  poser 

x  =  3L     s  ==  X       ==  L. 

V-  \x  V' 

p,  q,  r...  [a  étant  entiers. 

2°  Considérons  maintenant  p  nombres  égaux  à ^nom- 
bres égaux  ù  -—,  r  nombres  égaux,  ù ...  et  appliquons- 
leur  le  théorème  précédent,  nous  aurons 

p.r        -q;j  n  yt-7-K... 


(^œ 


p  +  7  +  '-  •  •  •  /  V  *  /  V  ,W  \  v 

Remplaçons  /;,'/.'"  •••  l,ar  leurs    valeurs    et  extrayons 
la  racine  \j.  des  deux,  membres  nous  avons  enfin 

JOUH.NAL   DH  MATU.    LLtM      lbW.  4, 


X  +  U  +  S 
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mwi-rf 


\  a  -f-  fi  -j-  6 

C.    Q.   F.    D. 

Dans  un  autre  article    nous  ferons   connaître   une    série 
d'autres  théorèmes  s'appuyant  encore  sur  le  premier. 

N.  B.  —  Ces  théorèmes  intéressants  sont  dus  à  M.  Besso 
(Annuario  del  R.  Instituto  Tecnico  di  Roma  1879). 

(A  suivre.) 


CONSTRUCTION  DE  L'ELLIPSE  POINT  PAR  POINT 

AU  MOYEN  D'UNE  ÉQUERRE 

PAR  LE  PROCÉDÉ  DE  M.  DE  LONGCHAMPS 

Par  M.  Lauvernay,  professeur  au  Collège  Rollirh 


Soit  AA'  le  grand  axe  de  l'ellipse,  B  l'une  des  extrémités 
du  petit  axe  ;  joignons  AB,  élevons  AC  perpendiculaire  sur 


C 

^-^1' 

j 

B 

\^^         31 

w 

R 
D 

M 

( 

)                        1 

5 

A 

AB  jusqu'à  sa  rencontre  avec  A'B  au  point  G,  enfin  de  ce 
point  C  abaissons  une  perpendiculaire  CD  sur  le  grand  axe. 
La  construction  indiquée  par  M.   de  Longchamps  (*)  pour 


(*)  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  t.  VI.  p.  49. 
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construire  une  ellipse  point  par  point  au  moyen  d'une  équerre 
(les  sommets  seuls  étant  connus),  est  la  suivante  par  le 
point  A'  on  mène  une  transversale  qui  rencontre  CD  au  point 
R;  ayant  joint  RA,  au  point  A  on  élève  à  RA  une  perpendi- 
culaire qui  rencontre  A'R  au  point  M. 

Ce  point  M  est  un  point  de  l'ellipse  et  cette  propriété  peut 
se  démontrer,  comme  nous  allons  l'indiquer,  élémentaire- 
ment. 

Les  triangles  semblables,  AOB,  ACD  donnent 
AD  _  _b_ 
CD  ~~  a' 
a,  b    désignant  comme  toujours  le  grand  axe  et  le  petit  axe 
de  l'ellipse. 

On  a  aussi,  dans  les  triangles  semblables  A'CD,  A'OB, 
AD  a_ 

cF  ~T 

et  de  ces  deux  proportions  on  déduit 

AD        _6* 

AD   ""  a2  *  ") 

Abaissons  maintenant  sur  AA  la  perpendiculaire  MP,  les 
triangles  semblables  AMP,  ARD  donnent 

MP         AD 

AP    _  DR  '  ™ 

D'autre  part  on  a,  en  considérant  les  triangles  semblables 

et,  par  suite,  en    multipliant  (2)  et  (3)  membre  à  membre, 

:  MP2  AD 

AP  .  A  P   ^~ÂTJ' 

MP2  b2 

et,  d  après  (!),  TprTF-T- 

Si  l'on  décrit  un  demi-cercle  sur  AA'  comme  diamètre  et 
si  l'on  prolonge  MP  jusqu'à  sa  rencontre  en  M'  avec  ce  cercle, 
on  aura  ^Tf"2  =  AP  .  A'P, 

MP         b 

doDC'  W  =  ^; 

de  celte  proposition  cl  d'un  théorème   connu   ou  déduit  que 
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le  lieu  décrit  par  le  point  M  est  l'ellipse  dont  les  axes  sont, 
en  grandeur  el  en  position,  les  droites  OA  et  OB. 


QUESTION  354 

Solution,  par  M.  Perrier,  élève  au  Lycée  de  Lons-le-Saunier. 


Mener  par  le  point  P  pris  dans  l'intérieur  d'un  cercle  une  corde 
qui  soit  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison  pour  le  point  P. 

Soit  CD  la  corde  demandée,    AB   le   diamètre,   on   doit 
avoir  (*). 

PC2  =  PD.CD=PD(PD-j-PC)  =  Pll2  +  PD.PC.    (1) 
Posons  PB  =  m,  PA  =  n,  PC  =  x 

L'égalilô  ^1)  devienL  en  tenant   compte   de  la  relation 
PD  .  PC  =  m  .  n 
ce*  —  mnx*  —  mïn*  =  o  ; 


.  mn  (i  ±  V5) 
d  ou  x 


S 


on  prendra  le  signe  -f-  devant  V5. 
Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'on  ait 

m  S.  Wm^'+^  .<_  n 

n  i —    m  r~~ 

ou  m  <; —  (i  -f  V5),  —  (i  -f  V5)  S  n. 

La  seconde  inégalité  devient 

in  n    ,/■— 

m  <    ,_   -  ou      m  S       (V  5  —  i) 


\l5  -f 


2 


elle  contient  la  première. 
La  seule  condition  de  possibilité  est  donc 


m<~(\j5  -  i). 


La  valeur  de  x  se  construit  facilement. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même    question:    MM.  Fiévet,  de  Lille;    Joly, 
Tai-bes  ;  Hellot,  à  Rouen. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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QUESTION  362 

Solution  par  MM.  Jacquemet  et  Vail  (École  Alberl-le-Grand.  à  Arcueil). 


Deux  cercles  donnés  se  coupent  en  un  point  A;  mener  par  le 
point  A  une  sécante  rencontrant  les  deux  cercles  en  B  et  C  de 
telle  manière  que  l'on  ait  AB  X  AC  =  l2. 

Soient  0'  et  0  les  deux  cercles  dormes  et  soit  CB  la  sécante 
demandée. 

On  a  donc  CB  X  AB  =  l\ 

Faisons  passer  un  cercle  par  A,  C  et  B; 
ou  a  AA  x  AI  =-  CA  .  AB. 

AA  xAI=  l2  ;        ou  AI  = 


D'où 


AA 


AI  est  donc  une  troisième  proportionnelle  à  AA  et  /,  et  est 
déterminée.  Mais  les  an- 
gles CIA  et  CBA'  sont 
égaux  comme  ayant  môme 
mesure.  Or,  si  l'on  mené 
en  A  la  taugente  AT  au 
cercle  0,  l'angle  TAA' 
=  l'angle  ABA'  comme 
ayant  môme  mesure.  Par 
suilo  TAA'  =  CIA',  et  CI 
est  parallèle  à  TA.  D'oli 
l'on  déduit  la  construc- 
tion suivante  :  on  prolon- 
gera A  A  d'une  longueur 

l* 

AI  égale  ù  — — -  ,  puis  par 

A.  A. 

I  on  mènera  une  paral- 
lèle IC  à 'TA  taugente  en  A  au  ceielc  0.  Ou  détermine  ainsi 
le  point  C.  Joignant  CA,  on  prolongera  jusqu'en  B,  et  la 
sécanle  CB  répondra  ù  la  question. 

MM. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question 
Verdier,  pensionnat  de  Pussy. 


Sauviat,  du  lycée  de  Nantes 
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QUESTION  363 

Solution  par  M.  Sauviat,  élève  au  Lycée  de  Nantes. 


On  donne  une  corde  AB.  Trouver  sur  le  prolongement  de  cette 
corde  un  point  P  tel  que  si  on  mène  PH  tangente  au  cercle  et 
que  des  points  A  et  Bon  abaisse  des  perpendiculaires  AG  et  BD 
sur  la  tangente  PH,  on  ait 

AB  X  BD  =  P. 

Menons    IH  perpendiculaire   sur  AP.  Les  triangles   HIP, 

BDP,  ACP  donnent 

BD  BP  AG  AP 

et 


IH  HP  IH  HP 

D'où,  en  multipliant  membre    à    membre  et  remarquant 
que  AP  X  PB  =  PH2, 

BD  X  AC  =  IH2  =  l\ 
HI   étant   connu,  la  construction  est  immédiate.  Il   y  a 
deux  solutions  symétriques  par  rapport  au  milieu  de    AB. 


QUESTION   364 

Solution  par  M.  H.  Bourget,  au  Collège  d'Ais. 


On  donne  un  demi-cercle  AB  et  les  tangentes  en  A.etB;  par 
un  point  fixe  P,  pris  sur  le  diamètre  AB,  on  mène  une  droite 
PQ,  qui  rencontre  la  circonférence  en  Q;  et  par  ce  point  Q,  on 
mène  à  PQ  la  perpendiculaire  MQN  rencontrant  en  M  la  tan- 
gente AM  et  en  N  la  tangente  BN.  Démontrer  que  le  produit 
AM  .  BN  reste  constant  quand  PQ  tourne  autour  du  point  P. 

Menons  PM,  PN,  AQ  et  QB. 

Les  triangles  MAP,  PNB  sont  semblables  comme  ayant 
leurs  côtés  opposés  respectivement  perpendiculaires. 
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AM  PB 

°n  a  TF  _  ~NB  ' 

d'où  AM.  BN  =  AP.BA  =  constante. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Fievet,  à  Lille;  Dupuy,  a 
Grenoble;  Gino  Loria,  à  Mantoue  (Italie);  Pigeaud,  à  Chàteauroux ;  Sauviat,  à 
Nantes. 


QUESTION   300 

Solution  par  M.  Goyheneix,  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Etant  donnés  deux  cercles  et  une  droite,  trouver  sur  cette 
droite  un  point  P  tel  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  aux 
deux  cercles  soient  également  inclinées  sur  la  droite. 

Soit  G'  le  cercle  symétrique  de  G  par  rapport  à  MN.  Par  P 
menons  PBr  tangente  à  ce  cercle.  Les  angles  BPN,  NPB' 
sont  égaux,  par  suite  APM  =  NPB'.  PB'  est  donc  le  prolon- 
gement de  AP  et  la  question  est  ramenée  à  trouver  la  tan- 
gente commune  aux  cercles  0  et  Cr. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Delcambre,  collège  Chaptal  ; 
Baron,  à  Sainte-Barbe  ;  Verdier.  à  Passy;  Provost.au  Mans;  Sauviat,  à 
Nantes. 


QUESTION   367 

Solution  par  M.  Goyheneix,  élève  au  Lycée  de  Tarbes,  et  par  M.  W.  Hooveh. 
de  Dayton  (États-Unis  d'Amérique). 


Par  le  centre  d'un  cercle  et  par  un  point  P  foire  passer  un 
cercle  tel  que  la  corde  commune  ait  une  longueur  donnée. 

Soit  0'  le  cercle  demandé.  Menons  OA,  OB,  OP,  AP. 

On  connaît  les  éléments  du  triangle  OAB.  Or  0~BA  =  OPA. 
Donc  pour  résoudre  le  problème  il  sullit  de  faire  en  P,  avec 
OP,  un  angle  OPA  égal  à  l'angle  OBA.  Le  cercle  circonscrit 
au  triangle  OA.V  répond  à  la  question. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  mémo  question  :  MM.  Delcambre,  .-m  collège  <  Iwpial; 
Vail,  école  Albert  le-Grand,  à  Arcueil;  Fiévet,  à  Lille;  Baron,  à  Sainte-Barbe; 
Hellot,  à  Rouan;  Sauviat,  à Nante»)  l'n.vosi,  an  Mans;  Pigeaud,  à  Château 


roux. 
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QUESTION  18 

Solution  par  M.  H.  Boirget,  à  Aix. 


Si  trois  nombres  entiers  ont  une  somme  égale  à  zéro,  la  somme 
de  leurs  cubes  est  égale  à  leur  triple  produit,  et  la  somme  de 
leurs  cinquièmes  puissances  est  divisible  par  cinq  fois  leur  produit. 

(G.  L.) 
Soient  A,  B,  C,  les  trois  nombres  donnés. 
1°  D'après  l'hypothèse,  on  a  identiquement  : 

A3  +  B3  —  (A  +  B;3  =  A3  -f  B3  +  C3, 
ou,  développant  (A  -f-  B)3, 

—  3AB(A  +  B)  =  A3  +  B3  -f  G3  ; 
mais  (A  +  B)  =  —  C  ; 

donc  A3  H-  B3  -f  C3  =  3 ABC,  c.  q.  f.  d. 

2°  De  même  oh  a  : 

A«  -f  B3  —  (A  +  B)3  =  A5  +  B3  +  C3, 
ou,  développant  (A  -\-  B)5  et  réduisant, 

—  5AB(A3  +  B3)  —  ioA2B2(A  4-  B)  =  A3  +  B3  4-  C3  ; 
mais     —  (A3  -f  B3)  =  C3  —  3ABG  et  —  (A  -f-  B)  =  G  ; 
donc    5AB(G3  —  3 ABC)  -f  ioA2B2C  =  A5  4-  B3  4-  C3 
ou  enfin      A3  +  B3  4-  C3  =  5ABC(C2  —  AB),  c.  q.  f.  d. 

Nota. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Puig,  à  Montpellier;  Cha- 
pon, à  Châteauroux  ;  Germain,  à  Belley. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Comment  doit-on  choisir  le  coefficient  numérique  m,  pour  que  la  division 
de  a;3  +  y3  -f  z3  +  mxyz  pur  x  +  y  +  z  puisse  s'effectuer  sans  reste.  Donner 
le  quotient  de  celle  division.  (Nancy.) 

—  On  a  un  polygone  régulier  ABCD. . .  d'un  nombre  quelconque  décotes;  on 
partage  chaque  côté  dans  un  rapport  — ;  on  joint  deux  à  deux  les  points  de 

division.  On  demande  :  1°  de  prouver  que  le  polygone  ainsi  l'orme  est  sem- 

oc 
Llable  au  polsgone  donné;  2°  de  trouver  le  rapport  —  pour  lequel  l'aire  de 

U 
ce  polygone  est  minima .  (Daslia.j 
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—  lïe  tous  les  parallélipipèdes  rectangles  de  même  surface,  quel  est  celui 
de  volume  maximum  ?  (Ajaccio.) 

—  Étant  données  les  distances  a,  S,  ,  des  trois  sommets  d'un  triangle  rec- 
lungle  au  centre  du  cercle  inscrit,  trouver  la  relation  qui  lie  ces  trois  éléments. 

(Cahors.) 

--  Connaissant  sin  a,  calculer  cos  —  a.  —  Discuter.  Appliquer  au  cas  où 

7 

-in  a  =  -7-.  (Bordeaux.) 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  périmètre  2»  ;  appli- 
cation A  =  3o°23'2o";     C  =  128°  47'  3o"; 

ip  =  27063,05.         •  (Toulouse.) 

—  Deux  corps  pesants  partent  au  même  instant  d'une  hauteur  h  ;  le  premier, 
suis  vitesse  initiale,  suit  un  plan  faisant  avec  l'horizon  un  angle  a;  le  second 
suit  un  plan  incliné  d'un  angle  |î  et  arrive  en  même  temps  que  le  premier; 
quelle  est  sa  vitesse  initiale?  (Poitiers.) 

—  Résoudre  l'équation 

sin  x  +  sin  2.x  +  sin  3x  =  4  cos  — —  cos  x  cos .      (Brest.) 

2  a 

—  Un  particulier  prête  à  une  compagnie  10.000  francs  à  intérêts  composés, 
au  taux  annuel  de  5  0/0,  sous  la  condition  qu'au  bout  de  10  ans  on  commen- 
cera à  lui  rembourser  sa  créance,  au  moyen  de  dix  annuités  égales,  se  succé- 
dant d'année  en  année,  après  le  payement  desquelles  la  dette  se  trouvera 
éteinte.  Quel  est  le  montant  de  l'annuité?  Lille.) 

—  Connaissant  dans  un  triangle  rectangle  les  deux  segments  p  et  q  déter- 
minés sur  l'hypoténuse  par  la  bissectrice  de  l'angle  droit,  évaluer  par  des 
formules  aussi  simplifiées  que  possible  :  1°  les  trois  côtés  du  triangle  ;  2°  la 
hauteur  menée  du  sommet  de  l'angle  droit,  la  bissectrice  de  cet  angle  et  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  ces  deux  droites.  (Lille.) 

—  On  donne  dans  un  triangle  ABC  deux  côtés  b  et  c  et  la  médiane  h  issue 
du  sommet  A.  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  le  triangle  soit  possible? 
calculer  le  côté  c  et  les  angles  dans  l'hypothèse  particulière  0116=  i3,  c  =  3, 
h  =  7.  (Besançon.) 

—  Déterminer  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  la 
somme  a  de  ces  deux  côtés  et  la  ditl'érence  ides  segments  déterminés  sur  l'hy- 
poténuse par  la  hauteur  ;  conditions  de  possibilité.  (Besançon. 

—  I .  Trouver  le  maximum  de 

3  sin  x  +  4  cos  x 

inx  -\-  b 

Trouver   le  maximum    de lorsque  a  et  b  sont  des  nombres 

.X2  +  1 

donnés;  déterminer  le;  valeurs  qu'il  faut  donner  à  a  tt  b  pour  que  le  maxi- 
mum soi t  égal  à  \  et  le  minimum  à  —  1. 

3.  Trouver  l'angle  de  deux  limites  qui  rencontrent  la  ligne  de  terre  en  un 
même  point.  _ 
\.  Résoudre  les  deux  équations 

sin  .x  sin  y  =  a 

eus  .x  cos  y  =  b; 

trouver  en  particulier   tous  les  angles    qui    répondent  a  la    question  lorsque 

4  4 


—  90  — 

5.  Trouver  toutes  les  valeurs  de  l'arc  x  qui  satisfont  à  l'égalité 

2  tg  x 
cos  x  —.  . 

I     +    tg2  X 

6.  On  donne  un  cercle  0  de  rayon  a.  et  un  point  A,  à  une  distance  b  du 
centre;  on  demande  de  mener  par  le  point  A  une  sécante  AMN,  de  telle  ma- 

AM 

nière  que  le  rapport  — —  soit  égal  à  un  rapport  donné.  Calculer  les  longueurs 

AU.  AN,  et  l'angle  OAM. 

7.  On  a  une  sphère  de  rayon  R,  traversée  par   un  cylindre  de  révolution 

indéfini,  de  rayon  — ,  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  la  sphère;  on  demande 

le  volume  commun  au  cylindre  et  à  la  sphère. 

8.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  dont  les  projections  horizontales  se 
coupent  et  dont  les  projections  verticales  sont  parallèles. 

9.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  qui  ont  leurs  traces  horizontales  parallèles. 

10.  Trouver  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  un  tétraèdre  régulier  dont 
l'arête  est  a.  (Paris,  mars  1SS2.) 

—  1.  Une  sphère  massive  étant  donnée,  trouver  son  rayon. 

2.  Etudier  les  variations  de  l'expression 

x2  —  3x  +  5 
x2  —  yx  +  9  ' 
lorsque  x  varie  de  —  »  à  -f-  oo . 

3.  Volume  du  segment  sphérique. 

4.  Les  trois  points  ABC  sont  en  ligne  droite.  Sur  AG,  AB,  BC  comme 
diamètre»  on  décrit  des  demi-circonférences  et  on  tait  tourner  la  ligure  autour 
de  AC  comme  axe.  Le  triangle  curviligne  formé  par  le3  trois  demi-circon- 
férences AIC,  ADB,  BEC  engendre  un  volume  équivalent  au  volume  du  cylin- 
dre qui  a  pour  base  le  cercle  décrit  par    BI  perpendiculaire  à  AC  et  pour 

hauteur  —  AC. 

2 

Établir  cette  proposition  et  trouver  le  maximum  du  volume  engendré  par  le 
triangle  curviligne  lorsque  le  point  B  varie  de  position  sur  AC. 

(Marseille,  mars  18S2.) 


CONCOURS 


1.  Soit  un  carré  ABCD;  par  deux  sommets  opposés  A  et  C  de  ce  carré 
on  mène  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  du  carré  les  droites  AK,  CL 
perpendiculaires  à  ce  plan.  On  prend  sur  AK  un  point  A'  dont  la  distance  au 
centre  du  carré  est  égale  au  côté  du  carré,  et  sur  CL  un  point  C  dont  la  dis- 
tance au  point  A'  est  égale  au  double  côté  du  carré.  1°  Démontrer  que  la 
droite  AC  est  perpendiculaire  au  plan  BDA'.  2°  Former,  en  appelant  a  le  côté 
du  carré,  l'expression  du  volume  de  chacun  des  tétraèdres  A'ABD,  C'CBD  et 
C'A'BD. 

2.  Soient,  sur  une  droite  indéfinie,  deux  points  fixes  A  et  B,  dont  la  dî> 
tance  est  de  10  mètres.  Deux  mobiles  parcourent  cette  droite  dans  le  sens  AB, 
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et  arrivent  en  même  temps,  l'un  en  À  avec  une  vitesse  de  3  mètres  par  seconde, 
l'autre  en  B  avec  une  vitesse  de  v  mètres  par  seconde.  Le  mouvement  du  pre- 
mier mobile  est  uniformément  accéléré;  sa  vitesse  s'accroît  de  1  mètre  par 
seconde;  le  mouvement  du  deuxième  mobile  est  uniforme.  On  demande  :  1°  dans 
combien  de  secondes  après  le  passage  simultané  du  premier  mobile  en  À  et  du 
deuxième  en  B  le  premier  mobile  aura  rejoint  le  second;  2"  quelle  condition 
doit  remplir  la  vitesse  v  du  deuxième  mobile  pour  que  la  rencontre  ait  lieu 
à  une  distance  du  point  B  inférieure  à  10  mètres;  3°  à  quelle  distance  du  point 
B  aura  lieu  la  rencontre,  si  v  =  4  mètres. 

(Concours  général.  Seconde,  1881.) 

—  i.  Mesure  du  temps  ;  jour  solaire  vrai;  jour  solaire  moyen. 

2.  Un  tronc  de  cône  est  tel  que  sa  liauteur  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  diamètres  de  ses  deux  bases.  On  propose  :  1°  de  démontrer  qu'on 
peut  inscrire  une  spbère  à  ce  tronc  de  cône;  2"  la  hauteur  h  étant  donnée,  de 
déterminer  les  rayons  des  deux  bases  de  manière  que  la  surface  totale  du  tronc 
de  cône  soit  équivalente  à  un  cercle  de  rayon  a.  —  Discussion. 

(Concours  général  Rhétorique,  1881.) 

—  Dans  un  triangle  ABC  dont  l'angle  A  est  connu  ainsi  que  la  direction  des 
droites  AD,  AE,  qui  divisent  cet  angle  en  trois  parties  égales,  on  donne  de 
plus  les  segments  BD.  CE  que  ces  droites  déterminent  sur  la  base  BC  ;  calculer 
d'après  ces  données  les  éléments  du  triangle,  et  construire  ce  triangle  géo- 
métriquement. On  examinera  en  particulier  le  cas  où  l'angle  A  est  droit. 

(Concours  académique.  Bordeaux  1872.) 

—  Etant  donné  un  cercle  de  rayon  r  et  sur  le  prolongement  du  diamètre  BB' 
un  point  A  dont  la  distance  au  centre  0  est  d;de  ce  point  A  on  mène  une 
sécante  AMM'  formant  un  angle  x  avec  la  ligne  AO  ;  soient  p  et  p  les  angles 
que  les  rayons  OM,  OM'  menés  aux  points  d'intersection  M  et  Si'  forment  avec 

1  1 

le  diamètre  BU'.  On  demande  :  1°  de  calculer  tg— p,   tg— p'  en  fonction  des 

2  2 

données  r,  d,  x  et  de  discuter  ces  expressions;  2°  de  démontrer  que  le  produit 

tg  —  p  tg  — ]>'  est  constant  quel  que  soit  x;  3°  de  déterminer  le  minimum 

P  p' 

de  la  somme  (tg2 —  -f    tg2  — ). 

(Concours  académique  d  Aix  1875.) 

—  1.  Un  nombre  entier  positif  A  est  égal  à  la  puissance  n'  d'un  nombre 
premier  p,  multipliée  par  un  autre  nombre  premier  q,  et  la  somme  des  divi- 
seurs de  A,  différents  et  distincts  de  A.  l'unité  comprise,  est  égale  au  nombre 
A.  On  demande  de  démontrer  eu  établissant  et  en  discutant  l'identité 

q  +   i  =p"   p  —2q) 
que  l'un  des  deux  facteurs  premieis  est  égal  à  2,  et  (pion  aura 
A  =■  2»  2"+'  —  i). 
2.  On  donne  deux  trdp '■/.•■-  ayanl  leuw    côtés  parallèles  deux    à    deux    dans 
deux  plans  différents  et  qui  déterminait  les  bases  d'un  solide  à  sii  Euces  planes 
dont  la  hauteur  serait  égale  à  la  distance  des  deux  bases.  On  dem  unie  l 'expres- 
sion au  volume  de  ce  solide.  On  fera  voir  que  le  produit  des   demi-sommes 
des  bases  par  la  hauteur  diffère  de  la  mesure  véritable  du  solide  de  la  pyra- 
mide triangulaire  de  même  hauteur  dont   la  base  aurait    pour  dimensions  la 
différence  des  hauteurs  et  la  différence  des  bases  moyenne*  des  deux  trapèzes 
donnés.  (Concours  académique.  Clermortt,lS76.) 
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—  1.  Soient  deux  cercles  de  même  centre  0  et  de  rayons  r  et  R.  Soit  A.B 
une  tangente  lixe  au  plus  petit  cercle.  D'un  point  quelconque  C  du  plus  grand 
cercle  on  mène  à  l'autre  deux  tangentes  qui  rencontrent  AB  aux  deux  points 
A  et  B;  on  joint  ces  deux  points  au  centre  0.  On  demande  d'exprimer  au 
moyen  de  r.  R  et  de  l'angle  CAB:  1-  l'angle  AOB  ou  son  sinus;  2*  la  surlace  du 
triangle  AOB  ;  3e  le  volume  engendré  par  le  triangle  AOB  tournant  autour 
de  AB. 

2.  En  prolongeant  les  quatre  côtés  d'un  rectangle  jusqu'à  la  rencontre  d'une 
droite  donnée,  on  a  obtenu  quatre  points  A.  B.  G,  D.  On  donne  ces  quatre 
points  et  on  demande  de  rétablir  la  figure,  sachant  que  le  rectangle  est  sem- 
blable à  un  rectangle    donné.  (Concours  académique.  Nancy,  1874.) 

—  Calculer  les  angles  d'un  quadrilatère  circonscriptible  au  cercle,  au 
moyen  des  côtés  AB  =  a.  BC  =  b,  CD  =  c,  DA  =  d.  et  du  rayon  r;  les 
côtés  étant  donnés,  trouvée  les  limites  entre  lesquelles  r  doit  être  compris 
pour  que  le  quadrilatère  soit  possible,  et  le  nombre  des  solutions  correspon- 
dant à  chaque  valeur  de  r;  signaler  les  principales  propriétés  de  la  figuiv 
quand  /•  est  le  plus  grand  possible.         (Concours  académique.  Xancy,  1875.) 


QUESTIONS 

A  L'uS'vGE  DES  CANDIDATS  A    L'ÉCOLE    DE    SAIXT-CYR 


Trouver  trois  nombres  sachant  que  la  différence  entre  leurs  différences 
est  5,  que  leur  somme  est  44,  et  que  leur  produit  est  1950. 

—  Diviser  26  en  trois  parties  telles  que  leurs  carrés  aient  des  différences 
égales,  et  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  3oo. 

—  La  somme  de  quatre  nombres  est  44  ;  la  somme  des  produits  du  premier 
par  le  second,  et  du  troisième  par  le  quatrième  est  25o;  en  multipliant  le 
premier  par  le  troisième,  et  le  second  par  le  quatrième,  on  a  pour  la  somme 
des  produits  234;  enfin  les  produits  du  premier  par  le  quatrième,  et  du 
second  par  le  troisième  ont  pour  somme  225.  Trouver  ces  nombres. 

.....  3n  —  1 

—  Le  n°  terme  d  une   progression  arithmétique  est ;   trouver   le 

6 

premier  terme,  la  raison  et  la  somme  des  n  premiers  termes. 

—  Dans  une  progression  arithmétique,  les  termes  de  rang  p,  q.  r.  sont 
respectivement  a,  b,  c;  démontrer  que  l'on  a 

a[Q  —  r)  +  "(r  —  p)  +  c[p  —  q)  =  o. 

—  Dans  une  progression  géométrique  décroissante,  dont  le  premier  terme 
est  1,  on  prend  le  premier  terme  et  ensuite  les  termes  de  p  en  p  ;  soit  P  la 
somme  de  la  progression  ainsi  formée  ;  soit  de  même  Q  la  somme  de  la  pro- 
gession  formée  en  prenant  le  premier  terme  et  ensuite  les  termes  de  q  en  q. 
Démontrer  l'égalité        PS   Q  -if  =  Q/>  [P  —  1)7  . 

—  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle,  connaissant  la  base  b,  la  hauteur  h  et 
la  différence  d  des  deux  autres  côtés. 

—  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle,  connaissant  la  somme  2s  des  deux 
côtés,  la  hauteur  h  abaissée  du  sommet  sur  le  troisième  côté,  et  la  différence 
2d  des  segments  qu'elle  détermine  sur  ce  troisième  côié. 
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—  Si  dans  un  triangle,  sin  A,  sin   B,  sin  C,  sont  en  progression  «nrilhin  - 

-  A  B  C 

tique,  il  en  est  de  même  de  cotg  — ,  cotg — ,  cotg  — . 

—  Dans  un  triangle  quelconque,  on  pose 

i  i 

x  -\ =  2  cos  A  :    y  -\ =  2  cos  B  ; 

x  y 

a 
démontrer  que  l'on  a  bx  A =  c. 

y 

—  Dans  un  triangle,  on  pose  b  —  a  =  ne  ;  prouver  que  l'on  a 

/ ,         C\  C  B  —  A  i  +■  »  cos  B 

cos  (A  H )  =  ncos — ;    cotg- 


2  »  sin  B 

—  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont 
a,  b,  c  ;  h,  k,  l  sont  les  distances  de  son  centre  aux  sommets  du  triangle. 
_.  „  hkl  2abc 

Démontrer  que  1  on  a  = ; . 

1  r  a  +  b  +  c 

—  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  ABC;  r,.  r^,  /^sont  les 
rayons  des  cercles  inscrits  entre  ce  cercle  et  les  cotés  du  triangle;  démontrer 
la  relation  -  \  )\r2   -f-  \)'r3  -j-  N  rj\  =  r. 

—  Trouver  le  rapport  de  la  surface  d'un  triangle  à  la  surface  du  triangle 
qui  a  pour  sommets  les  points  de  rencontre  de  chacune  des  bissectrices  du 
triangle  donné  avec  le  côté  opposé. 

—  Les  cotés  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmétique;  sa  surface  est 
à  celle  du  triangle  équilatéral  de  même  périmètre  dans  le  rapport  de  3  à  5. 
Trouver  le  rapport  des  côtés  de  ce  triangle  et  le  plus  grand  angle. 

—  On  donne  un  cercle  0  et  un  diamètre;  trouver  sur  ce  diamètre  un  point 
M  tel  que  la  surface  engendrée  par  la  tangente  menée  du  point  M  au  cercle 
tournant  autour  du  diamètre  soit  équivalent  à  la  surface  de  la  sphère  engen- 
drée par  le  cercle. 

—  Dans  un  trapèze,  on  donne  la  surface,  les  diagonales,  et  la  différence  des 
carrés  des  côtés  opposés  et  l'on  demande  les  côtés  et  les  angles  du  trapèze. 

—  Trouver   la  condition    pour    que,     a    étant    une    racine  de   l'équation 

x7  +  px  4-  a  =  o,   —  soit  une  racine  de  x-  4-  p'x  4-  q   =  o. 
a 

—  Si  dans  une  progression  arithmétique  le  10e  terme  est  moyen  propor- 
tionnel entre  le  4e  et  le  15e.  le  12e  ternie  est  moyen  proportionnel  entre  le  9* 
et  le  16». 

—  Si  S,,  Sj  ...  Sn,  sont  les  sommes  des  n  premiers  termes  de  n  progres- 
sions arithmétiques  dont  le  premier  terme  est  l,  et  dont  les  raisons  sont  res- 
pectivement i,2,  3  ...  «,  ces  sommes  sont  aussi  en  progression  arithméti- 
que et  leur  somme  est  —  n1  (n  -f-  i)-. 

4 

—  Trouver  l'inclinaison  d'un  plan  île   longueur    /,   sachant    qu'un    mobile 

partant  du  repos  et  parcourant  ce  plan  incliné,   acquiert  une   vitesse  v   à  la 
base  iiu  plan. 

—  Des  forces  p  et  Q  agissent  en  un  pointu;  soit  R  leur  résultante;  une 
transversale  quelconque  rencontre  OP  en  L,  OQ  en  M,  et  OR  en  N.  Démontrer 

.       i    ■  P  «  II 

la  relation  _-+_=-. 

—  Deux  forces  P  ci  Q  sont  telles  «pie  leur  résultante  B  est  égale  à  P.  Dé- 
montrer que,  si  l'on  double  la  force  P,  la  nouvelle  résultante  Sera  à  angle 
droit  sur  0. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


21.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0,  un  diamètre  AB, 
et  les  tangentes  A,  A'  aux  extrémités  de  ce  diamètre.  Une 
tangente  variable  A"  au  cercle  rencontre  A  en  C,  et  A'  en 
D.  Par  le  point  G,  on  mène  une  parallèle  à  AB,  parallèle 
qui  rencontre  le  rayon  OD  en  un  point  I  dont  on  demande 
le  lieu  géométrique   quand  A"  roule   sur   le  cercle  0. 

(G.  L.) 

22.  —  On  partage  une  droite  fixe  AB  en  deux  parties  par 
un  point  mobile  G  ;  sur  chacun  des  segments  AB,  BG  on 
construit  des  triangles  équilatéraux  ADG,  GEB;  on  demande: 

\°  Le  lieu  géométrique  du  milieu  du  côté  DE  du  triangle 
CDE; 

2°  Le  lieu  de  son  centre  de  gravité; 

3°  Le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs; 

4°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  ; 

o°  De  déterminer  le  point  C  de  façon    que   la  somme  dus 
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volumes  engendrés  par  les  deux  triangles  tournant  autour 
de  AB  soit  minima. 

23. — Sur  une  tangente  à  la  sphère  0,  on  prend  deux 
points  S  et  S'  tels  que  OS  —  OS'  =  R.  Ces  deux  points  sont 
les  sommets  de  deux  cônes  circonscrits  à  la  sphère.  Déter- 
miner la  position  des  points  S  et  S'  de  façon  que  le  volume 
compris  entre  les  deux  cônes  et  la  sphère  soit  égal  à  un 
volume  donné. 

24.  —  On  donne  deux  triangles  OAB,  OCD  qui  ont  un 
augle  0  commun.  1°  Mener  par  les  points  A  et  B  deux 
parallèles  AE,  BF  qui  coupent  respectivement  OB  en  E, 
OA  en  F  de  façon  que  EF  soit  parallèle  à  CD;  déterminer 
comment  varie  la  longueur  EF  lorsque  la  direction  de  CD 
varie.  —  2°  Le  problème  étant  supposé  résolu,  on  mène 
BD,  qui  rencontre  AE  en  G,  et  AC  qui  rencontre  BF  en  H  ; 
démontrer  que  GH  est  parallèle  à  CD  ;  —  3°  démontrer  que 
deux  parallèles  à  AE  menées  par  C  et  D  interceptent  sur 
les  deux  côtés  connus  une  droite  parallèle  à  AB. 

25.  —  Quatre  points  A,  B,  C,  D,  étant  situés  sur  une  cir- 
conférence, démontrer  que  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
arcs  opposés  AD,  BC  coupe  à  angle  droit  celle  qui  joint  les 
milieux  des  autres  arcs  AB,  DC.  —  Voir  ce  qui  arrive  si 
trois  des  points  A,B,C,D,  se  confondent  en  un  seul. 

26.  —  Un  quadrilatère  étant  donné,  on  propose  de  cons- 
truire un  second  quadrilatère,  dont  les  côtés  soient  respec- 
tivement parallèles  aux  côtés  du  premier,  également  distants 
de  ceux-ci,  et  tels  que  l'aire  comprise  entre  les  périmètres 
des  deux  polygones  soit  équivalente  à  un  carré  donné. 

27.  —  n  étant  un  nombre  entier,  démontrer  que 
(2?i  -\-  i)5  —  2H —  i  est  divisible  par       240 

64 
64 

— 

—  1  1 

—  '7 

—  17 

,  Wolstenholsne.) 


32«+2 

—  Sn  —  9 

32n+j 

+  4on  —  27 

_3'2n+1 

_J_  2'ln+i 

321+2 

_J_  26"+« 

3*»l+2 

_|_  _p.+J 

3.5*Hh 

-f   2-"  +  ' 
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28.  —  Déterminer  x  et  y,  d'après  les  équations 

x(  i  -f-  sin2  ô  —  cos  0)  —  y  sin  0  (  i  -f-  cos  o)  =  c  (  i  +  cos  6)  ; 

y(i  -\-  cos2  6)  —  x  sin  0  cos  0  =  c  sin  0, 
et  éliminer  0  entre  ces  deux  équations.       (Wolstenholme.) 

29.  —  Les  diagonales  ia  et  26  d'un  losange  sont  vues 
sous  des  angles  a  et  (3  d'un  point  dont  la  distance  au  cen- 
tre est  c;  prouver  que  l'on  a 

62  (a2  —  c2)2  tg2a  -)-  a2  (62  —  c2)2  tg»  3  =  4a262c2. 

30.  —  Trois  cercles  A,  B,  G  se  touchent  deux  à  deux,  et 
une  tangente  commune  à  A  etB  est  parallèle  à  une  tangente 
commune  à  A  et  G  ;  prouver  que  si  a,b,c,  sont  les  rayons, 
et  p,q,  les  distances  des  centres  de  B  et  G  au  diamètre  de  A 
qui  est  normal  aux  deux  tangentes  parallèles,  on  a 

pq  =  2a2  =  86c.        (Wolstenholme.) 

31.  —  Déterminer  le  minimum  du  rapport  de  la  somme 
des  volumes  engendrés  par  un  triangle  rectangle  tournant 
successivement  autour  des  côtés  de  l'angle  droit,  au  volume 
engendré  eu  tournant  autour  de  l'hypoténuse,  en  supposant 
que  le  périmètre  du  triangle  soit  conbtant,  les  côtés  étant 
variables.  (Lauvcmay.) 

32.  —  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  deux  équations 

ax2  -f-  bx  -J-  c  =  0, 
(ab'  —  6a')  x1  -f-  2  (ac  —  ca)  x  -J-  (6c  —  c6')  =  o, 
aient  une  racine  commune  est  que  l'une   ou  l'autre  de    ces 
équations  ait  ses  racines  égales.  (Lauvernay.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLE. 
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LE  CINQUIEME  LIVRE 

Par  M.  Lauykrnay,  professeur  au  collège  Rollin. 
Suite,  voir   p.  73.) 


LEÇON  II 

DL    QUADRILATÈRE    GAUCHE 

Théorème  I.  —  Deux  droites  quelconques  sont  coupées  par 
trois  plan*  parallèles  en  segments  proportionnels  (fig.  9). 

Soient  A,  B,  G  les  points  de  rencontre  de  la  première  droite 
avec  chacun  des  trois  plans  ;  D,  E,  F  ceux  de  la  seconde  droite 


avec  ces  mêmes  plans;   menons  par  A  la  parallèle  ABC  à 
la    droite   DEF.   Les   intersections  du  plan    CAO'   avec   les 

JOURNAL  DB  M\TII.  RLBM.  l^Sl'.  5 
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plans  parallèles  BB'E,  CC'F  étant  parallèles,  on  a  : 
AB  _      AB' 
BC  —  BG" 
Or  AB'  =  DE  el  B'C  =  EF,  comme  parallèles  comprises 
entre  plans  parallèles  ;  donc  à  l'égalité  précédente  on  peut 

AB         DE 

substituer  la  suivante  :      —  =  -™-- 

Définition.  — On  appelle  quadrilatère  gauche  tout  quadrila- 
tère ADFC  dont  les  quatre  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan.  Si  l'on  remarque  que,  dans  le  théorème  précédent,  le  plan 
BB'E  est  parallèle  aux  deux  côtés  opposés  AD,  GF  du  qua- 
drilatère gauche,  ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Tout  plan  parallèle  à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
gauche,  partage  proportionnellement  les  deux  autres  côtés. 

Réciproquement.  —  Toute  droite  BE  qui  divise  proportion- 
nellement deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  gauche,  est  dans 
un  plan  parallèle  à  la  fois  aux  deux  autres  côtés. 

En  effet,  par  AD  menons  le  plan  parallèle  à  GF,  etparCF 
menons  le  plan  parallèle  à  AD;  ces  deux  plans  sont  paral- 
lèles entre  eux,  et  si  par  le  point  B  on  mène  le  plan  paral- 
lèle à  ceux-ci,  il  rencontre  DF  eu  un  point  E'  tel  que 


AB 

DE' 

BG 

EF 

AB 

DE 

BG 

EF 

DE' 

DE 

or  par  hypothèse  -^— •  = 

DE' 
et  par  comparaison        <  „,„ 

donc  les  deux   points  E,  E'  coïncident,  c'est-à-dire  que  BE 
est  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  côtés  opposés  AD,  GF. 

Théorème  II. — Si  unedroite  BE  est  assujettie  à  rencontrer 
deux  droites  fixes  ABC,  DEF  en  restant  constamment  parallèle 
à  un  plan  donné,  le  lieu  du  point  M  de  cette  droite  divisant  le 
segment  BE  dans  un  rapport  constant  K,  est  une  droite  située 
dans  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  fixes  (fig.  10). 

Soient  AD,  GF  deux  positions  de  la  droite  mobile  et  fi.,  ;/ 
les  points  de  ces  droites  tels  que 


Au 
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D<j.  Fu' 

la  droite  ;/.;/,  cjui,  d'après  la  réciproque  précédente,  est  dans 
un  plan  parallèle  aux  deux  côtés  opposés  AG,  DF,  est  le  lieu 
de  M. 

En  effet,  BE,  étant  parallèle  à  un  plan  fixe,  qui  lui-même 
est  parallèle  aux 
deux  droites  ÂD, 
CE,  divise  les  côtés 
opposés  AC,  DF  en 
segments  propor- 
tioonels,  c'est-à- 
dire  que 

BG  EF 

BA    ~~    ED   ' 

Soit  H  le  point 
de  rencontre  des 
droites  B;,.,  CD  ; 
d'après  le  théorème 
des  transversales 
on  a 
Aa.DH.BG 


D^.CH.BA 

relation    qui    peut 
être  remplacée  par 
la  suivante  : 
G;/  .  DH  .  EF  _ 
l'V  .  GH  .  ED  ~~  l 
d'après  les  égalités 
précédentes;  donc 
les  trois  points  ;/,  E,  Il  sonten  ligne  droite  ;  les  deux  droites 
Bjx,    Bu'  étant  dans  un   même  plan,  les  deux  autres  droites 
\).<j.\  BE  3e  ce  plan  se  rencontrent  en  un  point  Mj  et  qui  est 
tel   que- 
ls M  A  y. 

ME  ""  [aD   —      ' 
Donc  le  lieu  de  M  est  la  droite  ui*'. 


Fig    10. 
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Corollaire  I.  —  Si  une  première  droite  ;;.;;.'  partage  pro- 
portionnellement deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère, gauche  et 
qu'une  seconde  droite  BE  partage  aussi  proportionnellement  les 
deux  autres  côtés  opposés,  ces  deux  droites  sont  dans  un  même 
plan  et  chacune  d'elles  est  partagée  par  l'autre  en  deux  segments 
proportionnels  aux  segments  des  côtés  quelle  ne  rencontre  pas. 

Corollaire  II.  —  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  les  trois 
droites  joignant  les  points  milieux  des  côtés  opposés  et  les  milieux 
des  deux  diagonales  concourent  en  un  point  qui  est  le  milieu  il: 
chacune  d'elles. 

LEÇON  III 

DROITES  ET  PLANS    PEItPENDlCLLAlHES 

Définition.  —  Imaginons  deux  droites  M,  N  dans  l'es- 
pace, et  sur  chacune  d'elles  une  direction  adoptée  comme 
direction  positive  ;  si  par  un  point  0  arbitrairement  choisi  dans 
l'espace  on  mène  à  ces  deux  directions  deux  demi-droites 
parallèles  OM',  ON',  on  peut  rabattre  la  demi-droite  OM'  sur 
ON'  par  deux  rotations,  et  ces  rotations  sont  mesurées  par 
deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à  4  droits.  L'un  d'eux 
x  est  donc  plus  petit  que  deux  droits,  et  c'est  cet  angle  a, 
Unique  et  bien  déterminé,  qu'on  nomme  l'angle  des  deux  di- 
rections données.  On  a  vu,  en  effet,  que  tous  les  angles  M'ON' 
qu'on  pouvait  ainsi  former  étaient  égaux.  Si  a  est  égal  à 
zéro  ou  à  t.,  les  deux  droites  sont  parallèles;  parallèles  et 
de  même  direction  si  a  =  o;  parallèles  et  de  directions  op- 
posées si  ûi=  -;  enfin  si  x  =  — ,    les    directions    données 

sont  dites  rectangulaires. 

On  nomme  faisceau  de  plans  la  ligure  formée  par  plusieurs 
plans  passant  par  une  même  droite,  qu'on  appelle  axe  du 
faisceau. 

Lemme. — Si  l'on  fait  tourner  un  faisceau  autour  de  l'on- 
de façon  que  l'un  des  plans  se  superpose  à  son  prolongement,  cha- 
cun des  autres  plans  se  superposera  à  son  prolongement. 

Il  sullit  de  démontrer  cette  proposition  pour  un  faisceau  de 
deux  plans  P  et  Q  (fig.   II). 
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Menons  dans  chacun  de  ces  plans  OA,  OB  perpendicu- 
laires à  l'axe  OS,  et  soitM  le  plan  de  ces  deux  droites  ;  fai- 
sons tourner  le  faisceau 
autour  de  l'axe  OS  de  façon 
que  la  portion  de  plan  SOA 
vienne  sur  son  prolonge- 
ment: la  droite  OA,  située 
dans  le  plan  P  et  perpendi- 
culaireàOS,  coïncidera  avec 
OA'  perpendiculaire  à  OS, 
c'est-à-dire  avec  son  pro- 
longement, et  OB  avec  OB  ; 
car  si  la  portion  SOB  du 
plan  Q  ne  venait  pas  sur 
son  prolongement,  elle  vien- 
drait en  SOB,  tel  que  l'angle 
BOB,  égale  deux  droits, 
puisque  cet  angle  est  dans 
les  mômes  conditions  que 
l'angle  AOA'  qui  vaut  deux 
droits,  et  on  aurait  deux 
droites  OB^  OB',  prolon- 
gements de  la  môme  droite 
<>B,  ce  qui  est  impossible.  Fig.  n. 

Théorème  I.  —  te  lien  des  perpendiculaires  menées  d'un 
point  0  d'une  droite  OS  sur  cette  droite  est  un  plan  (fig.  12). 

Par  la  droite  OS  menons  deux  plans  quelconques,  et  dans 
chacun  d'eux  élevons  les  perpendiculaires  AOA',  BOB'sur  OS; 
soit  Pic  plan  de  ces  deux  perpendiculaires.  Par  OS  menons 
arbitrairement  un  troisième  plan  Q,  qui  rencontre  le  plan  P 
suivant  la  droite  COC';  dans  le  plan  Q  il  existe  une  seule 
droite  perpendiculaire  à  OS  et  passant  par  0,  qui  est  COC. 

En  effet,  faisons  tourner  Le  faisceau  des  trois  plans,  pas- 
sanl  par  OS,  jusqu'il  ce  que  la  portion  SOA  «lu  premier  plan 
s'applique  sur  son  prolongement;  la  droite  OA  do  ce  plan 
viendra  sur  son  prolongement  OA';  de  même  OB  coïncidera 
avec  OB';   par  conséquent,  après  la  rotation,  le  plan  P  des 
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deux  droites  OA,  OB  est  superposé  à  lui-même;  donc  la 
droite  OG  située  dans  le  plan  P  sera  encore  dans  ce  plan. 
et  comme  elle  est  en  même  temps  sur  le  prolongement  du 
plan  Q,  elle  coïncidera  avec  OC  ;  or  OC  est  le  prolonge- 
ment de  OG;  par  suite,  les  angles  adjacents  SOG,  SOC  coïn- 
cidents sont  égaux,  et  leurs  côtés  non  communs  étant  en 
ligne  droite,  SO  est  perpendiculaire  sur  GOC. 


Fig.  12. 
D'autre  paît,  toute  droite  OD,  extérieure  au  plan  P,  ne 
peut  être  perpendiculaire  à  SO,  car  le  plan  SOD  rencontrant 
le  plan  P  suivant  une  droite  OG  perpendiculaire  à  SO.  on 
aurait  dans  un  même  plan  SOD  deux  perpendiculaires 
passant  par  le  point  0  sur  une  même  droite  OS.  Donc  le 
plan  P  constitue  à  lui  seul  le  lieu  de  toutes  les  perpendi- 
culaires menées  par  0  sur  la  droite  OS. 

Corollaire  I.  —  Toute  droite  OS  perpendiculaire  à  deux 
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droites  OA,  OB  d'un  plan  est  perpendiculaire  à  une  droite  quel- 
conque EF  de  ce  plan. 

Car,  si  par  le  point  0  on  mène  la  parallèle  OC  a  EF, 
celte  droite  située  dans  le  plan  P  est  perpendiculaire  à  SO. 

Définition.  —  Une  droite  etun  plan  sont  dits  perpendicu- 
laires, lorsque  cette  droite  est  perpendiculaire  ù  toutes  les 
droites  de  ce  plan. 

Corollaire  II.  —  Par  un  point  d'une  droite  on  peut  mener 
un  plan  perpendiculaire  à  celle-ci  et  un  seul. 

Corollaire  III.  —  Le  lieu  des  points  équidistants  des 
extrémités  d'une  droite  es/  le  plan  élevé  perpendiculairement 
a  cède  droite  par  son  milieu. 

Théorème  II.  —  Le  lieu  des  perpendiculaires  menées  d'un. 
point  E  extérieur  à  une  droite  S^  sur  cette  droite  est  un  plan. 

Menons  par  le  point  0  de  la  droite  SO  le  plan  P  ,perpen- 
diculaire  à  celle-ci,  et  transportons  cette  figure  de  manière 
que  la  droite  SO  coïncide  avec  la  direction  S^  et  faisons- 
la  glisser,  SO  restant  en  coïncidence  avec  SjOj,  jusqu'à  ce 
que  le  plan  P  passe  par  le  point  E  ;  ce  plan  occupe  alors 
une  position  Pt  qui  est  perpendiculaire  à  la  droite  S^; 
d'après  le  corollaire  I,  toute  droite  EF  menée  dans  ce  plan 
Pt  est  perpendiculaire  à  StOt  ;  d'autre  part  toute  droite  ED 
extérieure  à  ce  plan  est  oblique  par  rapport  à  S^:  car  sa 
parallèle  0^,  qui  est  également  intérieure  à  ce  plan,  est 
oblique  par  rapport  à  S^.  Donc  ce  plan  P,  constitue  à 
lui  soûl  lo  lieu  de  toutes  les  perpendiculaires  que  l'on  peut 
mener  par  le  point  E  sur  S^. 

Corollaire  I.  —  Par  un  point  E;  extérieur  à  une  droite,  on 
peut  mener  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  et   un  seul. 

Corollaire  II.  —  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même 

droite  sont  parallèles  et  réciproquement. 

Corollaire  III.  —  Toute  droite  <»S  perpendiculaire  à  deux 
droites  quelconques  EF,  EG  qui  se   coupent  dans   un  plan   est 

perpendiculaire  à  ce  plan   |     |, 

Pour  ibréger  ce  travail,  nous  omettrons  tes  démonstrations  de  qaelqQes 
propositions  très  simples  et  auxquelles  ne  touche  pas  particulièremenl  leipo- 
Bition  'i1"'  noos  bisons  Ici  des  théorèmes  du  V*  livre, 
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Si  les  deux  droites  étaient  parallèles,  la  propriété  précé- 
dente n'aurait  généralement  pas  lieu. 

Il  résulte  de  ce  corollaire  que  pour  démontrer  la  perpen- 
dicularité  entre  une  droite  et  un  plan,  il  suffit  d'établir  que 
la  droite  est  perpendiculaire  à  deux  droites  qui  se  coupent 
situées  dans  ce  plan,  ou  encore  qu'elle  est  perpendiculaire 
à  une  droite  quelconque  de  ce  plan. 


Théorème  III.  — 


Fig.  i.i. 
Par  un  point  donné  0,  on  peut   mener 


Fig.  U. 

une  droite  perpendiculaire  à  un  plan  P,  et   une  seule  (fî^.  13 
et  44). 
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Comme  précédemment,  construisons  le  plan  P  perpendi- 
culaire à  la  droite  SO;  transportons  cette  figure  de  façon 
que  les  deux  plans  P  et  P,  coïncident,  et  faisons  glisser  P 
sur  Pj  jusqu'à  ce  que  SO  passe  par  le  point  Ot;  cette  droite 
SO  occupe  alors  une  position  S^  perpendiculaire  au  plan 
Pj  et  c'est  la  seule;  car  s'il  en  existait  une  seconde  0^',  le 
plan  Q  de  ces  deux  droites  rencontrerait  Pt  suivant  une 
droite  DE,  à  laquelle  on  pourrait  mener  dans  ce  même  plan 
Q  d'un  môme  point  0,  deux  perpendiculaires  ce  qui  est 
impossible. 

Définition.  —  Toute  droite  non  perpendiculaire  et  non 
parallèle  à  un  plan  est  dite  oblique  à  ce  plan. 

Théorème  IV.  —  Le  lieu  des  points  équidistants  de  trois 
autres  est  une  droite  perpendiculaire  au  plan  de  ces  trois  points. 

Soit  Ole  point  du  plan  P  des  trois  points  A,  B,  G  (fig.  !■> 
également  distant  de  ceux-ci; 
par  0  élevons  la  perpendicu- 
laire OS  au  plan  P;  tout  point 
S  de  cette  droite  appartient  au 
lieu,  car  les  triangles  rcclangles 
SOA,  SOB,  SOC  sont  égaux, 
comme  ayant  les  côtés  de  l'an-  \ 
gle  droit  égaux;  donc  SA.  =  SB 
=  SG.  D'ailleurs  tout  point  M 
extérieur  à  cette  droite  ne  peut 
faire  partie  du  lieu,  car  si  l'on 
avait 

MA=  MB  =  MC, 
le    plan    MOS  serait  à  la     fuis 
perpendiculaire    sur    les     trois 
droites  AD,  BC,  GA  <it  en  leurs  milieu \  (corollaire  III  du  théo- 
rème I),  ce  qui  est  impossible. 

Théorème  V.  —  Si  l'un  "  trois  obliques  égales  SA,  Si:,  m: 
s'écarlant  également  d'une  droite  SO,  la  droite  SO  est  perpen- 
diculaire an  plan  A  Ht;. 

Soit  ()  h>  point  de  rencontre  du  [dan  ABC  avec  SO,  les  Lrois 
triangles  OSA.  ()SB,  OSC,  ayant  un  angle  égal  (savoir  les 

JOUR.WL  DE  MATH.   ÉLÉM,    l^s-'.  •">. 


tig.  i 
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angles  eu  S)  compris  entre  un  côté  commun  SO  cl  les  côtés 
égaux  SA,  SB,  SC  par  hypothèse,  sont  égaux  ;  donc 
OA  =  OB  =  OC. 

Les  deux  points  S  et  0  étant  également  distants  des  trois 
points  A,  B,  G,  la  droite  qui  les  joint  est  le  lieu  des  points 
également  distants  de  A,  B  et  C;  donc,  d'après  le  théorème 
précédent,  celte  droite  SO  est  perpendiculaire  au  plan  des 
trois  points  A,  B,  C. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  points  d'un  plan  situés  à  égale 
dislance  d'un  point  S  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan. 

THÉORÈME   DES   TROIS    PERPENDICULAIRES 

Théorème  VI.  —  Si  du  pied  0  de  la  perpendiculaire  à  Un 
plan  P,  on  abaisse  la  perpendiculaire  OA  sur  une  droite  quelcon- 
que AB  du  plan  toute  droite  joignant  le  pied  A  de  celle  seconde 
perpendiculaire  à  un  point  S  de  la  première  est  perpendiculaire 
sur  la  droite  AB  du  plan  (fig.  !6). 

En  effet,  la  droite  AB,  étant  située  dans  le  plan  P  per- 
pendiculaire à  SO,  est 
perpendiculaire  sur  SO 
et  sur  OA  par  hypo- 
thèse, par  suite  au  plan 
SOA  de  ces  deux  droites 
et  par  conséquent  sur 
la  droite  AS  de  ce  plan. 

Corollaire.    —    Si 

d'an  pointS  extérieur  a 
un  plan,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  SA  sur 
une  droite  quelconque  AU 


Fig.  16. 


de  ce  plan,  la  droite  qui  joint  le  pied  A  aupiedO  delà  perpendicu- 
laire abaissée  deS  sur  le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  droite 
AB  du  plan. 

Théorème  VII.  —  S?  une  droite  est  perpendiculaire  a  un 
plan,  toute  parallèle  L  à  ce  planest  perpendiculaire  à  la  droite ,  et 
réciproquement  tou te  perpendiculaire  à  cette  droite  est  parallèle 
au  plan. 
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Par  le  pied  0  do  la  perpendiculaire  OS  au  plan,  menons 
la  parallèle  OC  à  la  droite  L;  cette  droite  01!  est  située  dans 
le  plan,  puisque  celui-ci  est  parallèle  a  L  ;  donc  OC  étant 
perpendiculaire  sur  OS.  sa  parallèle  L  est  aussi  perpendi- 
culaire sur  OS.  Réciproquement,  soit  la  droite  L  perpendi- 
culaire à  OS;  menons  le  plan  passant  par  L  et  le  pied  0,  il 
coupe  le  premier  suivant  une  droite  OC  perpendiculaire  à 
OS;  donc  les  deux  droites  L  et  OC,  situées  dans  un  même 
plan  différent  du  premier  et  perpendiculaires  sur  la  même 
droite  OS  sont  parallèles  ;  donc  L  est  parallèle  au  premier 
plan. 

Théorème  VIII.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un 
plan,  toute  parallèle  à  celle  droite  est  perpendiculaire  au  plan, 
et  réciproquement  deux  droites  perpendiculaires  à  un  même 
plan  sont  parallèles. 

Soit  OS  perpendiculaire  au  plan  P,  par  conséquent  à  une 
droite  quelcon- 
que ËF  de  ce  plan 
(fig.  17),  sa  paral- 
lèle O'S'  est  aussi 
perpendiculaire  à 
EF,  par  consé- 
quent au  plan  P. 

Réciproque- 
ment, les  deux 
droites  OS,  O'S' 
perpendiculaires 
au  même  plan  P 
sont  parallèles:  car  s'il  en  était  autrement,  soit  O'T  la  paral- 
lèle h  OS,  d'après  le  théorème  direct,  O'T  serait  perpendi- 
culaire au.plan  P,  et  on  aurait  au  point  0'  doux  perpen- 
diculaires O'S',  O'T  à  un  môme  plan  P,  ce  qui  est  impossible. 

(.1  suivre.) 


Fig.  17. 
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NOTE 

SUR   LA  RÉSOLUTION    DES   EQUATIONS    SYMETRIQUES 
Tar  M,  P.  Bai-rien,  professeur  au  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 


On  sait  que,  si  l'on  désigne  par  Sx,  S»,  S3  . . .  les  somme? 
des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équation 

x-  -f-  px  -f-  q  =o, 
on  a  S4  =  —  p 

s2  =  v'-  —  n 

S3  =  —  p:i  -f  3pq 
S>  =  pl  —  4P*q  +  2q* 

S5  =  —  P'  +  $p3q  —  5pg2. 
Dans  ses  Questions  d'algèbre  M.  Desboves    a  appliqué  ces 
formules  à  la  résolution  des  systèmes  de  la  forme 

(  œ  +  y  =  a 

(  x'"  -f-  pm  =■  b 

Nous  nous  proposons  d'étendre  cette  méthode  à  des  cas 
autres  que  ceux  traités  dans  cet  excellent  ouvrage,  et  de 
montrer  par  quelques  exemples  l'emploi  qu'on  en  peut  faire 
pour  la  résolution  des  équations  symétriques. 

M.  Lauvernay,  dans  son  Traité  d'algèbre,  a  bien  indiqué, 
d'une  manière  générale,  la  solution  d'un  système  de  deux 
équations  symétriques  dont  l'une  donne  St,  et  l'autre  Sm  ; 
il  a  prouvé  qu'on  pouvait  traiter  élémentairement  la  ques- 
tion, dans  le  cas  où  m  ne  dépasse  pas  5.  Nous  nous  propo- 
sons en  outre  de  montrer  comment  on  peut  arriver  à  résoudre 
des  systèmes  de  trois  équations  symétriques  au  moyen  de 
cette  méthode. 

I.  —  Résoudre  le  système 

\  x  -f-  y  =  a 

(  x3  -}-  mx2y  -)-mxy  2  -f-  y3  =  b 

(Vacquant,  Leçons  d'Algèbre,  p.  330). 
Le  système  peut  s'écrire 

l  jï  +  y3  +  mxy  (x  -{-y)  =  b 
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Il  est  évident  que  m  et  y  peuvent  èlre  considérés  connue 
racines  de  l'équation 

^   X2  +  pX  +  q  =  o,  (1) 

à  la  condition  de  déterminer  p  et  q  de   telle  sorte    que   ces 
racines  satisfassent  aux  relations 

(S,='fl  (2) 

jSs  +  wgS1  =  6  (3) 

On  aura  donc,  pour  déterminer  p  et  q,  les  relations 

\  —  p=a  (4) 

(  —  p3  +  3pq—  mpq=b  Ci) 

L'équation  (-4)  donne 

p  =  —  «  (6) 

et  en  portant  celte  valeur  dans  l'équation  (/>)  on  a 
a3  —  3aq  -}-  wo/y  =  6  : 

,,  »  oJ  —  6 

d  ou  (/  = — .  (i) 

1         o(3  —m)  v  ' 

On  a  donc  pour  déterminer  x  et  //  l'équation 

r/!  —  6 

X«— aX+— -  =  0. 

a  (3  —  m) 

II.  —  Résoudre  le  système 

(  x  -j-  y  =  mz 

]  x*-|-y8=  nz8 

(  x3-f-y3  —  a'3  —  z' 

(Bacalauréat  es  sciences.  Montpellier  1880. 
Mn  considérant  x  et  /y  comme  racines  de  l'équation 

X»  +  pX-J-o=o,  (h 

on  a,  pour  déterminer  p,  q  et  s,  les  trois  relations 

—  p  =  m  2 


pi  —  2g  =  n;- 

(  — p-1  -f-  3pq  =  a3  —  s'. 
Los  doux  premières  donnent 

p  =  —  !»*,  (2) 

mas"  —  2g  =  »»*, 

(m8  -  n)  -J 

a  "ii  g  =  ,  lv.{) 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  La  troisième,  on  a 

jitniii-  —  n) 
m*** s»  =  a»  —  ;'. 
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d'où  (2  -f-  3mm  —  ))f')z*  =  2<r.  (  ii 

z  élanl  fourni  par  celte  équation,  on  aura  ce  et  //par  l'é- 

..               Y2                      (m2— n)z-2 
qualion  X2  —  mzX.  -\ =  o. 

2 

III.  —  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant 
son  périmètre  2p,  et  sachant  que  la  somme  des  surfaces  engen- 
drées par  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  en  tournant  autour  de 
l'hypoténuse   est   équivalente  à  l'aire  d'un  cercle  de  rayon  a. 

(Bos,  Éléments  d'Algèbre,  p.  3 £2.) 
Les  équations  du  problème  sont 

tœy(x-{-y)=  a2z 
\  «  -f  y  +  ~  =  2]j 
(  x"-  +  y-  =  s2 
En  considérant  x  ei  y  comme  racines  de  l'équation  : 

X2  +  PX  -f  Q  =  o,  (1) 

nous  aurons  pour  déterminer  P^  Q  et  s  les  relations 

1  —  PQ  =  a2z  (2) 

-  P  +  =  =  »P  (3) 

f  P2  _  2Q  =  z2  (4) 

L'équation  (3)  donne 

P  =*  —  2p.  (5) 

Cette  valeur  portée  dans  l'équation  (4)  donne 
(s—  2Py  —  2Q  =  S2, 

d'où  Q  _  (*  "~  2Pr  "~  *!  .  _.  2p  Q,  _  z).     (6) 

Enfin  en  portant  ces  valeurs  de  P  et  Q  dans  l'équation  (2) 
on  a,  pour  déterminer  z, 

2p  (2p  —  s)  (p  —  z)  =  a23, 
d'oîi  2pz-  —  (6/>2  -j-  a2)  z  -f-  4P3  =0;  (7) 

3  élauL  ainsi  déterminé  par  l'équation  (7),  on  aura,  pour  dé- 
terminer x  et  y,  l'équation 

X2  +  (Z  -  2P)X  -f    2P(p  -Z)=0. 

IY.  —  Résoudre  le  système 

x  +  y  -f  z  =  7 
x2  -f-  y-  -f-  z2  =  21 
xy  +  xz  +  yz  =  —  2 

(Lauvernay,  Algèbre,  p.  417. 1 
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En  considérant  y  et  ;  comme  les  racines  de  l'équation 
U2  -f  pU  -f  q  =  o, 
les  coeilicienls  p  cl  q  devront  satisfaire  aux  équations 
x—p  =  y, 

X2  -f-  p*  —   2f/  =    2  1. 
px  -f-  Ç  —  2 . 

Eu  éliminant  p  et  ry  entre  ces  trois  équations,  nous  déter- 
minerons x;  or  nous  éliminons  immédiatement  q  en  dou- 
blant la  troisième  équation  et  l'ajoutant  à  la  seconde;  nous 
avons  ainsi  (x  -)-  p)2  =  25, 

d'oîi  px  -{-  p  =  ±  5; 

d'autre  part  x'  —  p  =  7. 

Donc  nous  avons  les  deux  systèmes  de  valeurs 
x  =  6,     y>  =  —  1; 
x  =  1,    p  =  —  6. 
Nous  en  lirons  toujours 

q  =  8. 
Donc  y  et  js    seront  les    racines  de  l'une  ou  l'autre    des 
équations  U2  —   U  -f-  8  =  o, 

U2  —  6U  -f  8  =  o. 
La  première  donne  des  valeurs  imaginaires  pour  y   cl    s; 
la  seconde  donne  les  valeurs  4  et  2,  qui  seules  sont    accep- 
tables. 

V.  —  Eliminer  x  entre 

sin  x  -j-  COS  x  =  m,  (h 

sin'  x  -j-cos3  x  =  n,  (â) 

Nous  joindrons  à  ces  doux  relations  la  relation 

sin2  x-\-  cos2  x  =  1 .  (3) 

Cela  étant,  si  l'on  considère  sin  ./;  et  cos  x  comme  racine 
de  L'équation  X2  -\-  px  -\-  q  =  o,  i'n 

on  aura,  cnlic  p,  (p  ni,  n,  les  trois  relations 
(  —  p  =  m 

\         p«  —  iq  =  1 
(  —  /) •'  -f  3pq  =  n 
Les  deux  premières  donnent 

p  =  —  11t. 

m*  —  1 

q  = - 
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et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  ou  a 

3m(?n-  —  i  ) 
m3 * =  n  ; 

d'où  m3  —  3m  -\-  2)i  —  o. 

C'est  la  relation  demandée. 

Ces  exemples  suffiront  à  bien  faire  comprendre  la  méthode. 
Elle  consiste  dans  la  substitution  des  inconnues  p  et  q  aux 
inconnues  x  et  y.  Son  principal  avantage  réside  dans 
l'abaissement  immédiat  du  degré  par  rapport  à  q,  ce  qui 
simplifie  notablement  les  équations  et  permet  d'éviter  les 
artifices  de  calcul  exigés  par  la  méthode  ordinaire. 


QUESTION  2 

Solution  par  M.  L.  Germain,  élève  au  Collège  ecclésiastique  de  Belley. 


Démontrer  que  le  polynôme 

A  =  nx  »+i    —  (i  -f-  nP)  x"  +  (P  —  0  x11-1 
+  (p  —    i)  x"--  -f  . . .  +  (p  —  i)  x  -f-  p 
est  exactement  divisible  par  x2  —  (p  -j-  0  x  4"  P- 

(G-.  de  Longchamps.j 
Je  remarque   d'abord  que   le   polynôme  donné    peut     se 
mettre  sous  forme  finie.  En  effet,  on  peut  écrire 

A  =  (nxn+\  —  (  i  -f-  np)  xn  -f-  (p  —  i  )  x  (ce"-*  -f-  x'l~:i 

+  •••   +  0  +  Ç.  (I) 

Or  (xn—2  -f-  x1'-3  -f"  . . .  +  i)  n'étant  autre  chose  que  le 
quotient  de  ccn-<  —  i  par  x —  t,  l'égalité  ci-dessus  devient 

33«— 1    —  i 

A  =  ncc'H-i   —  (i  -J-  np)  xn  -f-  {p  —  i)  x  — \-p-i-) 

Je  remarque,  en  second  lieu,  que  le  diviseur  donné 
x2  —  (p  -f-  i  )  x  -f-  p  est  le  produit  de  (x  —  p)  par  (ce  —  i), 
p  et  i  étant  les  racines  du  trinôme  x"  —  (p  -f-  i)  x  -{-  p 
égalé  à  zéro. 

Ceci   posé,  le   polynôme   A,    mis    sous  la    forme  (2),    est 
divisible  par  x  — p,  puisqu'il  s'annule  pour  x  =  p-  Rempla 
çant  en  effet  ce  par  p,  on  a 


—  113  — 

A  =  „/;„+,  _  , ,  +  np)  p.  +    U>~  "!■  <!■■->   -  ■)    +  p 

ou  A  =  np"+<   —  npn+i    — p"  -f-  p"  —  p  -\-  p  =  o. 
Le  polynôme  A,  mis  soas  la  forme  (1),  est  divisible  par 
.;• —  i,  puisqu'il  s'annule  pour  x  =  i. 
Remplaçant  on  effet  x  par   i.  on  a 

A.=  n  —  i  —  np  -f-  (p  —  i)  (n  —  i)  -f-  p  =  o. 
Le  polynôme  A,  étant  divisible  par  x —  p  et  x —  i,  est 
divisible  par  leur    produit    (x —  p)     (x  —  i),  c'est-à-dire 
par  ie  trinôme  x-  —  (p  -\-   i)  x  -J-  p  : 

c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  La  même  question  ;i  été  résolue  par  MM.  Bourget,  à  Aix;  M ass 
rand,  à  Passj  ;  BlesseL  à  P.-iris  ;  Godefroy,  à  Lyon  ;  Euverte,  au  lycée  Louis- 
le-Grand.  à  Paris  ;  Mertliolot,  ;ï  Chàteanroux. 


QUESTION  h 

Solution  par  M.  Sarrazin,  à  l'Institution  Sainte^Marie,  à  Besançon 


Démontrer  que  si  l'équation 

x2  -f  px  -J-  q  =  o 

a  ses  racines  réelles,  l' équation 

x2  +  px  -f-  q  +  (x  -f-  a)(2x  -f  p)  =  o 
a  aussi  ses  racines  réelles. quel  que  SOi't  a. 
L'équation  x2  -j-  Vx  ~\~  7  =  ° 

i                                              —  P  àl  \'p-  —  47 
donne  ./•  =  — — — — — 

2 

Puisque  les  racines  do  celte  équation  sont  réelles,  on  a 

f  >  47<  (») 

L'équation 

''  +  i>r  +  q  +  <■'■  H-  «)(205  +  p) 

—  (p  +  ")  ±.  y  p2  —  «p  4-  <•■  —  3o 

donne       ./•  = ^— -! -1— —- •-. 

équation  qui  donnera  pour  x  des  valeurs  réelles  si 

p"  —  ap  4-  fi2  —  3<y  >  o.  (n) 

De   l'inégalité  (m)  on  tiro  pour  valeur   maximum   de   q 
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P2 
q  =  — — ,  valeur  essentiellement  positive  ;  si  donc,  en  rem- 

4 

P2 
plaçant  q  par  -£—  daus    l'inégalité    (n),    cette  inégalité   est 

4 
satisfaite,    il  sera    a  fortiori  vrai  de  dire,  quelle    que  soit 
d'ailleurs  la  valeur  de  q,  que 

/r  —  ap  -\-  a-  —  3g  >  o, 
c'est-à-dire  que  l'équation  proposée  a  ses  valeurs  réelles. 

P2 
En  remplaçant  q  par  — —  daus  l'inégalité  (n)  elle  devient 

p2  —  4«jo  -4-  4a2  >  o 

ou  (p  —  20)2  >  o, 

inégalité    qui  est   toujours    satisfaite,  puisqu'un   carré    est 

toujours  positif. 

Par  suite  l'inégalité 

p2  —  ap  -\-  a2  —  3g  >  o 

est  toujours  satisfaite;  donc  l'équation  proposée  ases  racines 

réelles,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a. 

Nota.  —  L a  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Milliseher  (Institution 
Sainte-Marie),  à  Besançon;  Puig.  à  Montpellier;  Savey,  à  Belley;  Godefroy,  à 
Lyon  ;  Bourget  à  Aix,-  Fiévet  à  Lille;  Euverte.  au  lycée  Louis-le-^raixl.  à 
Paris;  Vazon.  au  collège  Rollin. 


QUESTION  9 

Soliiti<»ii  par  M.  Pui6,  élève  au  Lycée  de  .Montpellier. 


Construire  géométriquement  un  triangle  dont,  on  connaît,  la 
base,  la  hauteur,  et  sachant  que  l'un  des  angles  à  la  hase  est 
double  de  l'autre. 

Supposons]  le  problème  résolu,  et  soit  ABC  le  triangle 
dont  on  connaît  la  base  BG,  la  hauteur  AH,  et  dont  l'angle 
ACB  est  double  de  l'angle  ABC. 

Le  sommet  A  du  triangle  est  situé  sur  une  parallèle  MN 
à  BG,  menée  à  une  distance  AH;  l'angle  NAG  est  égal  au 
double  de  l'angle  MAB;  donc  le  problème  est  ramené  au 
problème  connu  suivant  : 


—  un  - 

l'.lnnt  donnés  une  droiteWïs  et  deux  points  BC  du  même  côté, 
trouver  sur  cette  droite  un  point  A  tel  que  l'angle  NÀC  soit  le 
double  de  l'angle  MAB. 

Pour  cela,  on  prend  le  point  B'  symétrique  du  point  B 
par  rapport  à  MX;  et  de  ce   point  comme  centre,  avec  HK 


comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence  à  laquelle  on 
mène  une  tangente  par  le  point  C;  le  point  A  où  elle  coupe 
MN  est  le  point  qui  répond  à  la  question. 

Donc  en  joignant  les  points  B  et  C  au  point  A  on  a  le 
triangle  ABC. 

Par  le  point  C  on  peut  mener  une  autre  tangente  qui 
coupe  MN  au  point  I;  le  point  I  répond  aussi  à  la  question 
proposée  dans  le  problème  auxiliaire,  mais  ne  répond  pas 
ù  la  condition  exigée  par  le  triangle. 

Il  n'y  a  donc  qu'une  solution. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Deville,  à  Lorienl 


QUESTION  16 

Solution   par   M.    II.    Iiuiiii.il,  a    \i\. 


On  considère  un  cercle  l>.  soient  AI!  un  diamètre,  A.C  la  tan- 
gente au  point  A;  par  le  centre  0  de  D,  on  mène  une  infinité 
de  cercles  A  tangents  à  A.G;  soit  M  un  des  points  communs  u 
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D  et  A;  la  tangente  en  M  au  ferrie  D  rencontre  A  en  un  point  I 
</oh£  on  demande  le  lieu  géométrique.  (G.  L.) 

Tirons    01;    cette  ligne  passe    évidemment  au   point  0', 

puisque  le  triangle  OIM 
est  rectangle;  des  points 
0'  et  I  abaissons  sur  AG 
desperpendiculaires;  soit 
U  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du 
point  0'.  Menons  OC  et 
prolongeons  cette  ligne 
jusqu'en  F  à  la  rencontre 
de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  T. 

Il  est  aisé  de  voir  que 
les  triangles  OO'C,  OIE 
sont  semblables  :  or 

OC  =  00'; 
donc  01  =  El  =  2OO  . 
Par  suite  le  lieu  géo- 
métrique du  point  I  est 
une  parabole  ayant  pour 
directrice  une  parallèle  à  AC  menée  par  E  et  pour  foyer  le 
point  0. 

On  voit  que  le  sommet  est  en  A  et  que  le  demi-paramètre 
FO  =  2AO. 

Remarques.  —  l°Le  lieu  du  centre  0  est  une  parabole  con- 
focale  à  la  première. 

2°  Si,  au  lieu  de  M,  on  avait  pris  M',  le  second  point  d'inter- 
section, le  lieu  eût  été  la  même  parabole. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Finat,  à  Moulins;  Ger- 
main, à  Bclley;  R.  et  P.  Godefroy,  à  Lyon;  Puig,  à  Montpellier;  Pigeaud,  à 
Châteauroui  ;  Quintard,  à  Arbois. 


DIPLOME  D'ÉTUDES  DES  REALSCHULEN 


I.  La  somme  des  termes  d'une  proportion  continue  est  3g;  la  somme 
Qe  leurs  carrés  est  741.  Quelle  est  la  proportion? 

1.  De  quel  point  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  faut-il  abaisser  des 
perpendiculaires  sur  les  deux  autres  côtés  pour  que  le  rectangle  ainsi  formé 
donne,  en  tournant  autour  d'un  des  côtés  dn  triangle,  le  cylindre  ilu  plus 
grand  volume  possible! 

:!.  Unis  une  ellipse  a-  =  36-;  deux  diamètres  conjugués  se  rencontrent 
sous  un  angle  de  1200.  Quels  angles  forment-ils  avec  le  grand  axe? 

4.  Quelle  est  l'inclinaison  d'un  plan,  si  une  sphère  met  quatre  fuis  plusde 
temps  à  le  parcourir  quelle  n'eu  mettrait  à  tomber  de  sa  hauteur  /(? 

(Berlin.  t876. 

—  1. Partager  le  nombre  23  en  trois  parties,  de  telle  façon  que  3  fois  la 
première,  8  foisla  deuxième  et  11  fois  la  troisième  lassent  une  somme  égale 
à  200. 

2.  Circonscrire  à  un  cône  droit  ayant  le  rayon  r,  et  la  hauteur  /<,  un  autre 
cône,  de  telle  façon  que  le  sommet  du  premier  soit  le  centre  de  la  hase  du 
deuxième,  la  base  du  premier  une  section  eirculaire  du  deuxième,  et  le  volume 
dn  second  un  minimum.  Quel  est  ce  volume? 

3.  I He  p\  ramide  régulière  à  base  hexagonalea  un  volume  v  =  2400;  l'arête 
latérales  =  22;  calculer  la  hauteur  et  l'arête  de  base. 

'1.  Résoudre  le  système 

a;  4-  y  —  9M 

!l:  =   8214 

X'  -)-    J/*=    378W 

ô.  Trouver  le  centre  de  gravite  d'un  segment  de  cercle,    également  pesant 
« -11  ton-  ses  points,  dont   le    rayon    et  l'angle    au  centre  sont  respectivement 
r  =  1 2,        *  =  6o° . 
6.  Résoudre  les  équations 

x  +  y  —  4  ;  u  +  v  —  io  ;  x-  4-  u-  =  1 3o  ;  y-r-  =  ^4. 
T.  La  surface   d'un  triangle   isoscèle    est  42  ;    le  rayon  du  cercle    inscrit 

est  — -,~;  calculer  la  valeur  de  chaque  côté. 

s.  itu  donne  un  triangle  isoscèle.    L'ne  parabole  est  située  dans  son  plan  de 

telle  façon   que  son  axe  est  sur  la  médiane  relative  à    la    base,    qu'elle    passe 
par  les    extrémités    de    la  base,  et  qu'elle  partage  le  triangle  en  deux  parties 

.  Où  se  trouve  le  sommet,  et  quel   est  le  paramètre  de  cette  courbe  ' 

Quelle  est  l'équation  d'une  tangente  à  la  courbe  passant  par  un   s net  du 

triangle .' 

9.  Une  pyramide  régulière  à  base  carrée  est  circonscrite  à  une  sphère  de 
rayon  r  ;  la  Hauteur  de  la  pj  ramide  est  égale  à  la  circonférence  d  un  grand  cercle 
delà  spb  re.  rrouver le yolume  et  la  surface  de  la  pyramide,  ainsi  que  L'angle 
dièdre  de  deux  laces  latérales. 

10.  On  superpose  les  plans  de  deux  ellipses  égales,  de  façon  que  le  centre  do 
chacune  d'elles  tombe  sur  l'un  des  foyers  de  l'autre.  Déterminer  l'angle  sous 
lequel  elles  se  coupent.  Appliquer  la  formule  à  deux  cercle-. 
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11.  De  combien  de  minutes  le  dernier  rayon  du  soleil  couchant  sous  la 
latitude  géographique  f  disparnît-il  plus  tard  au  sommet  d'une  montagne 
dont  l'altitude  est  h,  qu'il  ne  le  fait  au  pied  de  cette  montagne  sur  le  rivage  et 
au  niveau  de  la  mer?  On  supposera  qu:>  le  jour  de  l'expérience  la  déclinaison 
du  soleil  est  d  et  son  rayon  apparent  f.  Appliquer  la  formule  trouvée  au  cas  où 
ft=37iom.,  9  =  28"  7',  8  =  23»  27',  p  =  34'  54". 

12.  Quel  doit  être,  dans  un  ellipsoïde  de  révolution,  le  rapport  de  l'axe  au 
diamètre  équatorial,  pour  que  le  cylindre  inscrit  dont  la  section  méridienne 
est  un  carré,  soit  la  plus  grande  partie  possible  du  volume  de  l'ellipsoïde. 

13.  La  spirale  d'Archimède  est  engendrée  par  un  point  qui  pendant  que 
le  rayon  r  tourne  d'une  vitesse  angulaire  uniforme,  s'avance  uniformément 
sur  ce  rayon,  en  partant  du  centre,  de  sorte  que  le  premier  tour  achevé,  il 
arrive  à  l'extrémité  de  r,  et  continue  ensuite  à  s'avancer  uniformément  sur 
le  prolongement  de  ce  rayon. 

1°  Quelle  est  l'étendue  de  la  surface  comprise  entre  la  première  spire  el  la 
position  primitive  du  rayon  ■/■? 
2°  Quelle  est  l'étendue  de  la  surface  qui  s'ajoute  au  second  tour? 
3"  Quelle  est  la  longueur  de  la  (A:  +  0e  spire? 

14.  Un  corps  parcourt  un  plan  incliné  d'une  longueur  a  —  o'",8  et  d'une 
inclinaison  0=:  io",  puis  il  parcourt  encore  une  distance  s  =  rn,52,  sur 
un  plan  horizontal  de  même  matière  et  de  même  nature,  jusqu'à  ce  que  le 
frottement  arrête  son  mouvement.  Déterminer  le  coellicient  de  frottement. 

(Berlin,  1880.) 


ECOLE  MILITAIRE  DE  BELGIQUE 


1881 


Énoncer    et    démontrer    la  règle  à  suivre  pour  extraire  la   racine  m"  d  nu 
polynôme. 
Application.  —  Extraction  de  la  racine  cubique  de 

8a3—  48a56+  i2oa',6-'—  i6oo36:)  +  i2oa2V  —  qSab'  +  8b6. 

—  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  le  périmètre  2p  et 
la  surface  m2. 

—  Les  quotients  d'un  nombre  N  par  a,  b,  c,  sont  premiers  entre  eux:  dé- 
montrer que  N  est  le  plus  petit  commun  multiple  de  a,  b,  c. 

—  Déterminer  l'angle  C  d'un  triangle  sphérique  à  l'aide  des  formules. 

çotgu  sin  b  = — cotg  À  ; 

cos  6 

tg<p  = 

&         cotg  A 
si  a=  5o°48  20',  b  =  1 16°  44'  48",   A  =  59°5i    -2  . 

—  Dans  le  plan  d  une  hyperbole  donnée  se  meut  une  droite  qui  reste  aune 
distante  constante  du  centre. — Des  points  d'intersection  delà  droite  et  delà 
courbe  on  mène  ù  cette  courbe  des  tangentes  qui  se  coupent  eu  M.  Lieu  des 
points  M. 

—  Résoudre  sin  x  -f-  sin  -ix  -\-  2  sin  3a>  -\-  sin  q.e  4-  sin  b.r  ==  0. 


—  Hit  _ 


1882. 


Deux  train;  vont  en  sens  inverse  l'un  de  l'autre,  le  premier  avec  une  vi- 
tesse  *le  iSkilom.  à  l'heure,  l'autre  arec  une  vitesse  île  24  kilom.  Dp  toys- 
genr  placé  dans  le  premier  observe  qu'il  a  fallu  i3"  au  second  pour  passer. 
Quelle  était  la  longueur  du  train. 

—  Deux  courriers  partent  d'un  même  point:  le  premier  qui  a  «jours  d  avance 
marche  avec  une  vitesse  V,  l'autre  marche  avec  une  vitesse  V"  le  premier  jour, 
V  —  r  le  stcond  jour,  V  — ir  le  troisième  jour  ...  Après  combien  de  temps 
vont-ils  se  rencontrer?  Discussion. 

—  Trouver  les  arcs  satisfaisant  à 

tg  X  COtg    233  =  tg   9X  COtg  X. 

—  Mesure  de  la  surface  d'un  triangle,  d'un  polygone  sphérique. 

—  On  donne  un  cercle  dans  lequel  onmènedeux  cordes  parallèles  A.B,  CD 
lune  AH  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit,  l'autre  CD  égale  au  côté 
de  l'hexagone.  Exprimer  la  surface  de  cercle  comprise  entre  ces  droites  AB,  CD. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


33.  —  Trouver  les  côtés  d'un  triangle,  sachant  qu'ils 
sont  exprimés  par  des  nombres  entiers  en  progression  arith- 
métique ;  que  si  l'on  augmente  chaque  côté  de  5o  mètres, 
le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente  de  17  mètres,  et  que  si 
chaque  côté  croit  de  60  mètres,  le  rayon  du  cercle  inscrit 
augmente  de  20  mètres.  (The  Educat.   Times.) 

34.  —  Par  un  point  P,  pris  sur  le  prolongement  de  la 
base  B(J  d'un  triangle  ABC,  mener  une  sécante  rencontrant 
AG  en  Q  et  AB  en  R,  de  telle  façon  que  le  produit  AR  X  CQ 
soit  minimum.  (The  Educat.   Times, 

35.  —  Soit  K  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
triangle,  P  un  point  du  cercle  circonscrit;  la  ligne  PK  ren- 
contre en  Q  la  droite  de  Simson  relative  au  poinl  1':  démon- 
trer que  si  le  point  P  se  déplace  sur  la  circonférence,  le 
lieu  du  point  Q  est  le  cercle  des  oeufs  points  du  triangle. 

The  Educat.  Times. 

36.  — On  considère  deux  droites  rectangulaires  Al!,  A(J, 
el  au  point  A  on  mène  un  cercle  A  tangent  à  la  droite  AB. 
Soit  I)  le   second  point    de  rencontre  de    A   avec   AC;  si,  pal 

un  point  ftxe   P  de  AB,  on   mené  une  tangente  ù  A,  cette 
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droite  rencontre  la  parallèle  à  AB,  menée  par  le  point  D, 
en  un  point  I  dont  ou  demande  le  lieu  géométrique  quand 
on  fait  varier  le  cercle  A.  (G.  L.) 

37.  —  On  considère  une  droite  AB,  et  par  deux  points 
iixes  A  et  B  pris  sur  cette  droite,  on  mène  des  cercles  tan- 
gents à  cette  droite  et  tangents  entre  eux.  A  ces  cercles,  on 
mène  une  tangente  commune  extérieure;  trouver  le  lieu 
géométrique  décrit  par  le  milieu  de  celte  tangente  commune. 

(G.  L.) 

38.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  O,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD;  soit  A  la  tangente  au  point  A 
et  M  un  point  quelconque  de  A,  supposé  mobile  sur  cette 
droite;  de  ce  point  M  on  peut  mener  au  cercle  proposé  une 
seconde  tangente  MQ.  Ayant  projeté  le  point  M  en  P  sur  le 
diamètre  CD,  on  joint  P  au  point  de  contact  Q,  et  d'un  point 
lixe  S,  pris  dans  l'espace,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  PQ.  Démontrer  que  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires est  un  cercle.  (G.  L.) 


AVIS 


.Nous  rappelons  à  nos  lecteurs  que  la  solution  de  chaque  question  doit  être 
mise  sur  une  feuille  à  part  portant  le  numéro  de  la  question,  le  nom  de  l'auteur 
de  la  solution,  l'établissement  auquel  il  appartient  et  l'énoncé  complet  de  la 
question.  Les  figures,  s'il  y  a  lieu,  doivent  être  laites  à  part,  avec  beaucoup  de 
soin  ;  enlin,  nous  prions  nos  correspondants  de  soigner  la  rédaction  et  l'écriture 
de  leurs  solutions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLK. 
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LE  CINQUIÈME  LIVRE 

Far  M.  Iiamcrnaj,  professeur  au  Collège  Rollin. 
[Suite,  voir  p.  97.) 


DE!?  PROJECTIONS  —  PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES 

Définition.  — On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un 
plan  le  pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur 
le  plan,  et  distance  du  point  A  au  plan  la    longueur  Aa    de 

c 


Fig.  18. 

cette  perpendiculaire.  Cette  distance  est  plus  petite  que  toute 
longueur  comptée  à  partir  de  A  sur  une  droite  quelconque 
limitée  au  plan. 

On  appelle  projet-lion   d'une  ligne  quelconque    ABC...  sur 
un  plan  le  lieu  des  orojec- 
tions  a,  b,  c...  des  points  de 
cette  ligne  (fig.  18). 

Théorème  I.  —  La  pro- 
jection d'une  droite  sur  un 
plan  est  une  droite. 

Soient  a,  b  (fig.  19)  les 
projections  de  deux  points 
A,  B  delà  droite;  menons 
la  droite  ah  ;  si  par  C  ou 
mène  la  parallèle  Ce  à  B6,  Fig.  «b 

cette   droite  est  située    dans    le    plan  des  deux    parallèles 
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Aa,  Bb  et  est  perpendiculaire  au  plan  P  comme  parallèle  à  Bb. 

Donc  c  est  la  projection  de  C. 
Théorème  II. —  Les  projections  des  deux  droites  paral- 
lèles sur  un  même 
plan  sont  para  Hèles 
(fig.  20). 

En  effet,  les  an- 
gles BAa,  DCc 
ayant  leurs  côtés 
parallèles,  savoir 
AB  et  CD  par  hy- 
pothèse, et  Ào,  Bb 
comme  perpen- 
diculaires au 
même  plan,  ont 
leurs    plans    pa- 


Fig.  20. 


rallèles  ;  donc  leurs  intersections  ab,  cd  avec  un  même  plan 
sont  parallèles. 

La  réciproque  n'a  pas  lieu. 

Théorème  III.  —  Si  les  projections  de  deux  droites  sur 
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Fig.  n. 
deux  plans  qui  se  coupent  sont    respectivement  parallèles^    ces 
deux  droites  smit  parallèles  (fig.  21). 
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Soient  ab  cd,  projections  des  deux  droites  AB,  CD  sur  le 
plan  P,  parallèles  entre  elles,  de  même  ab',  cd'  parallèles  ; 
les  deux  angles  b'a'A-,  d'c'C,  ayant  leurs  côtés  parallèles, 
ont  leurs  plans  parallèles  ;  donc  les  droites  d'intersection  CD, 
EF  de  ces  plans  avec  un  troisième  CDdc  sont  parallèles;  on 
démontrerait  de  même  que  AB  et  EF  sont  parallèles  :  donc 
les  deux  droites  AB,  CB  parallèles  à  une  troisième  EF  sont 
parallèles  entre  elles. 

Théorème  IV  —  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à 
un  plan  P,  sa  projection  ab  sur  un  plan  ipiclcongue  Q  est  per- 
pendiculaire ii  l'intersection  CD  des  deux  plans  (fig  22). 

En  effel  CD  étant  dans  le  plan  P  est  perpendiculaire  à 
AB;  étant  dans 
le  plan  Q,  elle 
est  aussi  per- 
pendiculaire à 
Bb,  projetante 
du  point  B; 
donc  CD  est 
perpendicu- 
laire au  plan  i> 
ABZ>de  ces  deux 
droites,  et  par 
suite  à  ladroite 
ab  de  ce  plan. 

La  récipro- 
que n'a  pas  lieu,  car  toute  droite  telle  que  AE  menée  dans 
le  plan  XBba  a  même  projection  ab  que  AB  et  ne  saurait 
être  perpendiculaire  au  plan  P. 

Théorème  V.  —  Si  les  projection*  d'une  droite  sur  deua 
plans  <pii  se  coupent  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
intersections  de  ceux-ci  avec  un  {roisième  plan,  celte  droite  est 

perpendiculaire  o   ce  troisième  plan. 

Soil  aô,'projection  de  AB,  perpendiculaire  à  CD,  inter- 
section  «lu  plan  P  avec  le  plan  CDD'  (fig.  23),  de  même 
ab'  perpendiculaire  à  CD';  CD  étanl  perpendiculaire  sur  ab 

par  hypothèse  et  sur  ka  par    construction,    est    perpendi- 
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culaire  au  plan   Aab   de  ces  deux  droites,  par   conséquent 
sur  AB  qui  est  daus  ce  pian;  ainsi  AB  est  perpendiculaire 

sur  CD  ;  on  démontrerait  de 
même  que  AB  est  perpendi- 
culaire à  CD';  donc  AB,  per- 
pendiculaire à  deux  droites 
CD,  CD' d'un  plan,  est' perpen- 
diculaire à  ce  plan. 

Théorème  VI.  —  Si  une 

droite  est  oblique  à  un  plan  P, 
l'angle  aigu  qu'elle  forme  avec 
sa  projection  sur  le  plan  est 
le  plus  petit  des  angles  qu'elle 
fait  avec  toute  autre  droite  pas- 
sant par  son  pied  dans  le  plan 
(fig.  24). 

En  eiïet,  soit  Ba  la  projection  de  BA;  prenons  sur  la  droite 
quelconque  BC,  située  dans  le  plan  P,  la  longueur  BG  =  Ba 

et  menons  AC  ;  les  deux 
triangles  ABa,  ABC  ont 
deux  côtés  égaux  et  les 
troisièmes  côtés  iné- 
gaux ;  or  la  perpendi- 
culaire Aa  est  moindre 
que  l'oblique  AC,  donc 
l'angle  ABa  est  moin- 
dre que  l'angle  ABC. 

Définition.   —   Cet 


Fig.  24. 


angle  minimum  que  fait  une  droite  avec  sa  projection  sur  un 
plan  est  appelé  l'angle  de  la   droite  et  du  plan. 

Théorème  VII.  —  La  droite  d'un  plan  qui  fait  le  plus 
grand  angle  possible  avec  un  'second  plan  est  perpendiculaire  à 
l'intersection  des  deux  plans. 

Soit  BC  l'intersection  de  deux  plans  P  et  Q  (fig.  2S)  ; 
menons  dans  le  second  plan  AB  perpendiculaire  à  l'inter- 
section et  une  droite  quelconque  AC,  puis  la  perpendiculaire 
Aa  au  planP;  aB   est  perpendiculaire    sur  BC,   d'après  le 
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corollaire  du  théorème  des  trois  perpendiculaires;  donc  elle 
est  moindre  que  l'oblique  aC.   Faisons  tourner   le  triangle 


Fig.  25. 

rectangle  AoC  autour  de  Aa  pour  l'amener  dans  le  plan  du 
triangle  rectangle  AaB  ;  aG  prendra  la  direction  de  aB  el 
G  viendra  en  un  point  G'  situé  au  delà  de  B  par  rapport  au 
point  a,  puisque  erC  >  aB  ;  or  l'angle  aBA.  extérieur  au 
triangle  ABC'  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  BC'A, 
BAC;  donc  l'angle  a  BAest  supérieure  l'angle  G'  ou  à  son 
égal  aCA.. 

Définition.  —  La  droite  AB  perpendiculaire  à  BC,  est 
appelée  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  Q  par  rapport  au 
plan  P. 

Théorème  VIII.  —  Étant  données  deux  droites  &B,  CD  non 
situées  dans  le  même 
plan,  ilexisleune  droite 
et  une  seule  rencon-' 
trant  chacune  (Pelles 
a  angle  droit  et  qui  est 
la  plus  courte  distance 
de  ces  deux  droites  i  fig. 
26). 

Par  l'une  des  droi- 
tes CD,  menons  le  plan 
parallèle  à  AB;  soit  P  Fig. te. 

ce  plan;  d'un  poinl    quelconque  A  de   la  première  abais- 
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sons  la  perpendiculaire  Art  sur  ce  plan  et  par  a  menons  la 
parallèle  ab  à  AB.  Celle  droile  est  située  dans  le  plan  P 
et  rencontre  CD  en  un  point  b,  par  lequel  on  mène  la 
parallèle  6B  à  ak.  Celle  droite  oB,  qui  rencontre  les  deux 
premières,  est  en  outre  perpendiculaire  à  chacune  d'elles, 
comme  parallèle  à  ak  perpendiculaire  au  plan  P,  par  suite 
à  CD  et  ab  ou  à  sa  parallèle  AB.  Toute  autre  droite  AB 
rencontrant  les  deux  premières  ne  peut  être  perpendiculaire 
au  plan  P,  et  par  suite  aux  droites  CD,  AB,  puisqu'elle  est 
distincte  de  Bb  ou  de  ka  ;  et  d'autre  pari  l'oblique  AD  est 
supérieure  à  ka  ou  à  son  égale  Bb. 

Définition.  — Celte  droite  Bb  perpendiculaire  à  chacune 
des  droites  proposées,  les  rencontrant  et  qui  est  celle  de 
longueur  minima  parmi  toutes  celles  que  l'on  peut  mener 
entre  ces  deux  droites,  est  appelée  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites,  et  sa  longueur  représente  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites,, 

Corollaire.  —  Lorsqu'une  droite  LU  est  parallèle  a  un  plan, 
la  plus  courte  distance  de  cette  droite  à  toutes  les  droites  du 
plan  P  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles  est  constante  et  repré- 
sentée par  la  distance  A  a  d'un  point  quelconque  de  cette  droite 
au  plan  P. 

ANGLES   DIÈDRES 

Définitions. —  On  appelle  angle  dièdre  la  figure  formée  par 
deux  plaus  limités  à  leur  intersection  OC;  ces  deux  plans 
sont  appelés  les  faces  du  dièdre  et  leur  intersection  OC  arête 
de  l'angle  dièdre. 

Pour  désigner  un  dièdre  isolé,  il  suffit  d'indiquer  sou 
arête;  mais  si  plusieurs  dièdres  ont  même  arête,  pour  dési- 
gner chaque  dièdre,  on  emploie  au  moins  quatre  lettres, 
savoir:  une  lettre  pour  chaque  face  et  deux  pour  l'arête, 
en  ayant  soin  d'énoncer  ces  dernières  entre  les  deux  autres. 

On  nomme  dièdres  adjacents  deux  angles  dièdres  tels  que 
AOCD,  BOCD  qui  ont  même  arête  OC,  une  face  commune 
COD  et  les  deux  autres  faces  siluées  de  pari  et  d'autre  de 
a  face  commune. 
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Deux  dièdres  sont  dits  opposés  par  l'arête  lorsque  les  fac  i  ; 
de  l'un  sont  les  prolongements  des  faces  de  l'autre. 

Théorème  I.  —  Par  l'arête  d'un  dièdre,  on  peut  mener  un 
plan  et  un  seul  formant  deux  angles  dièdres  adjacents  égaux 
(ftg.  Ti). 

Soit  le  dièdre  AOCB  ;  imaginons  un  plan  passant  par 
l'arête  OC  qui,  superposé  d'abord  à  la  face  AOCA',  tourne 
autour  de  OG  dans  le  sens  de  la  flèche  jusqu'à  ce  qu'il  se 
superpose  à  la  face  BOCB'  ;  ce  plan  engendre  ainsi  deux 
séries  de  dièdres,  tels  que  AOCD,  BOGD;  les  dièdres  de  la 
première  série  vont  constamment  en  croissant  de  zéro    au 
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Fig.  98. 


dièdre  AOGB,  tandis  que  ceux  de  la  seconde  série  vont 
constamment  en  décroissant  du  dièdre  BOGA  à  zéro,  par 
conséquent  entre  les  mêmes  limites;  donc  pour  une  certaine 
position  de  ce  plan  et  une  seule  les  deux  dièdres  adjacents 
formés  avec  les  faces  du  premier  sont  égaux. 

Définition.  —  Le  plan  qui,  mené  par  l'arête  d'un  dièdre, 
divise  celui-ci  en  deux  autres  égaux  entre  eux,  est  appelé 
pion  bissecteur  du  dièdre. 

Corollaire.   — Par  une  droite  ()(',   d'un  plan  on   p<~ut  mener 

un  plan  cl  un  seul  formant  deux  angles  dièdres  adjacents  AOGD, 
BOCD  égaux  (fig.  88). 
Définitions.  —  Un  plan  <>CD  es!  Ait  perpendiculaire  sur 
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un  autre  ABC  lorsque  les  deux  angles  adjacents  AOCD, 
BOCD  qu'il  forme  avec  celui-ci  sont  égaux  ;  si  ces  deux 
angles  adjacents  sont  inégaux,  les  deux  plans  sont  dits 
obliques  l'un  par  rapport  à  l'autre. 

On  nomme  dièdre  droit  tout  dièdre  AOCD  dont  une  face 
est  perpendiculaire  sur  l'autre.  Un  dièdre  est  'dit  aigu  ou 
obtus  suivant  qu'il  est  inférieur  ou  supérieur  à  un  dièdre 
droit. 

Deux  dièdres  dont  la  somme  est  un  dièdre  droit  sont 
dits  complémentaires,  et  deux  dièdres  dont  la  somme  vaut 
deux  dièdres  droits  sont  dits  supplémentaires. 

Les  théorèmes  qui  suivent,  analogues  à  ceux  de  la  géo- 
métrie plane,  se  démontrent  de  la  même  manière  que 
ceux-ci. 

Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux. 

Tout  plan  qui  en  rencontre  un  autre  forme  avec  celui-ci  deux 
dièdres  adjacents  supplémentaires,  et  réciproquement,  si  deux 
dièdres  adjacents  sont  supplémentaires,  les  faces  non  communes 
sont  dans  le  prolongement  l'une  de  Vautre. 

Deux  dièdres  opposés  par  V arête  sont  égaux.  Les  plans  bis- 
secteurs de  deux  dièdres  supplémentaires  sont  perpendiculaires 
entre  eux. 

Théorème  II.  —  Deux  plans  parallèles  rencontrent  un 
dièdre  suivant  des  angles  rectilignes  égaux. 

En  effet,  ces  angles  rectilignes  sont  égaux  comme  ayant 
leurs  côtés  parallèles  et  de  même  sens,  d'après  ce  théorème 
que  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troi- 
sième sont  parallèles. 

Théorème  III.  —  L'angle  déterminé  par  un  plan  perpen 
diculaire  à  l'arête  d'un  dièdre  est  le  plus  grand  parmi  tous 
angles   rectilignes    déterminés  par  les  plans  sécants  rencontrant 
les  deux  faces  du  dièdre  du  même  côté  par  rapport  à  ce  plan 
perpendiculaire  à  l'arête. 

On  distingue  deux  cas,  suivant  que  le  plan  perpendiculaire 
à  l'arête  détermine  un  angle  obtus  ou  aigu. 

1°  Soit  aOb  l'angle  obtus  déterminé  dans  le  dièdre  C'O 
i //(/.  W)  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête,  et  AOB  celui 


Fig.  t'J. 
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déterminé  par  un  plan  quelconque  lel  que  les  deux  inter- 
sections OA,  OB  soient  situées  du  même  coté  par  rapport 
au  plan  aob.  Menons  par  un  point 
quelconque  A  de  OA  le  plan  paral- 
lèle à  aob,  qui  rencontre  le  côtéOB 
en  B,  et  menons  les  perpendiculaires 
A<t,  B6  sur  Oa,  06;  enfin  de  0 
abaissons  la  perpendiculaire  Od  sur 
ab,  son  pied  d  est  nécessairement 
situé  entre  a  et  b,  puisque  l'angle 
aob  est  obtus  ;  par  d  menons  la  pa- 
rallèle (ID  à  Oc  ;  ab,  étant  perpendi- 
culaire à  Od  et  dD  (comme  perpen- 
diculaire à  Oc),  est  perpendiculaire 
au  plan  de  ces  deux  droites  et  par 
suite  à  OD,  située  dans  ce  plan;  donc  AB,  parallèle  à  ab, 
est  perpendiculaire  à  OD  ;  or  l'oblique  OD  par  rapport  à 
Dd  est  supérieure  à  la  perpendiculaire  Od;  alors  si  l'on  trans- 
porte le  triangle  AOB  dans  le 
plan  du  triangle  aob,  de  ma- 
nière que  les  bases  AB,  ab 
coïncident,  D  s'appliquera  sur 
d  et  le  sommet  0  du  triangle 
AOB  sera  l'extérieur  du 
triangle  aob;  donc  l'angle  aob 
est  supérieur  à  l'angle  AOB. 

2°  L'angle  aOb  est  aigu; 
la  démonstration  précédente 
s'applique,  si  le  pied  de  la 
perpendiculaire  menée  de  0 
sur  ab  est  entre  a  et  b.  S'il 
en  est  autrement,  prenons 
OA  =  OB  (fig.  50)  et  menons 
les  parallèles  Ao,  Bb,  jusqu'à 


Fig.  80. 


leur  rencontre  avec  le  plan  de  l'angle  aOb  perpendiculaire 
à  L'arête  00,  L'angle  OAS  étant  obtus,  puisque  Le  triangle 
AOB  est  isoscèle,  on  a 
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OAS  <  OrtS  ou  900  H —  <  1 8o°  —  Oab, 

de  même 

OBS'  <  06S"  ou  900  H —  <  1 8o°  —  06a; 

ajoutant,  on  a  1800  -f-   AOB    <  i8o°-fi8o° 

—  (Oab  -f  Oba) 
ou  AOB  <  aOb. 

Remarques.  —  1°  Si  AB  était  parallèle  à  ab,  le  pied  de  la 
perpendiculaire  menée  de  0  sur  ab  serait  au  milieu  de 
cette  droite  ;  par  conséquent  d'après  le  premier  cas,  la  pro- 
priété a  encore  lieu. 

2°  Le  théorème  a  encore  lieu,  si  OA  coïncide  avec  Oa. 

Corollaire.  —  Si  l'on  mène  un  plan  sécant  de  façon  que 
les  deux  droites  d'intersection  avec  les  faces  du  dièdre  soient  de 
part  et  d'autre  du  plan  aOb,  l'angle  ainsi  déterminé  est  supérieur 
à  l'angle  aOb. 

Définition.  —  L'angle  maximum  déterminé  dans  un 
dièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  parmi  tous  ceux 
déterminés  par  des  plans  sécants  remplissant  la  condition 
indiquée  par  le  théorème  III,  est  appelé  l'angle  plan  corres- 
pondant au  dièdre.  On  sait  d'ailleurs,  d'après  le  théorème  II, 
que  la  grandeur  de  cet  angle  est  constante,  quelle  que  soit 
là  position  du  plan  sécant,  perpendiculaire  à  l'arête. 

Pour  construire  cet  angle  plan,  il  suffit  évidemment  d'élever 
dans  chacune  des  faces  du  dièdre,  par  un  point  quelconque  0 
de  son  arête,  les  perpendiculaires  à  cette  arête. 

Théorème  IV.  —  Si  deux  dièdres  sont  égaux,  leurs  angles 
plans  correspondants  sont  égaux,  et  réciproquement,  si  les  angles 
plans  correspondants  à  deux  dièdres  sont  égaux,  ceux-ci  sont 
égaux. 

Théorème  V.  —  Le  rapport  de  deux  dièdres  est  égal  au 
rapport  de  leurs  angles  plans. 

Soient  D,  D'  deux  dièdres  ;  a,  y.'  les  angles  plans  corres- 
pondants ;  d'après   le    dernier    théorème,  on   a    l'égalité  de 

D  a 

rapports  W  ~  T' 
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cest-à-dire  que  si  l'on  prend  pour  unité  d'angle  dièdre  le 
second  dièdre  D' et  pour  unité  d'angle  plan,  l'angle  -/  corres- 
pondant à  ce  dièdre,  le  nombre—  qui  mesure  le  premier  diè- 
dre, est  le  même  que  le  nombre  — -mesurant  son  angle  plan 

correspondant;  d'où  le  corollaire  suivant  servant  à  mesurer 
les  dièdres  : 

Tout  dièdre  a  même  mesure  que  l'angle  plan  correspondant, 
en  prenant  pour  unilé  d'angle  dièdre  celui  auquel  correspond 
l'angle  plan  choisi  pour  unité  d'angle  plan;  ce  qu'on  énonce 
souvent  ainsi  d'une  manière  abrégée,  mais  incorrecte  :  Tout 
dièdre  a  pour  mesure  son  angle  plan. 

On  a  pris  pour  unité  d'angle  plan  l'angle  droit,  le  dièdre 
correspondant  est  pris  pour  unité  de  dièdre,  et  est  appelé 
dièdre  droit  d'après  le  théorème  suivant,  qui  établit  que  la 
construction  du  dièdre  formé  par  deux  plans  perpendiculaires 
entre  eux  donne  lieu  identiquement  à  la  même  figure  que 
celle  du  dièdre  déterminé  par  la  condition  que  son  angle  plan 
correspondant  soit  droit. 

Théorème  VI.  —  Le  dièdre  formé  par  deux  plans  per- 
pendiculaires entre  eux 
a  son  angle  plan  cor- 
respondant   droit,     et 

RÉCIPROQUEMENT    M    Ull 

dièdre  a  son  angle  plan 
correspondant  droit,  ses 
deux  faces  sont  per- 
pendiculaires entre 
elles. 

En  effet,  si  les  deux 
plans  P  et  Q  (fig.  31) 
sont  perpendiculaires 
entre  eux.  c'est-à-dire  (fà-  v/ 

si  les  deux  dièdres  adjacents  A.QCB3  BOGD  sont  égaux,  les 
angles  plans  correspondants  AOl),  BOl),  déterminés  par  le 
plan  ABD  perpendiculaire  à  1  arête  ÛO,  sonl  aussi  égaux  ; 
or  ces  deux  angles  adjacents égatts-  ont  leurs  cotés  non  com- 
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muns  OA,  OB  eu  ligne  droite;  donc  ils  sonl  droits,  donc  les 
deux  dièdres  correspondants  sont  droits. 

Réciproquement,  soit  le  dièdre  iVOGI)  dont  l'angle  plan 
correspondant  AOD  est  droit,  prolongeons  la  face  AOG  au 
delà  de  l'arête,  on  formera  un  nouveau  dièdre BOGD  également 
droit  ;  or,  ces  deux  dièdres  égaux  sont  adjacents  et  leurs  faces 
non  communes  sont  le  prolongement  l'une  de  l'autre;  donc 
la  face  commune  OCD  est  perpendiculaire  au  plan  ABC. 

Théorème  VII.  —  Si  deux  plans  sont  perpendiculaire  entre 
eux,  toute  droite  menée  dans  l'un  perpendiculaire  à  leur  inter- 
section, est  perpendiculaire  à  Vautre  plan. 

Théorème  VIII.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un 
plan,  tout  plan  qui  passe  par  cette  droite  ou  qui  lui  est  paral- 
lèle, est  perpendiculaire  au  premier,  et  réciproquement  si  deux 
plans  sont  perpendiculaires  entre  eux,  toute  droite  perpendiculaire 
au  premier  est  située  dans  l'autre  ou  lui  est  parallèle. 

Théorème  IX.  —  L' intersection  de  deux  plans  perpendicu- 
laires à  un  troisième  est  perpendiculaire  à  ce  troisième. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Étant  donnée  la  fraction  du  second  degré 

x2  -f~  px+  a 

x2  +  p'x  +  b  ' 
dans  laquelle  a  et  b  sont  supposés  connus,  on  demande  de  déter- 
miner p  et  p'  de  telle  façon  que  cette  fraction  devienne  ma  jsima 
pour  x  =  a,  et  minima  pour  x  ==  (3. 

On  sait  que  la  recherche  du  maximum  et  du  minimum 
de  la  fraction  du  second  degré  revient  à  la  détermination 
des  valeurs  qu'il  faut  donner  à  l'indéterminée  y  clans  l'équa- 

..  x%  -\-  px-\-a  rAS 

11011  , — r-r  =  V  (1) 

x~  -f  p  x  -j-  b         J  v  ' 

pour  que    cette   équation  ait  deux  racines   égales;    lorsque 
ces  valeurs  de    y  sont  déterminées,  on    obtient    les   valeurs 


', 
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de  x  correspondantes,  par  l'équation 

x  =     P—p'y 

dans  laquelle  on  remplace  y  par  l'une  des  valeurs  précé- 
demment trouvées. 

Inversement,  de  l'équation    que    nous    venons     d'écrire, 
nous  pouvom  déduire  pour//  la  valeur 

2X  -\-  p 

el,  si  nous  remplaçons  dans  l'équation  (1),  ou  dans  l'équa- 
tion (2),  x  par  la  valeur  qui  donne  à  la  fractiou  ses  valeurs 
limites,  nous  devons  trouver  pour  y  deux  nombres  égaux  ; 
donc  les  valeurs  de  x  qui  font  passer  la  fraction  par  un 
maximum  ou  un  minimum  sont  les  racines  de  l'équation 
obtenue  en  égalant  les  deux  valeurs  de  ;/  précédemment 
écrites,  c'est-à-dire  de  l'équation 

x*  +  px  +  a  __   2X  +  p 

x*  -j-  p'x  -j-  b     "  2X  -\-  p 
ou  .'•'-  ip  —  p)  -f-  2X  (a  —  6)  -f-  ap'  —  bp  =  o.         (4) 

D'après  l'énoncé,  cette  équation   doit  avoir   pour   racines 
7.  et  fi;  nous  aurons  donc 


)J  —  p 

ap  —  bp 


(S) 


P—  P 

Ces  deux  équations  nous  détermineront^  et  p'. 
La  seconde  devient      p'  (a  -f-  af3)  =  p  (b  -j-  xfi), 

■    ,  P  V  V  — 1_ 

ce  qui  donne    : — -  =  — - — -  = =-. 

1  a  -f-  ■/;,  b  -f-  x$  a  —  b 

Donc,  en  vertu  delà  première  de  ces  équations,  nousavon 
—  2(a  -f  «fi) 

-   2  (b  +  ,SJ 
*  +  P 

Exemple.  —  Soit  la  fraction 

'-  -|-  P^c  +  5 
|-  //a;  +  3  ' 
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cherchons    les  valeurs  à  donnera^  cl  p  pour  que  les  valeurs 

limites  correspondent,  l'une  à  x  =  2,  l'autre  à  x  =  —  3  ; 

on  trouve  a  -J-  P  =  —  '  :         *P  =  —  6 

et  par  suite  7)  =  —  2  ;         p/  =  —  6  ; 

,  a?2  —  2.x"  4-  l> 

la  fraction  est  donc 


ce2  —  6.r  -f  3    : 

il  est  facile  de  vérifier  que,  effectivement,  ses  valeurs  limites 
correspondent  bien  aux  valeurs  de  x  indiquées  dans  l'énoncé. 
Dans  le  calcul  précédent,  nous  avons  admis  que  6  était 
différent  de  a.  Si  nous  examinons  l'hypothèse  de  a  =  b, 
l'équation  qui  détermine  x  devient 

(x2  —  a)(p  —  p')  =s  o. 
Si   alors   les   valeurs    données   pour   x  ne  sont   pas   les 
racines  de  l'équation  x-  —  a  =  o,  nous  trouvons  forcément 
p  =  p';  dans  ce  cas,  la  fraction  devient 
x"1  -j-  px  -f-  a 
ce2  -f-  px  -j-  a 
et,  comme  elle    a  pour  valeur  l'unité,  quel  que  soit  as,  nous 
n'avons  donc  pas  une  fonction  véritable. 

Si  les  valeurs  correspondant  aux  limites  sont  précisément 

+  Va  et  —  va,  nous  trouvons  pour  p  et  p'  des  valeurs 
indéterminées;  en  effet,  considérons  la  fraction 

x*  -j-  px  -f-  a 

œ2  -j-  px  -\-a   ""  y' 
les  valeurs  du  maximum  et  du  minimum  sont  données  par 
les  racines  de  l'équation 

(p  —  v'yY— 4«0  —  </)2  =  o; 
la  valeur  correspondante  de  x  est 

g  =  _(P-py)=  +  ^ 

2(1  —y) 

et  cela,  quels  que  soient  ^j  et  p .  On  comprend  donc  bien 
Comment  les  formules  que  nous  avons  obtenues  nous 
donnent  des  valeurs  indéterminées  pour  ces  deux  inconnues. 

Etant  donnée  lu,  fraction 

x2  +  px  +  g 

x2-f  p'x+q" 
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déterminer  p,  q,  p',  q'  de  façon  que  pour  x  =  y.  la  fraction 
prenne  là  râleur  maxima  a,  et  que  pour  x  =  p  elle  prenne 
la  valeur  minima  (ï. 

Nous  avons,  comme  précédemment,  entre  les  coetïicients, 

2(0  —  0) 
les  deux  équations    — 2_  =  a  -4-  fi, 

P—P 

w'  —  pq 


P-P 
de  plus,  la  valeur  limite  y  correspondant   à  x  =  %  devant 

27.  +  p 


27.  -J-  p    ' 

2p+p 


être   a',  nous  avons   a    = 
et  de  même  6'  = 

P  *?+* 

Ces  deux  dernières  équations  donneront  facilement  p  et  p'  ; 
en  chassant  les  dénominateurs,  nous  obtenons  en  eil'et  les 
deux  équations  très  simples 

.  p  —  p'y.'  =  2-/(7'  —  1  ), 

V  —  P'f  ==  ap(f  —  1)  ;  (0) 

lorsque  #  et  p   sont  ainsi   déterminées,  nous  pourrons  très 

facilement  obtenir  q  et  q  ;  en  effet,  en  divisant  membre  à 

membre  les  deux  premières  relations,  nous  avons  l'équation 

2(7'  —  q)         a  +  p 

homogène  — -i =7-  =  — ! — -  : 

qp  —  pq  oep 

cette  relation  donne  facilement 


donc 

__     2a>+yj(aH-fi).      .__     27/. +  ,/(*  + ?)       ,-* 
7  —  2  »    7    —  ~  •      UJ 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  déterminer  les  coeilicients 

,     ,     n                                '    +  Px  +  7 
de  Ja  traction  ; — -, ; — r 

./-  -f~  P#  +  7 
de   luron   ([ne   pour  ce  =  3  elle  atteigne  un   maximum   4, 
et    ([lie  .pour  x  =  1    elle   atteigne   un    minimum  5;  nous 
aurons  ici  x  =  3,         a'  =  4; 

p  —  '  »         ,->  —  j  ; 
et  les  équations  (0)  deviennent 
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p—.4p'=.i8. 

V  —  $P  =  8  ; 
nous  en  tirons  facilement 

p  =  10,        p  =  58; 
puis,  les  équations  (7)  nous  donnent,  tout  calcul  fait, 

q  —  —  119;        g'=  —  23, 
et  la  fraction  cherchée  est 

,x;2-j-  58x —  119 
as2  -f-  iojc  —  2  3 
il  sera  facile  de  reconnaître  que  d'abord  les  valeurs  y.'  et  p' 
sont    bien   égales,    respectivement  à  4  et    à  5,    et    que   les 
valeurs  correspondantes  de  x  sont  3  et  1;  la  fraction  répond 
donc  bien  à  l'énoncé. 


QUESTION    10 


Construire  un  triangle  dont  on  connaît  la  base,  un  angle  àla 
base,  et  la  somme  du  côté  opposé  et  de  la  hauteur  du  triangle. 

(Hallowell.J 
Supposons    le    problème  résolu  ;    soit  ABC    le     triangle 
demandé,  dans  lequel  nous  connaissons  la  base  BC,  l'angle 
en  B,  et  la  somme  de  la  hauteur  AD  du  côté  CA  et    opposé  à 
l'angle  B. 

Prolongeons  DA,  au  delà  du  point  A,  d'une  longueur  AE 
égale  à  AG  ;  alors  DE  est  égal  à  la  somme  donnée.  Par  le  point 
E,  menons  EF  parallèle  à  BC,  jusqu'au  point  F  ou   EF    ren- 
contre BA. 
Les  triangles  semblables  AEF.  ABD,  donnent 
AF  AE 

AB    —  AU  * 

AF         AE 

et  par  suite  —  =  —  . 

Joignons  le  point  F  au  point  C,  et  par  le  point  B 
menons  BH  parallèle  à  AC  jusqu'à  la  rencontre  en  H  avec 
FC;  les  triangles  semblables  FAC,  FBH  donnent 
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AF 


donc 


FB 
AC 
BH 


AC 
BH  ' 
AE 
ED  ' 


et  comme  AC  =  AE,  il  en  résulte  que  BH  =  ED. 

Nous  en  déduisons  La  construction 
suivante  : 

Nous  menons  une  parallèle  EF  à  BC, 
distante  de  BC  d'une  longueur  égale  à 
la  somme  donnée  de  la  hauteur  et  du 
côté  AC.  jusqu'au  point  F  oii  elle  ren- 
contre le  côté  BA,  connu  de  direction. 
Xous  joignons  le  point  F  au  point  C; 
de  B  comme  rentre  avec  un  rayon 
égal  à  la  somme  donnée,  nous  décri- 
vons un  arc  de  cercle  qui  rencontre 
FC  en  un  point  H;  par  le  point  G  nous 
menons  une  parallèle  à  BH;  celte  pa- 
rallèle rencontre  BF  au  point  A;  le 
triangle  ABC  est  le  triangle  demandé. 

Si.  au  lieu  de  la  somme,  on  avait 
la  différence,  il  suffirait  de  prendre  la 
longueur  AJE  au-dessus  du  point  A:  on 
continuerait  la  construction  de  la  même  manière. 

Ni  r\.  —  La  question  a  été  résolue  par  MM.  PaulGodefroy,  à  Lyon; Pigea ud, 

à  C.h  Weauroux. 


QUESTION  1 1 

Solution  par  M.  (r.  PiGRAim,  élève  an  Lycée  de  Cbéteauroux, 


Cons/mirc  géométriquement  un  triangle,  connaissant  un  angle, 

l'un    des    ratés  adjacents  cl    l'angle  que  fuit    le   côté  opposé  à 
l'angle  <l<>ini<'  <irv<-  in  médiane. 

Soit    AB  le  côl& donné.  En  A    faisons    un     angle    égal    à 
l'angle  donné  du    triangle.  L'angle    de    la    médiane    et   du 
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troisième  côté  ayant  pour  extrémités  A  et  B,  a  son  sommet 

sur  le  segment  capable  de  cet  an- 
gle décrit  sur  AB  comme  corde. 
D'autre  part,  cet  angle  se 
trouve  sur  la  parallèle  à  AG  me- 
née par  le  milieu  D  de  AB.  Il  est 
on  E.  Joignant  BE  et  prolon- 
geant, on  a  en  ABC  le  triangle 
cherché. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question:  JIM.  Sarrazin.  intitution  Sainte- 
Marie,  Besançon';  Paul  et  René  Godefroy,à  Lyon;  Deville,  canonnier  au  régi- 
ment d'artillerie  de  marine  à  Lorient  ;  G.  Berthelot,  au  lycée  de  Chàteauroux; 
Puig,  au  lycée  de  Montpellier;  Masserand,  Broutin,  pensionnat  de  Passy.  Yail, 
l.enoir,  école  Albert-le-Grand  (Arcueil). 


QUESTION  12 

Solution  par  Derome,  élève  au  lycée  de  Valenciennes. 


Construire  un  triangle  dont  on  connaît  la  base,  la  différence 
des  angles  à  la  base  et  la  somme  des  deux  autres  côtés. 
.  Soit.  ABC  le  triangle  cherché,  BC  la  base,  B  —  G=  a  la 

différence  des  angles  à  la  base. 
Prolongeons  AG  d'une  longueur 
AD  =  AB;  alors  CD  représente 
la  somme   des  côtés  AB  cl  AC. 

Le   triangle   ABD    étant    isos- 
cèle,    ABD  =  ADB.    Or 

A  -L-  B  +  G  =  1 8o° 
et   B —  C  =  a;  on  en  déduit 


B    + 


A 


C)00-] ; 


et    comme    CA.B    est    extérieur    an     triangle    ABD.     on    a 

—  =  ABD. 


Donc 


CBD  =  B  -f  ABD 


9°°+— ■ 
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De  là  la  construction  suivante  :  sur  la  base  donnée,  en  B 

faire  un  angle  égal  à  i(/-j — -;  de  G  comme  centre  avec  la 

somme  donnée  décrire  un  arc  de  cercle  qui  coupera  BD  en  D, 
et  sur  le  milieu  E  de  BD  élever  une  perpendiculaire  qui 
rencontre  CD  en  A.  ABC  est  le  triangle  cherché, 

Nota.  —  Ont  résolu  la  mémo  question  :  MM.  Patrice  Mahon  ;  Puig,  au  Lycée 
de  Montpellier» 


QUESTION  13 

Solution  par  MM.  Paul  et  René  Godefroy,  élèves  au  LycéedeLyon. 


diamètre  du  cercle 


Construire  géométriquement  un  triangle  connaissant  ta  base, 
un  angle  à  la  base  et  le  point  de  la  J>ase  par  lequel  passe  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit. 

Soi!  ABC  le  triangle  cherché,  AE 
circonscril  passant  par  le  point 
donné  D,  B(!  la  base  donnée,  B  l'an- 
gle à  la  base  également  donné. 
Joignons  BE.  L'angle  EB(1  est  égal 
à  l'angle  CAD  comme  ayant  même 
mesure,  el  cet  angle  étant  complé- 
mentaire de  l'angle  donné  esl 
connu.  Donc  le  sommet  A  se  trou-  nv- 
vera  à  l'intersection  de  la  droite  BÀ 
cl  du  segment  capable  (\c  90  — B 
décril  sur  (  !D  comme  corde. 

Lie    segment    coupera  généralement    BA    on  deux   point 
V  et  A   qui  répondront  à   la  quesl  ion. 


Nota,  —  Onl  résolu  la  même  question  :  MM   Deromeau  lycée  de  Valenciennes; 
Lenoir,  \  ail,  école  d' Ircueil 
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QUESTION  17 

Sol  h»  «on  par  M.  !..  Germain,  élève  au  Collège  ecclésiastique  de  Belley* 


On  considère  un  cercle  A  et  deux  diamètres  rectangulaires  AA' , 
BB' ;  par  le  point  A,  on  mène  une  transversale  8,  qui  rencontre 
la  tangente  en  A'  au  point  D,  e£  /e  diamètre  BB'  aw  pom/  E, 
Par  le  point  D  on  pewJ  mener  au  cercle  une  seconde  tangente  DK, 
touchant  le  cercle  au  point  K:  /a  «Voîïe  AK  rencontre  BB'en  mh 
/jo/m/  F.  Trouver  le  lieu  de  V intersection  de  8  e£  r/e  A'F  quand 
8  tourne  autour  de  A.  (G.  L.) 

Soit  I  le  point    d'intersection.  Je  joins  OD,   OK;  la  droite 

OD  bissectrice  de  l'angle 
A'OK  divise  l'arc  A'K  en 
deuxparties  A'H,  HKégales; 
les  triangles  rectangles 
OA'D,  AOF  sont  donc  égaux, 
puisque  AO  =  OA'  et  que 
l'angle  A'OD,  qui  a  pour 
mesure  A'H,  égale  l'angle 
OAF.  quia  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  A'K;  donc 
OF  =  AD. 

Mais  les  triangles  sem- 
blables AOE,  AA'D  don- 
nent 

donc  EF 


OK 


AO 


OE   = 


A'D         A  A'  2 

Les  triangles  semblables  EIF,  DIA'  donnent  aussi 
IM         DF        j_ 
"ÎN~  ~TÏ>  —     2 
Le  point  I  est  donc  à  une  distance  du  diamètre  BB' égale 
au  tiers  du  rayon  du  cercle  A. 

Donc  le  lieu  géométrique  des  points  I  est  une  droite  RS, 
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menée  parallèlement  à  BB'  et  à  une  distance  de  ce  diamètre 
égale  au  tiers  du  rayon  du  cercle. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Puig,  à    Montpellier; 
Deville,  àLorient;  Chaillot,  à  Nantes; 


QUESTION  19 

Solution  par  M.  Puig,  élèye  au  Lycée  de  Montpellier. 


On  considère  un  cercle  de  centre  0  et  un  diamètre  AV;  soit 
M  un  point  mobile  sur  la  circonférence:  on  fait  passer  par  MO A 
un  cercle  A,  et  par  MO  A'  un  cercle  A. 

Démontrer  : 

1°  Que  ces  cercles  se  coupent  orthogonalement; 

"1°  Que  v,  v  étant  leurs  rayons,  R  le  rayon  du  cercle  donné, 

1       ■        '  _£_• 

R2  ' 


+  ^"  = 


on  a 

rJ        "      r 

3°  Que  la  projection  de  la  tangente  commune  sur  la  ligne  des 
centres  a  une  longueur  constante  et  égale  à  R. 

Soient  K,  K'  les  centres  des  deux  cercles  MOÀ,  MUA'. 

1°  Il  faut  prouver  que 
l'angle  K'MK  est  droit  : 

L'angle  K'OK  est  droit 
comme  formé  par  deux 
droites  OK',OK, bissectrices 
de  deux  angles  supplémen- 
taires. Or,  les  deux  trian- 
gles MK'K,  OK'K  sont 
égaux  comme  ayant  les 
trois  côlés  égaux;  donc 
l'angle  K'MK,  égal  à  l'angle 
KOK,  _  est  droit:  et  les 
deux  cercles  se  coupenl 
orthogonalement. 


± 


r*  "  r'«     =  R' 
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Le  triangle  KMK  étant  rectangle,  on  a 

r2  +  r'2  =  KK'2. 
Menons  KCt  parallèle  au  diamètre  AA'  : 
Le  triangle  rectangle  KGK'  donne 

KK'2=KG2  -f-K'G2. 
Or  KG  =  OC  -f  OC  =  R  ; 


K'G  =  K'C  -  KC  =  /r>  -  *     -/.-•- S!; 

4  4 

donc  on  aura 

,    -   ,    .     ^     R2  ,         ft-         \[T.       R2V      ~~ rV 

don  on  a         T=2    (/(>_-)(>--_). 
et   en  élevant  au  carré 

ou  4/-'2/-2  =  R2(r2  -f-  r'2) 

et  en  divisant  les  deux  membres  par  R2r2  r''x,  on  a 

-±=-  +  -. 
R2       r2     '    r's 

3°    Soit  PR   la  tangente    commune   aux    deux  circonfé- 
rences; sa  projection  sur  la  ligne  des  centres  KK'  est  KD. 
Le  triangle  rectangle  KIK'  donne 

KP  _      KK'2— K'P  __  ra +/•'"—. (-/•—  r'Y _       irr 

'   KK'  KK'  y/r  *._!_,.'*  ~V^H^" 

En  élevant  les  deux  membres  de   cette  égalité  au  carré, 


on  aura  KD2  =  - 


4r2r'2 


4             i       ,       i 
ou  -î_  — 

KD2        r2    ~  r'2 
Si  on  compare  celte  égalité  à  l'égalité 

R»  =  ~    '  T2" 

on  voit  que  — —  =  — 

1  KD2         R2 

ou  KD  =  R. 
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Donc  la  projection  de  la  tangente  commune  aux  deux  cir- 
conférences est  constante  el  égale  à  R. 

Nota.  — La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Dépierres,  a  Pontarlier; 
Peville,  à  Lorient;  Pigeaud,  à  Châteauroux;  Vazon,  au  collège  Roilin  ,  Chaillot, 
à  Nantes. 


QUESTION  28 

Solution  par  M.  Jacquemet.  École  d  Arcueil 


Déterminer  x  et  y  d'après  les  équations 
x(  i  -j-  sin*  0  —  cos  G)  —  y  sin  6(i  -f-  cos  ô)  =  c(  i  -f-  cos  6) 
y(  i  -f~  cos*  fy  —  x  Sîn  0  cos  G  =  c  sin  h 
et  éliminer  6  entre  ces  deux  équations.  (Wolstenholme.) 

La  seconde  équation  donne 

x  =     */(*  +  cosaQ)  —  csin  0  ^ 

sin  ô  cos  0 

Substituant  dans  la  première  et  réduisant,  il   vient 

y(  i  —  cos  0)  =  c  sin  6. 

c  sin  6 

dou  i/  =  . 

J  i — cosô 

Portant  cette  valeur  de  y  dans  la  relation  (A)  on  a  après 

,  ,      ,.                                         i  +  cos  0 
réductions  x  =  c ! 


Si  l'on  remarque  que 

et  que 


1  —  cos 

8 

i  -}-  cos 
I  —  cos 

8 
6 

= 

eotg8 

0 

2 

sin  0 

= 

cotg 

8 

2 

I  —  cos 

0 

'• 

= 

c  cot 

tri 

8 

2 

y 

=: 

c  cot 

g 

8 

■> 

il  suit   dc'hi   (jiic         y* —  (•./•  =  o. 

Nota.  —  A  résolu  la  même    question  .    M    Var r.    élève   uu   Ijrcée   'le 

Bar-le-Duc. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


39.  —  Ou  donne  deux  droites  rectangulaires  OA,  OB,  el 
deux  autres  droites  A,  A',  parallèles  à  OÀ.  Soit  M  un  point  pris 
sur  A,  et  supposé  mobile  sur  cette  droite;  élevons  au  point  M, 
à  OM,  une  perpendiculaire  qui  rencontre  OA  au  point  A  ; 
joignons  celui-ci  au  point  C,  point  de  rencontre  de  A'  et  de 
OM,  et  sur  cette  droite  AG  abaissons  de  0  une  perpendicu- 
laire 01.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  I  est  une  circonfé- 
rence. (G.  L.) 

40.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  si  de  ces  points 
on  mène  des  tangentes  à  une  parabole,  elles  forment  avec  une 
droite  fixe  un  triangle  isoscèle.  (G.  L.) 

41.  —  On  considère  une  parabole  P,  et  par  un  point  M, 
pris  sur  cette  courbe,  on  mène  une  normale  qui  rencontre 
l'axe  au  point  Q.  Sur  MQ  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle 
G,  et  l'on  demande  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point 
de  concours  de  la  normale  MQ  avec  la  polaire  du  sommet  de 
la  parabole  |par  rapport  à  C.  (G.  L.) 

42.  —  On  considère  une  parabole  P;  d'un  poiut  M,  mobile 
sur  cette  courbe,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MA  sur  son 
axe.  0  étant  le  sommet  de  la  courbe,  on  imagine  une  ellipse 
ayant  pour  axes,  en  grandeur  et  en  position,  OA  et  MA. 
Trouver  le  lieu  des  foyers  de  cette  ellipse.  (G.  L.) 

43.  —  Trouver  le  maximum  du  produit  x'"  y" ,  sachant  que 
les  variables  positives  x  et  y  sont  liées  par  la  relation 

xp  y*  -\-  xv'  yq'  =  K. 


Le  Rédacleur-Gérant, 
E.  YAZEILLE. 


PARIS.  —   1JITBIMER1E  CHAIX  20,  RUi:  BERGERE,  PRES    DU  BOULEVARD  MONTMARTRE.  —   13731   2. 
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LE  CINQUIEME  LIVRE 

Par  .M.  EianTernay,  professeur  au  Collège  Rollin. 
[Suite  et  /în,  voir  p.  121.) 


ANGLES  POLYÈDrtES 

Définitions.  —  On  appelle  angle  polyèdre  la  ligure  formée 
par  plusieurs  plans  passant  par  un  même  point  S  et  limités 
à  leursintersections  successives  SA,  SB,  ...  (jig.  32).  Le  point 
S  estle.s'owme/,  les  droites  SA,  SB.  ...  sont 
les  arêtes,  les  angles  ASB,  BSC,  ...  for- 
més par  deux  arêtes  consécutives,  sont 
appelées  faces  et  les  plans  de  deux  faces 
consécutives  forment  les  dièdres  de  l'angle 
polyèdre.  —  Le  plus   simple  des  angles 
polyèdres  est  celui  formé  par  trois  p-lans  ; 
on  l'appelle  angle  trièdre.  Un  trièdre  est 
dit  rectangle,   birectanyle  ou  trirectanyle 
selon  qu'il  a  uu,  deux  ou  trois  dièdres 
droits. 

On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  est 
situé  tout  entier  d'un  même  côté  du  plan  indéfini  de  l'une 
quelconque  de  ses  faces  ;  il  est  concave  dans  le  cas  contraire. 
—  Dans  tout  ce  qui  suit,  il  ne  sera  question  que  d'angles 
polyèdres  convexes. 

La  section  d'un  angle  polyèdre  convexe  par  an  plan  ren- 
contrant toutes  les  arêtes  d'un  même  coté  du  sommet  est 
un  polygone  convexe. 

Si  l'on  prolonge  au  delà  du  sommet  toutes  les  arêtes  d'un 
angle  polyèdre,  on  forme  un  second  angle  polyèdre,  appelé 
symétrtque-jlu  premier,  dont  les  faces  sont  égales  à  celles  du 
premier,  et  les  dièdres  égaux  à  ceux  du  premier,  comme 
opposés  par  l'arête  :  niais  ces  deux  angles  polyèdres  ne  sont 
pas  superposablcs.  Pour  le  montrer,  il  suffit  de  considérer 
deux  trièdres  symétriques  (fig.  33). 

JOURNAL  Dl  M\TH.   KL  KM.   1881.  7 
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Pour  fixer  les  idées,  supposons  la  face  ASB  située  dans 
le  plan  du  tableau  et  l'arête  SG  en  avant,  son  prolongement 

SC  sera  en  arrière.  Si  les  deux 
trièdres  étaient  superposa- 
bles,  nécessairement  les  deux 
faces  égales  ASB,  A'SB'  coïn- 
cideront; or  il  n'y  a  que  deux 
moyens  de  superposer  deux 
angles  plans  égaux,  soit  en 
mettant  SA  sur  SA'  et  SB  sur 
SB',  soit  SA  sur  SB'  et  SB  sur 
SA'. 

Dans  le  premier  cas,  faisons 
tourner  le  trièdre  SA'B'C  de 
i8o°  autour  de  la  perpendi- 
culaire menée  par  S  au  plan 
de  la  face  ASB  ;  A'SB'  coïn- 
cidera avec  ASGj  mais  l'arête 
SC  qui  fait  un  angle  obtus 
avec  la  partie  antérieure  de 
l'axe  de  rotation  ne  peut  coïncider  avec  SG,  qui  fait  néces- 
sairement un  angle  aigu  avec  cette  même  partie  de  l'axe. 

Dans  le  second  cas,  faisons  tourner  le  trièdre  SA'B'O'  de 
i8o°  autour  de  la  bissectrice  SX  de  l'angle  BSA,  l'angle 
BSA'  coïncidera  avec  son  égal  ASB  ;  mais  l'arête  SG'  qui 
fait,  par  exemple,  un  angle  obtus  avec  la  portion  SX  de  Taxe 
ne  pourra  coïncider  avec  SG  qui  fait  au  contraire  avec  SX 
un  angle  aigu. 

Remarque.  —  La  superposition  aurait  lieu  si  le  trièdre  avait 
deux  dièdres  égaux  ;  car,  dans  le  second  mode  de  rotation, 
le  dièdre  SB'  étant  égal  au  dièdre  SB,  si  on  suppose  ce  der- 
nier égal  au  dièdre  SA,  la  face  G'SB'  viendra  dans  le  plan  de 
la  face  ASC,  par  conséquent  SG'  sera  quelque  part  dans  la 
face  ASC  par  la  même  raison,  elle  sera  aussi  dans  la  face 
BSG;  donc  SG' sera  à  leur  intersection,  c'est-à-dire  sur  SG. 
Si  on  appelle  trièdre  isoscèle  tout  trièdre  qui  possède  deux 
dièdres  égaux,  la  remarque  précédente  démontre  le  théorème 
suivant: 
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Dans  tout  Iriédre  isoscèle,  les  faces  opposées  aux  dièdre»  égaux 
sont  égales. 

Car  dans  la  superposition  précédente,  on  voit  que  l'on  a 
B'SC  =  ASC  ; 
or  B'SC  =  ESC, 

donc  ASC  =  BSC. 

Réciproquement.  —  Si  dans  un  trièdre,  deux  faces  sont 
égales,  celui-ci  est  isoscèle. 

Soit  ASC  =  BSG,  plaçons  le  trièdre  SA'B'C  de  façon  que 
la  face  B'SC  coïncide  avec  son  égale  ASC,  les  dièdres  SC,S(J 
étant  égaux,  le  plan  A'SC  coïncide  avec  BSG,  et  dans  ces 
plans  SA'  avec  SB,  puisque  ASC  =  ASC  =BSG;  donc  les 
deux  trièdres  coïncident;  SB'  étant  sur  SA,  ce  dièdre  SA  est 
égal  au  dièdre  SB. 

Théorème  I.  —  Dans  tout  trièdre,  la  somme  des  trois 
dièdres  est  comprise  entre  six  droits  et  deux  droits. 

La  première  partie  est  évidente,  puisque  chaque  dièdre 
est  inférieur  à  deux  droits. 

Sur  les  trois  arêtes  prenons  les  longueurs  SA,  SB,  SC, 
égales  entre  elles  (fig.  34)  et 
joignons  AB,  BG,  GA;  les  an- 
gles SAB,  SAG  sont  nécessai- 
rement aigus,  les  triangles 
ASB,  ASC  étant  isoscèles;  par 
conséquent  le  plan  mené  par 
A  perpendiculairement  à  l'a- 
rète  SA  laisse  du  même  coté 
les  deux  droites  AB,  AG  ;  donc 
l'angle  dièdre  A  est  supérieur 
à  l'angle  BAC  (th.  III,  diè- 
dres). Comme  il  en  est  de 
même  pour  les  deux  autres 
dièdres,  la  somme  des  trois 
dièdres  est  supérieure  ù  la 
somme  des  angles  du  triangle 
A  BC, c'est-à-dire  à  deux  droits. 

Théorème  II. —  Dans  tout  trièdre,  chaque  dièdre  augmenté 


h'i'j.  Si. 
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de  deux  droits   donne  une  somme  supérieure  à  celle  des  deux 
autres. 

Considérons  le  trièdre  SA'BG  dont  l'arête  SA'  est  le  pro- 
longement de  Farête  SA  du  trièdre  SABC  ;  par  conséquent 
les  deux  dièdres  SA,  SA'  de  ces  trièdres  sont  égaux;  d'après 
le  théorème  précédent  appliqué  au  trièdre  SA'BG  on  a 

dièdre  SA'  -f  A'SBC  +  ASCB  >  2  dr 
ou        dièdre  SA  -f  2  dr  —  ASBC  +  2  dr  —  ASGB  >  2  dr 
et  par  transposition  SA  -j-  2  dr  -f-  ASBC  -\-  ASCB. 

Théorème  III.  —  Dans  tout  angle  polyèdre,  la  somme  des 

dièdres  est  supérieure  à 

/j\  a u  ta n  t  de  fo is  deux  droits 

/;  V\  qu'il  u  a  de  faces  moins 

/  il    \  \\  deux. 

/  If      \   \\  Menons  le  plan  ABCD 

/     ;         \     \  \  (fig.     3$)     rencontrant 

/      //         \      \    \  toutes    les  arêtes   d'un 

/        //  \       \     \  même  côté  du  sommet, 

/      ?>/- 1- X     \  et    Par   l'arête    SA    et 

/  .-''      l~—'~\  \\        chacune  des  arêtes  non 

a^-'-"- -  -/ \ J^d    situées  dans  les  faces 

N.        /  \         ^^         adjacentes  menons  des 

\>|_ \^s^  plans  qui  décomposent 

B  c  l'angle      polyèdre      en 

Fig-  35.  a  —  2  trièdres,  si  l'an- 

gle polyèdre  possède  n   faces  ;  or  si  on  considère  ces  triè- 
dres, on  a  les  n  —  2  inégalités 

CSAB  4-  ASBC  +  BSGA  >  2  dr 
DSAG  +  ASCD  +  GSDA  >  2  dr 


ajoutant  on  a  : 
Somme  des  dièdres  de  l'angle  polyèdre  >  2  dr  (n  —  2) 

Théorème  IV.  —  Dans   tout  trièdre  la  somme  des  trois 
faces  est  inférieure  à  quatre  droits. 

Prenons  SA  =  SB  =  SG  (fig.  36)  et  soit  0  le  point  de  con- 
cours des  perpendiculaires   menées  par  les  milieux  a,  (3,  7 
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des  côtés  du  triangle  ABC  sur  ces  côtés  ;  les  droites  Sx. 
Sp,  Sy  sout  respectivement  perpendiculaires  à  BC,  AG,  BA, 
car  SO  est  perpendiculaire 
au  plan  ABC  (th.  V,  dr.  et 
plans  perp.).  Les  triangles 
BGO,  BGS  ayant  même 
hase  BG  et  la  hauteur  aO 
étant  inférieure  à  aS,  obli- 
que par  rapport  à  OS,  on  a 

BSG  <  BOG 
de  môme  CSA  <  COA 

ASB  <  AOB 
ajoutant  membre  à  mem- 
bre ces  inégalités,  on  voit 
que  la  somme  des  trois 
faces  est  inférieure  à  la 
somme  des  angles  formés 


Fig.  36. 


autour  du  point  0,  c'est-à-dire  à  quatre  droits. 

Si  le  point  0  était  à  l'extérieur,  la  même  inégalité  a  lieu 
à  fortiori,  puisque  la  somme  des  deux  angles  AOB,  BOG 
est  représentée  par  le  troisième  AOG,  qui  est  évidemment 
inférieur  à  deux  droits. 

Théorème  V.  —  Dans  tout  triêdre,  une  face  quelconque 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

Soit  SA'  le  prolongement  de  AS,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent appliqué  au  trièdre  SA'BG  on  a 

A'SB  -f  A'SC  +  BSG  <  4dr  ; 
or  Sd  =  A'SB  +  ASB, 

2'1  =  A'SC  +  ASC. 
ajoutant  cette  inégalité  et   ces   égalités  membre  à  membre, 
ou  a,  après  réductions  :  BSC  <  ASB  -j-  ASC. 

Théorème  VI.  —  /.'/  somme  des  fores  d'un  angle  polyèdre 
est  moindre  gue  quatre  droits. 

Menons  le  plan  ABC  fig.  38)  rencontrant  toutes  les  arêtes 
d'un  même  côtédu  sommet;  si  n  est  le  nombre  des  faces  de 
L'angle  polyèdre,  bous  formons  ainsi  n  Irièdres  ayant  leurs 
BOmmetS  en  A,B,C...,  et  d'après  le  théorème  précédent  on  a 


les  n  inégalités 
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BAF  <  BAS  -f  F  AS 
ABC  <  ABS  -f  CBS 


EFA  <  EFS  +  AFS 
et  identiquement 

Somme  des  angles  en  S  =  somme  des  angles  en  S. 

Ajoutant  ces  inégalités  et  l'égalité  membre  à  membre,  on 

a,  en  observant  que  le  second  membre  contient  la  somme  des 

trois  angles  des  n  triangles  ayant  leur  sommet  commun  en  S  ; 

Somme  des    angles    du  polygone  ABC   •••-(-    somme  des 

angles  en  S  <  2Wdr, 
ou  2na  —  4d  -f-  somme  des  angles  en  S  <  2Wd 

d'où  par  transposition  : 

somme  des  angles  en  S  <  4',r . 

Irièdres  supplémentaires. 

Lemme.  —  Si,  par  un  point  de  l'arête  d'un  dièdre,  on 
élèoe  les  perpendiculaires  à  chacune  des  faces  en  dirigeant  celles- 
ci  du  côté  de 
l'autre  face,  l'an- 
gle de  ces  deux 
droites  est  sup- 
plémentaire de 
l'angle  plan  cor- 
respondant du 
dièdre. 

Soit  le  plan  P 
perpendiculaire 
à  l'arête  SC  du 
dièdre  (fig.  37), 
l'intersection  de 
ce  plan  avec  le 
dièdre  détermi- 
ne l'angle  plan 


Fig.  37. 


ASB  correspondant,  et  contient  les  perpendiculaires  SA', 
SB'  à  chacune  des  faces  ;  ces  droites  sont  toutes  deux  dans 
l'intérieur,  ou  à  l'extérieur  de  l'angle  ASB,  selon  que  celui- 
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ci  est  obtus  ou  aigu;  or  on  a  évidemment 

i"  =  ASB'  +  B'SA' 
et  par  construction 

id  =  B'SB. 
Ajoutant,  il  vient 

2^  =  ASB'  -f  B'SB  -f-  B'SA'  =  ASB  -f  B'SA . 

Théorème.  —  Si  par  le  sommet  d'un  trièdre,  on  mène  la 
'perpendiculaire  à  chacune  des  faces,  en  dirigeant  celle-ci  du 
côté  de  la  troisième  arête,  on  forme  un  second  trièdre  dont  les 
faces  et  les  dièdres  sont  supplémentaires  des  dièdres  et  des  faces 
du  premier. 

En  effet,  l'arête  SA",  perpendiculaire  à  la  face  BSC,  élant 
dirigée  du  côté  de  SA,  est  dirigée  du  côté  de  la  face  CSA;  de 
même  SB',  perpendiculaire  à  la  face  CSA,  est  dirigée  du 
côté  de  la  première  face  BSC  ;  donc,  d'après  le  lemme, l'angle 
A'SB'  est  supplémentaire  du  dièdre  SG  formé  par  ces  deux 
faces  BSC,  CSA. 

Pour  démontrer  que  les  dièdres  du  second  sont  supplé- 
mentaires des  faces  du  premier,  il  revient  au  même  de  prou- 
ver qu'en  opérant  sur  le  second  trièdre  comme  on  vient  de 
de  faire  sur  le  premier  on  retrouve  celui-ci  ;  en  d'autres 
termes  que  SA,  par  exemple,  est  perpendiculaire  à  la  face 
BSC  du  même  côté  de  ce  plan  que  SA'. 

En  effet  SB'  est  perpendiculaire  à  la  face  ASC,  par  con- 
séquent sur  SA  ;  de  même  SC  perpendiculaire  à  la  face  ASB 
est  perpendiculaire  sur  SA  ;  donc  la  droite  SA  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  SB',  SC  est  perpendiculaire  à  leur 
plan. 

D'ailleurs  SA  est  du  même  côté  que  SA',  puisque  SA'  a 
été  menée  du  côté  de  SA. 

Définition.  —  Les  deux  trièdrea  qui  jouissent  de  la 
propriété  d'être  réciproques  l'un  de  l'autre,  sont  appelés 
supplémentaires. 

Cette  propriété permel  de  déduire  les  théorèmes  i,o,G  des 
théorèmes   L,  2,  ;>.  OU  inversement. 
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ÉGALITÉS  DES  TRIÈDRES 

Définition.  —  Si  on  considère  plusieurs  dièdres  ayant 
une  face  commune  P  et  une  arête  commune  AB  (fig.  38), 
chacun  de  ces  plans  Q  forme  avec  le  plan  P  deux  drièdres 
supplémentaires;  pour  définir  le  dièdre  que  l'on  veut  consi- 
dérer parmi  les  deux,  on  conviendra  de  prendre  pour  angle 
correspondant  au  dièdre  celui  formé  par  la  perpendiculaire 


Fig.  ^8. 

AC  menée  de  A  sur  l'arête  BG  avec  la  perpendiculaire  Ga 
menée  dans  le  plan  P  sur  cette  même  arête,  cette  dernière 
droite  Ga  étant  toujours  menée  delà  gauche  vers  la  droite 
pour  un  spectateur  placé  suivant  la  perpendiculaire  Aa  et 
regardant  AB.  Ainsi  les  dièdres  formés  par  Q,  Q'  Q"  avec  le 
plan  P  sont  respectivement  mesurés  par  AGa,  AG'o,  AG"*. 

Lemme.  —  Par  une  droite  AB  oblique  à  un  plan  P  on 
peut  mener  généralement  un  plan  et  un  seul  formant  avec  le 
premier  un  angle  donné  y  (fig.   39). 

Soit  aB  la  projection  de  AB  sur  le  plan  P,  menons  AG 
formant  avec  aB  l'angle  donné  y, et  du  point  a  comme  centre, 
avec  le  rayon  aG,  décrivons  la  circonférence  ;  si  par  B  on 
mène  les  tangentes  à  cette   circonférence,  l'une  d'elles  BG 
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sera  telle  que  L'angle  ACr/  égal  à  y  sera  tonné  dans  le  sens 
indiqué  par  la  définition  précédente;  or  le  plan  Q  conduit 


Fig.  :i9. 

par  AB  et  BC  fait  avec  le  plan  P   un    dièdre  mesuré  par  y, 
d'après  le  théorème  des  trois  perpendiculaires. 

Remarque.  —  Pour  que  le  plan  Q  existe,  il  est  nécessaire 
que  l'angle  donné  y  soit  supérieur  à  l'angle  de  AB  avec  le 
plan  P,  si  ce  dernier  angle  est  aigu  et  soit  au  contraire 
inférieur  à  ce  même  angle  supposé  obtus.  Ceci  résulte  du 
théorème  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente. 

Théorème.  —  Deux  trièdres  sont  égaux,  -s'ils  ont,  soit . 

I  '  Les  Irais  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  : 

•2"  Deux  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  les  faces  coin- 
prises  en  ire  ces  dièdres  égales  entre  elles  : 

3°  Un  dièdre  égal  adjacent  ii  deux  faces  égales  chacune  à 
chacune  : 

\     Les  trois  faces  égales  chacune  a  1  huetnte. 

Cet  énoncé  suppose  <mi  outre  que  les  éléments  égaux  sont 
disposés  dans  le  même  ordre  :  s'il  en  était  autrement,  les 
deux  trièdres  seraient  symétriques. 

PrEMIEB    cas.     —   Soient    1rs    deux     1 1  n  •<  !  i .  s     SABG,    S  ABC 

(fig,   W)  dontles  trois  dièdres  sont  égaux  chacun  à  chacun 
•  •t  disposés  de  la  même  manière  ;  le  théorème,  s'il  y  a  deux 

JOURNAL    D8  MATH.    ÉLKM.    1X«2.  7. 
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dièdres  droits,  n'est  autre  que  celui  du  théorème  lV(p.  148). 
Mais  supposons  qu'il  y  ait  au  moins  deux  dièdres  SB,  SC 
non  droits.  Dans  le  premier  trièdre,  menons  le  plan  BAC 
perpendiculaire  à  l'arête  SA  et  dans  le  second  le  plan  BAC 
perpendiculaire  à  S'A',  et  supposons  A'B'  =  AB.  Transpor- 
tons ce  second  trièdre  sur  le  premier  de,  manière  que  les 
deux  dièdres  égaux  S'A',  SA  coïncident,  A'B'  étant  sur  AB  ; 


Fig.  40. 

ces  deux  trièdres  ont  déjà  deux  faces  superposées  en  direc- 
tion ;  je  dis  que  leurs  troisièmes  faces  B'S'C,  BSG  coïnci- 
dent; car,  s'il  en  était  autrement,  ces  deux  faces  ayant  le 
point  commun  B  se  couperaient  suivant  une  droite  située 
dans  le  plan  ASB,  ou  oblique  par  rapport  à  ce  plan.  Dans  la 
première  hypothèse,  cette  droite  d'intersection  ne  serait  autre 
que  BS,  oblique  par  rapport  au  plan  ASC,  puisque  les 
dièdres  SB,  SC  ne  sont  pas  droits  :  dune,  d'après  le  lemme 
précédent,  les  deux  faces  BSC,  B'S'C  coïncident.  Dans  la 
seconde  hypothèse,  soit  BC  la  droite  d'intersection  oblique 
par  rapport  au  plan  BSA;  d'après  le  même  lemme  les  deux 
faces  BSC  ou  BSC  et  B'S'C  coïncident. 

Les  deuxième  et  troisième  cas  se  démontrent  par  la  super- 
position (voir  la  démonstration  du  1er  et  du  2e  cas  de 
l'égalité  de  deux  triangles). 


Quatrième  cas.  —  Soient  les  deux  trièdres  SÂBG,  S  ABC 
'/''J-  ïl)i  ayant  leurs  trois  faces  égales  chacune  ù  chacune 
et  disposées  dans  le  même  ordre;  prenons  les  points  A,  B? 
G3  A,  13'.  (T  sur  les  arêtes,  tels  que 

SA  =  SB  =  SG  =  =  SA'  =  SB'  =  SC 

Les  deux  triangles  ABC,  ABC  sont  égaux  comme  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  d'après  l'égalité  des 
Iriangles  isoscêles  ASB,  A  SB',  etc. 

Soient  0  et  0  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  ABC,  A'B'C  ,  les  î  ayons  OA,0'A  de  ces  circonférences 


Fig.  il. 

sont  égaux,  puisque  ces  triangles  le  sont;  or,  les  droites 
SO,  S  0  sont  perpendiculaires  uux  plans  de  ces  triangles. 
d'après  le  théorème  V  (droites  et  plans  perpendiculaires);  donc 
les  triangles  rectangles  OSA,  0  SA  sont  égaux,  comme  ayant 
l'hypoténuse  égale  et  un  côté  de  l'angle  droit  égal:  donc 
0'S'=  OS.  Par  conséquent,  si  on  transporte  le  trièdre  S  A'B'C 
sur  le  premier,  de  façon  que  les  triangles  égaux  A'B'C',  ABC 
coïncident,  les  centres  0'  et  0  coïncideront,  par  suite  les 
perpendiculaires  O'S' OS  se  superposeront  et  S  s'appliquera 
sur  S;  donc  les  deux  ligures  coïncidenlet  les  deux  trièdrei 
sont  égaux; 
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ÉQ1  lATIONS  QUADRATIQUES 

Par  M    <«    île  Long  champ* 


1.  —  On  dit  qu'une   équation  de  degré  tu  esl  quadratique 

lorsque  sa  résolution  dépend  seulenienl  d'équations  qui  sonl 
tout  au  plus  du  second  degré.  Lorsqu'un  problème  eonduil  à 
une  équation  de  degré  supérieur  à  deux,  le  problème  proposé 
a'esl  pas,  en  général,  soluble  par  la  règle  et  le  compas.  Mais, 
dans  certains  cas  particuliers,  la  résolution  de  l'équation 
trouvée  peut  se  faire  par  des  équations  du  second  degré  ou 
du  premier  degré  ;  on  peut  dire,  pour  exprimer  ce  fait,  que 
le  problème  donné  est  quadratique. 

Par  exemple,  e1  pour  citer  des  exemples  très  connus,  la 
trisection  de   l'angle  n'est  pas  un  problème  quadratique,  en 

général:   mais  la  recherche  de  le —  a,  connaissant  tara,  cou- 

4 

duil  à  une  équation  du  quatrième  degré  qui  peut  se  résoudre 

par  des  équations  du  second  degré:  ce  dernier  cas  esl  un 
exemple  de  problème  quadratique. 

On  sait,  depuis  Abel,  que  les  équations  du  degré  supérieur 
li  quatre,  ne  sonl  pas  en  général  solubles  par  radicaux:  la  réso- 
lution même  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  est  soumise  à  tant  de  difficultés  pratiques  et,  elle  ren- 
contre dans  ce  qu'on  nomme  le  cas  irréductible,  une  impos- 
sibilité si  absolue,  que  l'on  peut  considérer,  croyons-nous. 
celle  résolution  comme  plus  théorique  que  pratique.  De  là 
résulte  le  grand  intérêt  qui  s'attache  aux  équations  quadrati- 
ques du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Nous  allons,  dans 
celle  note,  entrer  dans  quelques  détails  sur  ces  équations. 

(*)  Hermitte,  Journal  de  Borchardt,  t.  52. 

Darboux.  Journal  de  Mathématiques  pures  el  appliquées,  i.  18.  p.  220. 

Mathieu,  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations,  annaîi  <H  \fathemalicit 
jiiiru  ni  applicata,  t.  IV.  1N<>2. 
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Equation*  réciproques  du  quatrième  degré. 

2.  —  Nous  nommerons,  en  généralisant  la  définition  donnée 
ordinairement,  équation  réciproque  du  quatrième  degré,  celle 
(fui  jouit  de  cettepropriélé  que  ses  racines  (nous  admettons 
qu'elles  sonl  eu  nombre  égal  à  4),  œ,,  x.,.  xn,  x4,  peuvent, 
quand  on  les  groupe  convenablement,  donner  la  relation 

Nous  désignerons  par  K  ces  deux  produits  égaux  et. emprun- 
tant des  idées  qui  sont  développées  dans  les  cours  de  mathé- 
matiques spéciales,  quand  on  traite  de  L'abaissemenl  des 
équations,  nous  allons  montrer,  par  des  considérations  qui 
peuvent  être  d'ailleurs  présentées  clans  les  émus  élémentaires, 
que  l'équation  réciproque  du  quatrième  degréest  quadratique. 

3.  —  La  première  question  qui  se  présente  dans  ce  pro- 
blème er  f,  évidemment,  la  suivante:  Une  équation  du  quatrième 
degré  étant  donnée,  a-t-elle  des  racines  jouissant  de  la  propriété 
énoncée  ci-dessus  ? 

Soit         Aac*  +  Bx:i  -f  Cas*  +  Vx  -f  E  =  o  1 1 1 

l'équation  proposée:  ses  racines  étant  désignées  para?1.o;.{,a;3, 
./ ..  supposons  que      x±x2  =  xsx$  =  K. 

Dès  lors,  les  quatre  racines  peuvent  être   représentées   par 

K  _Iv_ 

K 
Posons  11  =■  — 

x 
•  •i  considérons  l'équation, 

YK:  -f  BK8y  -f-  CKy  H-  DK//;  4-  E!:"  =  o  rii 

K  K 

■  I  «  »  1 1 1  les  racines  sont  ut  =  — 


xt 

*  =  1 

x\ 

k 

K 

"           K 

' 

K 

K 

on  encore,  i\,     —        •'■,.     — . 

■'', 

De  rot tr  remarque  il  résulte  que  les  équatious  1 1 1  el  (â)  ont 

les  mêmes  racines. 
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4.  —  Du  théorème  élémentaire,  un  des  premiers  qu'on 
rencontre  dans  l'étude  de  l'algèbre, —  nous  voulons  parler  de 
celui  qui  établit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'un  polynôme  entier  f  (x)  soit  divisible  par  (x  — a)  est 
f(a)  =  o,<m  déduit  facilement, et  nous  ne  voulons  pas  entrer 
ici  dans  ce  détail,  que  les  équations  (1)  et  (2)  sont  identiques, 
On  en  conclut  que  les  Coefficients  sonl  deux  à  deux  propor- 
tionnels, e1  1  on  peut  écrire 

A        _2,  G  DE 

"¥  :~  DK  ~=   GK7  ~~  BK7  =  ~  ÂKT 
[)c  ces  relations  on  déduit 

B2  A 

Nous  pouvons  donc  énoncer    le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré 
Ax1  +  Bx3  -f-  Çxa  -^Dx  +  B  =  o 
est  réciproque  (sens  général),  les  coefficients  extrêmes  sont  pro- 
portionnels aux  Carrés  des  coefficients  voisins. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  el  d'ailleurs  sans  rien  emprunter 
aux  connaissances  qui  sortent  du  cercle  des  mathématiques 
élémentaires,  que  la  réciproque  du  théorème  précédent  es1 
vraie. 

Si  les  coefficients  A,  B,  (J,  D,  E.  de  L'équation  générale  du 
quatrième  degré  sont  tels  que 

4  =  1- 

on  a  entre  les  racines  ,//,.  x.,.  ,/\.  cc4  la  relation 

Mais  nous  ne  voulons  pas  insister  sur  celte  partie  théorique; 
qui  rentre  plus  naturellement  dans  renseignement  des  mathé- 
matiques spéciales.  Nous  avons  surtout  en  vue.  en  ce  moment, 
le  côté  pratique  de  la  résolution  algébrique  des  équationsdu 
quatrième  degré  quadratiques,  et  nous  allons  maintenant  effec- 
tuer cette  résolution  en  supposant,  d'abord,  que  les  coefficients 
satisfont  à  la  relation  (1).  (A suivre) i 


—  ym  — 


ECOLE  NAVALE 


CONCOURS    DE    1882 

Géométrie  et  statique. 

1.  —  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison;  — connue  application 
inscrire  un  décagone  régulier  dans  une  circonférence. 

2.  —  Ou  donne  une  sphère  solide  et  trois  points  A,  B,  G,  SUT  cette  sphère. 
Décrire,  avec  le  compas,  nu  petit  cercle  passant  par  les  points  B,  C,  et  faisant 
un  angle  donné  avec  le  plan  du  grand  cercle  décrit  de  A  comme  pôle. 

3.  —  On  donne  un  polygone  homogène  et  solide  quelconque  A,,  A_,  A3....; 
suivant  h  direction  des  côtés  a,,  a...  a3.  .  sonl  appliquées  des  forces  F„F2,F3... 
qui  leur  sont  proportionnelles.  Prouver  que  le  système  se  réduit  à  un  couple, 
'•i  que  le  moment  de  ce  couple  est  proportionnel  à  la  surface  du  polygone. 

Géométrie  descriptive. 

Un  donne  uu  point  H  dans  le  plan  horizontal,  à  0"'.U4  de  la  ligue  de  terre,  et 
un  point  V  dans  le  plan  vertical,  éloigné  de  la  ligne  «le  terre  de  0ra,06;  on  donne 
la  longueur  de  la  droite  HV  de  l'espace,  longueur  qui  est  de  H'". 107.  .Mener  par 
cette  droite  un  plan  faisant  un  angle  de  59°  avec  le  plan  bissecteur  do  premier 
dièdre. 

Arithmétique  et  algèbre. 

I.  —  Ue  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  nombre  3528U  en  uu 
produitde  deux  facteurs  premiers  entre  eux?  Le  démontrer  et  généraliser. 

;2.  —  Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  même  périmètre,  .trouver  celui 
dont  le  cercle  inscrit  est  maximum. 


ÉCOLE  SÀINT-CYB 


CONCOURS  DE   1X82 

Mathématiques. 

1.  Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  r,  el  un  point  A  dans  son  plan,  a  une 
distance  d-du  centre,  on  Buppose  menée  par  le  point  A  une  sécante  telle  que 
la  somme  des  carrés  des  segments  compris  entre  ce  point  el  le  point  d'inter- 
section .ivre  la  circonférence  301 1  égale  à  un  carré  donne  ni-,  démontrer  que 
si  a  désigne  l'angle  que  la  sécante  (ail  avec  le  diamètre  passant  par  le  point 

\  on  aarâ  la  formule  *x  =  > ■  1 

Discussion,  Limites  de  w,  quand  on  (ait  varier  %.  lé  point  A  étant  à  l'inté- 
rieur du  cercle. 


—  160  — 

2.  Calcul  logarithmique.  La  formule  (1)  étant  admise,  calculer  l'angle  a  a 
h n  dixième  de  seconde  près  en  .supposant  : 

(a)  la  distance  il  égale  au  plus  grand  segment  du  rayon  r  divise  en  moyenne 
et  extrême  raison,  et  m  égale  au  double  de  la  moyenne  proportionnelle  entre 
/•  et  cl; 

2  

h  (I  =  — —  /■.      m  —  d  sj'à. 

3.  Un  connaît  dans  un  triangle  ABC  <\tv\*  cotés  b  el  c.  et  l'on  sait  que 
ce  triangle  est  équivalent  au  triangle  équilatéral  construit  sur  le  troisième 
côté  a;  calculer  ce  coté  a  et  l'angle  A.  —  Un  établira  les  deux  équations 
propres  à  déterminer  chaque  inconnue  indépendamment  de  l'autre,  et  on 
montrera  la  concordance  des  résultats  que  fournit  leur  discussion. 

Géométrie  descriptive. 

La  base  ABC  d'une  pyramide  SABC  est  parallèle  'au  plan  horizontal  de 
projection,  au-dessus  de  ce  plan,  et  à  une  distance  de  24  millimètres.  Le 
côté  BC.  pirallèle  à  la  ligne  de  terre,  égale  113  millimètr  s,  et  est  éloignédu 
plan  vertical,  en  avant,  de  15  millimètres.  Les  côtés  AC  et  AB  valent  re-p-c- 
tivement  loi  millimètres  et  70  millimètres.  Le  triangle  SAC,  est  isoscèle  ;  les 
angles  égaux  SAC  et  SCA  valent  chacun  (>2°.  enlin  l'arête  SB  égale  112  milli- 
mètres On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  la  pyramide  ; 

2°  De  déterminer  les  projections  du  centre  o  de  la  sphère  circonscrite  a  la 
pyramide  ; 

3°  De  déterminer  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  que 
fait  dans  la  pyramide  le  plan  mené  par  le  point  o  parallèlement  aux  deux 
arêtes  opposées  AC  et  SB. 


SOLUTION  DES  PROBLEMES 

DONNÉS   U    CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  NAVALE    Insj 


On  donne  une  sphère  solide  et  trois  points  A.  B,  C  sur  cette 
sphère:  décrire,  arec  le  compas,  un  petit  cercle  passant  par  les 
points  B,  C,  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  du  grand 
cercle  décrit  de  A  connu e  pôle. 

(Le  lecteur  es!  prié  de  luire  la  figure.) 

Un  premier  lieu  du  pôle  du  petit  cercle  cherché  esl  le  grand 
cercle  perpendiculaire  au  milieu  de  Titre  de  grand  cercle  BC. 
Eu  outre,  si  j'appelle  O  le  centre  de  la  sphère.  l}  le  pôle  du 
petit  cercle,  l'angle  des  t'ayons  OA  el  OP  esl  égal  à  l'angle 
des  deux  plans;  doue  l'arc  de  grand  cercle  PA  est  connu;  il 
en  résulte  que  le  pôle  P  esl  sur  un  petit  cercle  décril  de  A 
comme  pôle  avec  un  rayon  sphérique  donné  par  l'angle  indi- 
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que  pour  les  deux  plans.  Le  point  P  se  trouvera  doue  à  l'in- 
tersection de  deux  cercles  de  la  sphère;  il  sera  donc  facile  de 
Le  trouver  avec  le  compas.  Le  problème  aura  en  général  deux 
solutions. 

On  donne  un  polygone  homogène  et solide  quelconque  A1A2A,...; 
suivant  la  direction  des  côtés  au  a,,  a3  ...  sont  appliquées  des 
forces  Ft,  Fa,  F8  ...,  qui  leur  sont  proportionnelles.  Prouver 
(/m'  li>  système  se  réduit  à  un  couple,  et  que  le  moment  de  ce 
couple  est  proportionnel  à  la  surface  du  polygone. 

On  peut  choisir  l'échelle  qui  sert  à  représenter  les  forces 
par  des  droites  finies  de  telle  sorte  que  at,  a2,  a3  ...  a„  aient 
les  longueurs  représentant  les  forces  appliquées  suivant  ces 
côtés.  Alors,  la  résultante  de  translation  s'obtiendra  en  com- 
posant les  forces  données,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  même  point;  nous  choisirons  par  exemple  le 
point  A.  La  résultante  sera  le  dernier  côté  du  polygone  des 
forces  construit  à  partir  de  At;  ce  dernier  polygone  n'est 
autre  que  le  polygone  donné,  lequel  se  ferme  de  lui-même  ; 
l,i  résultante  de  translation  est  donc  nulle,  et  par  suite  les 
forces  se  réduisent  à  un  couple. 

Les  couples  composants  étant  situés  dans  le  plan  de  la  li- 
gure, il  en  est  de  même  du  couple  résultant;  et  pour  avoir  le 
moment  du  couple,  il  suffi!  de  prendre  la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapporl  à  un  poinl  odu  plan;  si  l'on  prend  ce 
point  à  l'intérieur  du  polygone,  il  est  facile  de  voir  que  la 
somme  des  moments  iles  forces  esl  égale  au  double  de  la 
surface  du  polygone.  Si  le  point  0  étail  extérieur,  il  faudrait 
prendre  avec  le  -igné  moins  quelques-uns  des  triangles  ayant 
pour  sommet  le  point  ()  et  pour  bases  le-  côtés  du  polygone; 
ces  triangles  correspondraient  a  des  moments  négatifs:  cl 
l'on  arriverait  encore  au  même  résultai. 


De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  nombre  35280 
en  un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux?  Le  démon- 
trer et  généraliser. 

Le  nombre  35280.  décompose  en  fadeurs  premiers   donne 

35^8o  =  21  .  3'2  .  5  .  -K 
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Pour  obtenir  un  produit  de  deux  nombres  premiers  entre 
eux,  il  faut  que  chacun  des  facteurs  premiers  entre,  dans 
l'un  ou  l'autre  de  ces  nombres,  avec  son  exposant  propre: 
sans  quoi,  s'il  entrait  dans  l'un  des  nombres  avec  un  expo- 
sant inférieur  à  celui  qu'indique  la  décomposition  en  facteurs 
premiers,  on  devrait  en  outre  le  retrouver  dans  l'autre 
nombre  et  par  suite  les  deux  facteurs  ne  seraient  pas  pre- 
miers entre  eux.  Il  est,  du  reste,  évident  que  cette  condition 
est  suffisante.  Il  n'y  a  donc  pas,  ici,  à  s'occuper  de  l'exposant 
de  chaque  facteur. 

En  général,  si  l'on  a  un  nombre  A,  dont  les  facteurs  pre- 
miers sont  a,  b,  c,  d,  ...  de  sorte  que  l'on  a 

k  =  aalA'lê  ... 
il  suffira,  pour  le  décomposer  en  un  produit  de  deux  nombres 
premiers  entre  eux,  de  mettre   chaque  facteur  premier  avec 
son  exposant  propre  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux  nombres 
cherchés. 

Cela  posé,  je  pourrai  former  l'un  des  nombres  (ce  qui  me 
donnera  immédiatement  l'autre)  en  prenant  de  toutes  les 
manières  possibles  un,  deux,  trou  . . .  des  facteurs  premiers 
différents  qui  entrent  dans  le  nombre  A.;  il  est  facile  de  voir 
que  le  nombre  de  groupes  que  j'obtiendrai  ainsi  sera  le  double 
du  nombre  de  produits  cherchés  ;  en  effet,  s'il  y  a  p  facteurs 
premiers,  quand  je  prends  un  groupe  de  m  quelconques  de  ces 
facteurs,  il  en  reste  un  groupe  de  ;;  —  m,  que  j'obtiendrai  en 
prenant  de  toutes  les  manières  possibles  p  —  m  des  facteurs 
donnés. 

D'après  cela,  je  pourrai  prendre,  dans  le  nombre  donné  : 
les  facteurs     un     à     un,  ce  qui  donne    4  produits 

—  deux  à   deux  —  6      — 

—  trois   à   trois  —  4      — 

J'aurai  ainsi  14  produits  ;  donc,  d'après  ce  que  je  viens  de 
dire,  il  y  aura  7  manières  différentes  de  décomposer  le  nombre 
3528o  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux.  J'ai  négligé  le 
produit  du  nombre  donné  par  1,  que  l'on  peut  considérer 
comme  ne  répondant  pas  à  la  question. 
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Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  même  périmètre,  trouver 
celui  dont  le  cercle  inscrit  est  maximum. 

Appelons  x,  y,  les  côlés  de  l'angle  droit,  z  l'hypoténuse,  et 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit. 
Nous  avons,  entre  ces  quatre  quantités,  la  relation 

x  ~\-  y  =  z  -f-  2R. 
Donc,  en  appelant  zp  le  périmètre,  nous  avons  immédiate- 
ment %  =  p  —  R. 

D'autre  part,  x  et  y  sont  liées  aux  deux  quantités  pet  R  par 
les  deux  équations   x2  -f-  rf  =  (p  —  R)2, 

xy  =  2»R, 
la  première  étant  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  pré- 
cède et  la  seconde  donnant  deux  expressions  du  double  de  La 
surface  du  triangle. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  x  et  y  comme  les  racines  de 
l'équation  X2  —  AX  -f-  B  =  o, 

on  a,  pour  déterminer  A  et  B,  les  relations 

B  =  2j?R, 
A2  —  2B  =  (p  —  R)2  ; 
donc  A2  =  (p  -f  R)a 

et  comme  A  doit  être  positif,  il  vient  A  =  p  -f-  R. 
Par  suite  L'équation  qui  donne  x  et  y  est 

X2  —  (p  +  R)  X  +  2pR  =  o. 
La  condition  de  réalité  dos  racines  est 
(p  -f-  R)2  —  fyR  >_o. 
A.  la  limite,  le  triangle  sera  isoscèle;   il  faut  pour  cela  t|ue 
l'on  ait  R2  —  6pR  -f-  p%  =  0  ; 

d'où  B  =p(3  ±2\Ç 

Comme  Rtloit  être  inférieur  à  p,  nous  devons  rejeter  le  signe 
-(-.  ei  par  conséquent,  R  devant  toujours  être  en  dehors  des 
deux  racines  pour  que  le   trinôme  soit  positif,  nous  voyons 
que  la  valeur  niaxiuia  de  R  est  donnéejpar  l'expression 
\i  =  p  (3  —  2V2) 


On  donne  un  point  B  dans  le  pion  horizontal,  h  o'",o4  de  la 
ligne  de  terre,  et  un  point  V  dans  le  pion  vertical,  éloigné  dé 
lu  ligne  de  terre  deom,o6;  on  donne  lu  longueur  de  la  droite 
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HV  de  l'espace,  longueur  qui  est  de  0,107.  Mener  par  cette  droite 
un  plan  faisant  un  angle  de  5o°  avec  le  plan  bissecteur  du  pre- 
mier dièdre. 

1°  Pour  déterminer    la  position    du  point  H,   le    point  V 
étant  pris  arbitrairement  sur  le  plan  vertical  à  0,06  de   la 


ligne  de  terre,  on  cherche  le  point  H\  de  cette  dernière 
ligne  situé  à  une  distance  de  V  égale  à  0,107.  Puis,  de  .la 
projection  horizontale  v  du  point  V,  comme  centre,  avec 
vHj  comme  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  ren- 
contre au  point  H  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée 
à  une  distance  de  4  centimètres.  La  ligne  vK  est  la  pro- 
jection horizontale  de  la  droite  donnée. 
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"2J  On  prend  connue  nouveau  plan  vertical  le  plan  de 
profil  passant  par  V.  On  a  ainsi  en  vB2  la  trace  du  plan 
bissecteur,  et  en  YJi.t  la  nouvelle  projection  verticale  de 
VH.  On  a  ainsi  immédiatement  le  point  d'intersection  de 
la  droite  VH  avec  le  plan  bissecteur;  ce  point  se  projette 
en  (c,  c'a). 

3°  Le  plan  cherché  rencontre  le  plan  bissecteur  suivant 
nue  droife  facile  à  déterminer,  car  elle  est  tangente  à  un 
cercle  obtenu  de  la  manière  suivante  :  son  centre  est  en 
o2,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  V2  sur  la  trace 
yB2  du  plan  bissecteur,  et  son  rayon  es!  le  côté  de  l'angle 
drnil  d'un  triangle  rectangle  dont  l'autre  côté  est  Y./),,  et 
l'angle  opposé  vaut  5o°.  En  rabaltant  le  plan  bissecteur  sur 
le  plan  horizontal,  on  peut  construire  le  cercle  précédent: 
le  point  C  se  rabat  en  c3  ;  de  ce  point,  je  mène  une  tan- 
gente au  cercle;  cette  tangente  rencontre  la  ligne  de  terre 
en  •/;  le  point  ac  appartient  aux  traces  du  plan  cherché:  du 
reste,  ces  traces  passent  l'une  par  H  et  l'autre  par  V.  On 
a  une  "seconde  solution  en  menant  la  seconde  (angeule, 
qui  rencontre  la  ligne  de  terre  en  p.  Le  second  plan  est 
HpV. 


(L'épure  est  à  l'échelle  de  — 


QUESTION  20 

Solution  par  M.  !..  Germain,  élève  au  Collège  ecclésiastique  de  Belley, 


On  considère  "»  cercle  de  centre  0,  un  diamètre  AB  et  In 
tangente  A  à  l'extrémité  B  de  ce  diamètre,  l.n  tangente  en  un 
point  quelconque  M  delà  circonférence  rencontre  A  en  un  point  G, 
par  lequel  on  mène  uneparallèle  à  AJB  jusqu'à  sa  rencontre  avec 
le  rayon  DM.  Soit  1  ce  point  de  rencontre;  trouver  le  lien  du 
point  l  quand  M  parcourt  la  circonférence  proposée.    (G.  L.) 

La  droite  GO,  qui  joint  lo  point  d'intersection  des  tangentes 
CB,  CM  au  centre  de   la  circonférence,    est  bissectrice  de 
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l'angle  JBOM;  les  angles  BOC,  COM  étant  égaux,  le  triangle 
OIG  est  isoscèle,  puisque  les  angles  ICO  et  COB  sont  égaux 

comme  alternes-internes ,  donc 
10  =  IG. 

Le  point  I,  étant  à  égale  dis- 
tance du  point  0  et  de  la  tan- 
gente A,  appartient  à  une  para- 
bole dont  le  foyer  est  le  point  0, 
et  la  directrice  la  droite  A. 

On  démontrerait  de  même  que 
toute  autre  position  du  point  I 
jouit  des  mêmes  propriétés. 

Donc,  le  lieu  du  point  I,  lors- 
que M  parcourt  la  circonférence, 
est  une  parabole  ayant  pour  foyer 
le  centre  0  de  la  circonférence 
et  pour  directrice  la  tangente  A  à  cette  même  circonférence. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  P.  et  R.  Godefroy,  à 
LyonjPigeaud,  à  Châteauroux;  Quintard,  à  Arbois;  Deville,  à  Lorient;  lïré- 
villé,  lycée  Louis-le-Orand,  à  Paris;  Puig,  à  Montpellier;  Finat,  à  Moulin-,  ; 
Dhaillot,  à  Nantes,  de  Longuy,  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris  ;  Kahls,  à  Greno- 
ble; Caffarel,  à  Marseille;  Barthe,  Mat  ha,  institution  Chassin,  à  Paris;  Vygy, 
à  Vitry-le-Français. 


QUESTION    21 


.Solution  par  MM.  Lenoir  et  Vail,  École  Albert-le-Grand  [Ârcueil. 


On  donne  un  cercle  du  centre  0,  un  diamètre  ÀB  et  les  tangentes 
A.  A'  aux  extrémités  de  ce  diamètre.  Une  tangente  variable  A" 
au  cercle  rencontre  A  en  C,  et  A'  en  D.  Par  le  point  C,  on  mené 
une  parallèle  à  AB,  parallèle  qui  rencontre  le  rayon  OD  en  un 
point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique  quand  A"  roule  sur 
le  cercle  0.  (G.  L.) 

(Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  ligure.) 

Abaissons  la  perpendiculaire  IH  sur  AB. 
Les  triangles  OIH,  IMG  étant  égaux  (BC  =  CM  =  IH,  MCI 
=  OIH),  il  en  résuste  que  01  =  IG. 


—   107  — 

Don»-  le  lieu    du  point  I  est  une  parabole  ayant  0  pour 
loyer  et  la  tangente  A  pour  directrice. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Simonet,  maître  répétiteur 
au  lycée  de  Ghaumont;  Euvert.  au  lycée  Louis-le-Grand  ;  Vazou,  collège  Rollin  ; 
Pigeaud,  lycée  de  Chàteauroux,  Thubiz,  à  Versailles  ;  Barthe  et  Matha,  institu- 
tion Massin,  à  Paris;  Puig,  à  Montpellier;  Quintard  à  Arbois;  P.  et  11.  Gode- 
lïoy.  à  Lyon. 


QUESTION  25 


Quatre  points  A,  B,  C,  D  étant  situés  sur  une  circonférence. 
démontrer  que  la  droite  M  qui  joint  les  milieux  des  arcs  opposés 
AD,  Bl!  coupe  à  angle  droit  la  droite  M  qui  joint  les  milieux  des 
autres  arcs  AB,  D(J.  Voir  ce  qui  arrive  si  trois  des  points  A,  B, 
G,  D  se  confondent  en  un  seul. 

Cette  propriété  est  absolument  évidente,  l'angle  formé  par 
les  droites  M  et  M'  avant  pour  mesure  la  moitié  d'une  demi- 
circonférence. 

Nota.  —  Celte  question  a  été  résolue  par  MAI.  Simonet,  au  lycée  de  Cliau- 
mont;  Vail,  H.  Lenoir,  école  Albert-le-Grand  (Arcueil)  ;  Pigeaud.  Berllieloi, 
à  Chàteauroux;  Perejol,  collège  du  Vigan;  Julet,  à  Laferté-Gaucher  ;  Pelletier, 
a  Blanzac;  11.  Godefroy,  à  Lyon;  Matha,  instituteur;  .Massin,  à  Paris;  Simon 
Dupais,  à  Lons-le-Laulnier;  Puig.  à  Montpellier;  Thubiz,  à  Versailles; 
Dérôme,  à  Valencienncs  ;  Quintard,  à  Arbois. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


44. —  Ou  considère  un  cercle  et  un  diamètre  AH:  d  un 
point  M.  pris  sur  la  circonférence,  od  abaisse  une  perpendi- 
culaire MP  sur  AB.  Soi!  G  le  milieu  de  PB.  Prenons  enfin 
entre  A  et  H  un  poinl  D  tel  que 

PB 

4 
Les  droites  MC  et  MD  rencontrent  le  cercle  eu   des  points 
C  el  D'.  Démontrer  que  l'on  a,  entre  Les    an      BM,   BC,    \D  . 
la  relation  MB  —  aBC  -f  AD.  (G.  L.) 
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45.  —  On  considère  un  cercle  C  et  deux  rayons  rectangu- 
laires OA  et  OB;  les  tangentes  aux  points  A  et  13,  supposés 
fixes,  forment  avec  une  troisième  tangente  mobile  un  triangle 
rectangle.  On  imagine  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  et 
l'on  propose  de  démontrer  que  ce  cercle  est  constamment 
tangent  à  un  cercle  fixe  que  l'on  déterminera. 

(G.  L.) 

46.  —  On  donne  l'axe  Ox.  le  sommet  O.  et  un  point  M 
d'une  parabole;  on  propose  de  construire  cette  courbe  point 
par  point  au  moyen  d'une  équerre.  (G.  L.) 

47. — Quelles  sont  les  heures  auxquelles  on  peut  faire 
permuter  les  deux  aiguilles  d'une  horloge  de  façon  que  la 
nouvelle  position  puisse  se  produire  par  le  mouvement  même 
de  l'horloge  ?  (Luisant.) 

48.  —  On  donne  une  circonférence  et  dans  cette  circon- 
férence une  corde  fixe  AB.  Soit  C  le  point  de  rencontre 
(.les  tangentes  en  A  et  B  à  la  circonférence  ;  on  prend  un 
point  M  quelconque  sur  la  circonférence,  on  mène  les  droites 
MA,  MB,  et  par  le  point  C  une  parallèle  à  la  tangente  en  M; 
celte  parallèle  rencontre  MA  au  point  P,  MB  au  point  Q; 
démontrer  que  PQ  est  constant.  (Mannheim.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 
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ÉnUATIONS  QUADRATIQUES 

Par  M.  Ci.  de  Longcliampg. 

[Suite,  voir  page  156.) 


5.  — Ou  peut  donner  à  l'équation  réciproque  du  quatrième 
degré  (sens  général)  une  l'orme  remarquable.,  en  établissant, 
comme  nous  allons  le  faire,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  On  peut  toujours  ramener  l'équation    réci- 
proque du  quatrième  degré  (sens  général)  à  la  forme  : 
a2X*  -f-  ax'J  +  px»  -f-  yx  -f  y2  ==  o. 

Supposons  B  différent  de  zéro,  car  si  B  était  nul  on  aurait 
nécessairement  D  =  o,  en  vertu  de  la  relation  établie  tuut 
à  l'heure,  AD2  --=  B2E, 

et  l'équation    proposée   serait  bicarrée,  cas  particulier  trop 
connu  pour  que  nous  ayons  à  nous  en  occuper  ici. 

Ainsi  B  n'est  pas  nul  et  nous  pouvons  poser 

A     v 

x  =  w  x 

X  est  une  nouvelle  inconnue  déterminée  par  l'équation 

-BVXl  +  4Xi  +  -§Xi+DX  +  D2  =  ° 

A2  AG 

et,  en  posant       —7-  =  •/,      — -  =  fi     D  =  y. 

on  a  bien     x'X4  -f-  xX3  +  fjXa  -f  yX  -f  f  =  0. 

6.  —  Sous  celle  forme  il  est  facile  maintenant  de  recon- 
naître que  l'équation  réciproque  (sens  général)  est  quadra- 
tique. 

Écrivons,  en  effet,  celte  équation  sous  la  forme 

*»X»+  £-+  *\  +  ^-  +  ^  =  0 

et  posons  *X  -| — —  =  y, 

./- 
on  en  tire  x*X*  H — ^—  =  y*  —  2ay, 
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et  l'on  a  pour  déterminer  y  l'équation 

V*  +  V  +  P  —  2aY  =  0. 
Si  l'on   désigne    par  y    et  y"  les   deux   racines   de    cette 
équation,  les  inconnues  cherchées  sont  les  racines  des  deux 
équations  :  aX2  —  y'X  -j-  y  =  o, 

Le  problème  proposé  se  résout  donc  au  moyen  de  trois 
équations  du  second  degré;  c'est  un  problème  quadratique. 

7.  —  Nous  ferons  ici  remarquer  que  dans  la  pratique  il 
n'est  nullement  nécessaire  de  faire  subir  à  l'équation  con- 
sidérée la  transformation  précédente.  Celle-ci  a  surtout 
un  intérêt  théorique  ;  et  elle  permet  d'écrire,  sous  une  forme 
symétrique  et  facile  à  retenir,  l'équation  réciproque  du 
quatrième  degré. 

Reprenons  en  effet  la  première  forme,  soit 

Ace4  +  Bec5  -f  Cx2  -f  Djc  +  E  =  o 
l'équation  proposée  ;  nous  supposons  que  l'on  ait 

E  =  ^- 

B2    ' 

auquel]  cas,  et    encore   une   fois  dans  le  sens  général  que 
nous  altribuons  à  ce  mot,  l'équation  est  réciproque. 
On  peut  écrire  celle-ci 

Aec*  -f-  Bec:!  +  Cx-  -f-  Dx  +  -^-  =  o 
A   /  T)2\  T) 

■&{**<*  +  •&)  +  B*  +  —  +  G  =  o 

et  en  posant  Bx  -j =  y 

on  voit,  comme  tout  à  l'heure,  que  l'équation  est  quadra- 
tique et  se  résout  par  trois  équations  du  second  degré. 

g.  —  Résolution  directe  de  Véquation  réciproque. 

On  peut  éviter,  pour  la  résolution  de  l'équation  réciproque, 
l'emploi  d'une  inconnue  auxiliaire,  et  décomposer  immédia- 
tement le  premier  membre  de  l'équation  en  deux  facteurs 
réels  ou  imaginaires  du  second  degré. 

D2A 
Posons      ?  =  Ace''  +  Bec3  +  Ccc2  -f  Dec  -j--?— - 


ce* 
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et  U  =  B  (B3  —  4ABG  +  8A2D)  ; 

on  voit  sans  difficulté  que  l'on  a 

/  ,     Bx         DA\2  U 

Si  l'on  suppose  U  <  o,  l'expression  sera  décomposée  en  deux 
facteurs  réels  du  second  degré;  si  U  =  o,  on  a  un  carré 
parfait;  enfin  dans  l'hypothèse  U  >  o  on  a  deux  facteurs  du 
second  degré  à  coefficients  imaginaires  et  de  la  forme  (a  -f-  bi). 

9.  —  Décomposition  de  l'équation  réciproque  en  deux  trinômes 
réels  du  second  degré. 

On  peut  éviter  d'ailleurs  la  décomposition  du  premier 
membre  de  l'équation  proposée  en  deux  facteurs  imagi- 
naires du  second  degré  en  opérant  comme  nous  allons 
l'indiquer,  et  conformément  à  la  méthode  de  Ferrari  pour  la 
résolution   de  l'équation   générale  du  quatrième  degré. 

Reprenons  l'équation  proposée  sous  la  forme 
a*x*  +  ours  -f-  ficc2  +yx  -f  f  =  o  ; 
on  peut  l'écrire 

(ax2-f-  ^  +  *)2  —  (20k— p-fiLa-f-(x--r\c—  As.+y«=o 

Disposons  maintenant  du  paramètre  X,  par  la  condition 

(à  -  r)2 = 4  (à2  -  Y»)(3  -,i  —  p + iy 

C'est  une  équation  du  troisième  degré  en  X,  mais  on  aper- 
çoil  la  racine  a  =  y  ei  cette  équation  peut  s'écrire 

(À  -  Y)    |  27.À2  +  X  (2<xY  -P)  +■  Y  (  l P)  |  =  o. 

L'équation  i-j!f  -|-  'y  (27.7  —  /)  -f-  Y  ( ÀJ  =  0 

a  deux  racines  réelles  ou  imaginaires,  Xt  X*.  Si  X  =  y  ne  donne 
pas  La  décomposition  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré, 
un  peul  être  certain,  bien  que  nous  ne  puissions  pas  en  donner 
ici  la  raison  sans  entrer  dans  de  longs  détails,  que  l'une  des 
racines  X  on  X"  donne  la  décomposition  désirée. 

Il  résulte  de  là  qu'une  équation  réciproque  (sens  général) 
du  quatrième  degré  pourra  toujours  se  décomposer  en  deux 
trinômes  réels  du  second  degré;  mais  la  méthode  que  nous 
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venons  d'exposer  est  surtout  avantageuse  quand  cette  décom- 
position réussit  avec  la  racine  X  ==  y. 

10.  —  L'équation  du  quatrième  degré  est  encore  quadra- 
tique dans  un  cas  particulier  remarquable,  cas  qui  présente 
la  plus  grande  analogie  avec  celui  des  équations  réciproques 
que  nous  venons  d'étudier. 

Le  cas  dont  nous  voulons  parler  est  celui  où  l'on  suppose 
que  les  racines  xlt  x2,  cc3,  a?4  jouissent  de  la  propriété  de 
pouvoir  être  séparées  en  deux  groupes  tels  que,  les  racines 
étant  convenablement  choisies,  la  somme  des  deux  racines 
qui  constituent  le  premier  groupe  est  égale  à  la  somme  des 
deux  autres  racines. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  et  par  des  raisonnements  élé- 
mentaires,-que  si  l'on  considère  l'équation 

x'*  -\-  pas3  -f-  qx"1  -f-  rx  -f-  s  =  o 
ayant  pour  racines  xu  x2,  xs,  xi7  la  relation 

8r  =  p(4q  —  p2) 
représente  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on 

cl  11  tXJj  H      «X-2  ■■    -  tï-g  ~~j —  oo^  j 

les  racines  étant  convenablement  groupées. 
Dans  ce  cas  l'équation  proposée  peut  s'écrire  : 

(x*  -f.  &  x  -f  —  V  —  -4-  +  s  =  o. 

\  2  pj  p»     ^ 

Son  premier  membre  se  décompose  en  deux  facteurs  réels 
ou  imaginaires  du  second  degré  ;  dans  tous  les  cas  le  pro- 
blème que  résout  l'équation  est  un  problème  quadratique. 

11.  —  Les  équations  du  troisième  degré  quadratiques  sont 
ordinairement  celles  dont  une  racine  peut  être  mise  en  évi- 
dence. Cette  remarque  très  simple  est  pourtant  souvent  utile 
et  nous  allons  l'appliquer  à  quelques  exemples. 

1°  Résoudie  l'équation, 

x3  —  3apœ  -f  a:j  -f-  V  =  o . 
On  a  identiquement 

x*  +  y3  +  z3  —  3xyz 
=  (x  +  y  +  s)(x2  +  f  +Z*  —  Zy  —  zx  —  xy). 
D'après  cette  remarque  l'équation  peut  s'écrire  : 

(x  -f  a  -f  S)(œ2  +  a2  +  p  —  ax  —  px  —  ap)  =  o. 
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On  aperçoit  la  racine  xti 

et  les  deux  antres  racines  sont  données  par  l'équation 

ce2  —  (y.  +  p)aJ  -f  a2  +  rf-  —  ap  =  o. 
I  !e  sont  des  nombres  imaginaires.  x2,  x3  ; 

xa  =  — 7-  («  —  P)' 

2°  Résoudre  l'équation 

J__  ï         ,  1        _j 1  _ 

x   "^    x  +  -/   "^    x  4-  [S   "^    x  -fa  -f  p  ~"  °* 
En  groupant  convenablement  les   termes,  on   écrit  cette- 
équation  sous  la  forme  : 

(2-c+*+4,W,+g,  +  .,*+,)'u +wl  =  °- 

On  aperçoit  ainsi  la  racine  a?!. 


ce,  =  — 


Les  deux  autres  racines  x2,  x3  sont  données  par  l'équation. 

2cc2  4"  2  (a  -j-  f^)  ce  -|-  yf'j  =  o. 
On  trouve  les  nombres  réels 


x,  =  -  ±±L  +  iv/3+3 

3°  Résoudre  l'équation 

(s  +  p)  (x  +  p  +  1)  (x  +  p  +  2)  (x+  p  +  3) 

—  (X  +  q)  (X  +  q  -f-   .)  (X  +  q .+  2)  (X  4-  q  -f    3)  =  O. 

C'est  une  équation  du  troisième  degré;  pour  apercevoir  une 
racine  de  cette  équation  on  peut  remarquer  que  l'on  a,  iden- 
tiquement, 

(x  -±  a)  (x  4-  a  4-  i)  (as  +  a  4-  2)   (x  +  a  +  3)   4-  1 
=  [(as  +  «}■  +  3  (a  +  a)  4-i]».  _ 
En    appliquant    cette    formule    1°    à   l'hypothèse   a    =  ;>; 
2°  en  supposant  x  =q,  on  trouve   que  le  premier  membre  de 
l'équation    proposée  se  décompose    en   deux    facteurs  :     on 
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trouve  d'abord  la  racine  xi 
x,  = 


p .  +  g  4-  3 


Les  deux  autres  racines  x2.  x3  sont  donnéespar  l'équation 
du  second  degré 

2jc2  -f-  2x(p  +  q  -j-  3)  +  p2  -j-  q2  -f  3p  -f  3q  -f  2  =  o. 

On  pourra  examiner  en  particulier  le  cas  où  p  =  </-)-  i 
et  aussi  celui  ou  p  =  g  -\-  2. 

12.  —  Nous  ferons  connaître  en  terminant  cette  note  un 
procédé  souvent  commode  pour  reconnaître  qu'une  équation 
donnée  est  quadratique.  La  méthode  dont  nous  voulons  parler 
suppose  que  dans  l'équation  donnée  un  certain  paramétre  a  entre 
au  second  degré,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  écrire  celle-ci 
sous  la  forme  Pa2  -f-  Qa  -j-  R  =  o, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  l'inconnue  x.  Si  la  fonction 
Q2  —  4PR  est  un  carré  parfait,  l'équation  se  décompose  en 
deux  facteurs  rationnels  et  le  problème .considéré  est  quadra- 
tique. 

Cette  remarque  s'applique,  bien  entendu,  aux  équations 
bicarrées  par  rapport  au  paramètre  considéré  a. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 
x3  —  (4m2  -j-  3)x2  -f-  4??i2(m2  -j-  2)cc  —  4(w4  —  1)  =  o. 

Il  est  assez  difficile  d'apercevoir,  sous  cette  forme,  une  ra- 
cine de  l'équation.  Ordonnons-la  par  rapport  au  paramètre 
m;  et  l'ayant  écrite  sous  la  forme 

4?n4(x  —  1)  -}-4m2x(2  —  x)  -f-  ce3  —  3x2  -{-4=0, 
si   l'on   cherche   à  décomposer  ce  trinôme  bicarré  en  m,    on 
trouve,  sous  le  radical, 

4[œ2(2  —  ce)2  —  (x  —  i)(x3  —   3x2  -f  4)]  =  4(x  —  2)2. 

On  peut  donc  écrire  le  premier  membre  sous  la  forme 


(x  —  2m2  —  2)Jjc2  —  (1  -f-  2m2)x  -\-  2  (m2  —  1 1 


)  _ 


0. 


On  a  ainsi  les  racines  de  l'équation  proposée:  l'une  xlf 
Xi  —  2(w2  -f-  1) 
et  les  deux  autres  x%,  xs,  fournies  par  l'équation 
x2  —  (1  -f-  2m2)x  -f-  2(m2  —  i)  =  o. 
On  vérifie  d'ailleurs  que  les  racines    de  cette  équation  sont 
réelles. 
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PROBLÈMES  ET  THÉORÈMES  D'ARITHMÉTIQUE 

Par  H.  E.  Catalan  [*). 


1.  — Problème  I.  — De  iàn  (inclusivement),  combien 
y  a-t-il  de  nombres  non  divisibles  par  des  nombres  premiers 
donnés,  [3,  y,  ...  tc? 

Soit  N  le  nombre  cherché.  On  sait  (**)  que 

^<'-Z(f)  +  Z(f)-S(^)+-  m 

Dans  cette  formule,  le  symbole  ( — ]   représente    le    plus 

grand  nombre  entier  contenu  dans  —  (***). 

2.  — Théorème  I.  —  Soit  n  un  nombre  entier,  compris  entre 
2k  et  2k+1  —  i  (inclusivement)  ;  soient  (3,  y,  S,  . . .  les  nombres 
premiers  supérieurs  à  2.  On  a 

''-S(f)  +  2(^)-Z(iF)+•••='■•+,(2)("', 

Dans  la  suife  1,  2,  3,  ...  ?). 

les  seuls  nombres  premiers  avec 

f$==  3,  y  =  5,  3  =  7,  ... 

sont  I,  2,  2'2,  23,    ...   2k. 

Ainsi,  N  =  k  +  1. 

3.  —  Remarque.  —  Dcn  =4  àn=  14,  le  premier  membre  se 


réduit  an  —  ^(  —  ) ; 


(*)  Extrait  des  Mémoires  de  lu  Société  royale  des  sciences  de  Liège. 
(**)  Mélanges  mathématiques,  p.  133.  —  Journal  de  Mathématiques  élémen- 
taires et  spéciales,  1K81,  p.   896,  etc. 

(•••)  Il  a  Ta  même  signification  que  celai  de  Lcgendre  :  K  ( — 1. 
"";  L'égalité    '-  .  à  1  >c- 1 1  près  évidente,  est  une  simple  variante  de  celle-ci  : 

•-z(7>+z(5)-zte)+--'. 

qu'on  trouve  à  la  page  13t  des  Mélanges. 
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De  n  =  i5  à  n  =  104  (*),  ce  premier  membre  se  réduit  à 

-Z(t)  +  Z(£)' 

et  ainsi  de  suite. 

4. — Problème II. —  Connaissant  les  notnbres  premiers  qui 
ne  surpassent  pas  n,  trouver  combien  il  y  a  de'nombres premiers 
compris  entre  n  -f-  1  et  211. 

Soit  -k  le  plus  grand  nombre  premier,  non  supérieur  à  n. 
De  1  à  211,  les  nombres  non  divisibles  par 

(3  =  3,     y  =  5,     0  =  7,  . . .  7r. 
sont,  d'une  part.  1,  2,  22,  ...  2fc+1  ; 

et,  en  second  lieu,  les  nombres  premiers  compris  entre 
n  -\-  1  et  211.  Soit  cela  quotité  (**)  de  ceux-ci.  Nous  avons,  en 
vertu  de  l'égalité  (2), 

5.  —  Application.  — E^/re  25  ei  5o.  combien  y  a-t-ilde 
nombres  premiers  ? 

Dans  cet  exemple, 

n  =  25,  2?).  =  5o,  /i  =  4. 
En  outre,  les  diviseurs  simples  sont  : 

3,  5,  7,  11,  i3,  17,  19,  23; 
et  les  diviseurs  composés: 

i5.  21,  33,  39,  35. 
Par  conséquent, 

6  +  œ=  5o—  [i6-fio-f-7-f4  +  3-|-24-2-{-2] 
-f  [3  +  2+  1  +  1  +  1]; 
d'où  x  =  6. 

En  effet,  entre  25  et  5o,  il  y  a  six  nombres  premiers  ;  savoir: 
29,  3i,  37,  41,  43,  47. 

6.  —  Remarque.  — La  combinaison  des  égalités  (2),  (3)  donne 
celle-ci  : 

n  15  =  3.5,  104  =  3.5.7  —  *■ 

(**)  J'emploie  ce  mot  pour  éviter  :  nombre  des  nombres. 
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+z[^)-<p)]--        ! 

Pour  simplifier  le  second  membre,  on  peut  s'appuyer  sur 
la  proposition  suivante. 

7.  —  Lemme  —  Selonquei  — — J  est  pair  oit  impair, 

(irH(r) 

t^a/e  sero  ow  un. 
1°  De  2?i  =  a  .2a  -f-  ?" 

.  ,  ,     .  ,7' 

on  déduit  n  =  wj.  -\ . 

2 

Donc,  à  cause  de  r  <  a,  a  est  le  quotient  entier  de  n  par  a  (*). 
Autrement  dit  : 

2°  Soit  2ii  =  a  (2u  -|-  0  4"  r  j 

a  -f-  r 
et.  par  conséquent      n  =  au  -( . 

a  — I—  ï* 
De  r  <  a,  on  conclut  — ! —  <  a  :  a  &>•£  /(?  quotient  entier 

2 

^e  n  par  a.  Nous  avons  donc,  simultanément, 

(7H+':e)^  (tI-S- 

8.  —  Revenons  à  la  formule  (4).  En  vertu  du  lemme. 
chacun  des  binômes  soumis  au  signe  2  éyale  o  ou  i,  selon  que 
son  premier  terme  est  pair  ou  impair. 

D'après  cela,  si  l'on  appelle  : 

lu  le  nombre  de  ceux  des  quotients  f— —  J,  qui  sont  impairs; 
12,  le  nombre   de    ceux  des  quotients  (——  ),  qui  sont  impairs: 

l'égalité '(4)  peut  être  énoncée  ainsi: 
(*)  Cu  i>ciit  théorème  se  trouve  dans  tous  les  Traités  d'arithmétique. 

JOUHNAL    DK  MATH.    KLKM.    1882.  8. 
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Théorème  II.  —  En  conservant  les  hypothèses  et  les  déno- 
minations précédentes,  on  a 

x==k-li  +  li-l3  +  ...  (A) 

9.  —  Application.  — Entre  25  et  5o,  combien  y-a-t-il  de 
nombres  premiers  ? 

Je  divise  5o 

par  3,     5,     7,     11,     i3,     17,     19.     23  ; 

+  + 

puis  par  i5,     21,     33,     39,     35, 

+.  .+     +      + 

en  négligeant  les  quotients  pairs. 

Je  trouve  lt  =  2,  /2  =  4  ;  donc 

œ  =  4  —  2  -{-.4.=  6; 

comme  ci-dessus. 

10.  —  Autre  application.  —  De  61  à  120,  combien  ya- 
t-il  de  nombres  premiers? 

n  =  60,     k  =  5. 

Dividende  :  120 

Premiers  diviseurs  : 

3,     5,     7,     11,     i3,     17,     19.     23,     2q,     3i,     37, 

+  +      +  +  +      + 

41,    43,     47,     53,     59  lx  =  6. 

Deuxièmes  diviseurs  : 

i5,     21,     33,     39.     5i,     57.     69.     87.     93.     ni,     35. 

+      +      +  +++       +       + 

55,     65,     85,     95.     n5,     77,     91.     119 

+      +      +       +       +      +      +        «i=î5. 
Troisièmes  diviseurs  :  1 0  5 

as=5  —  6  — f—  1 6  —  1  =  1 3 . 

Les  treize  nombres  premiers  compris  entre  61  et  120  (in- 
clusivement) sont 
61  j  6j,  71,  73,  79,  83,  89.  97.  101,   io3.   107.   109.   1 1 3 . 

11*  —  Remarque.  —  Si  l'on  admet  qu'entre  11  -f-  1  et  2u> 
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il  ij  a,  au  moins,  un  nombre  premier  (*),  l'égalité  (A)  donne 

k—  *,  +  k  —  k  +  '"V..t.  (B) 

Inversement,  si  l'on  pouvait,  a  priori,  établir  la  relation  (B). 
le  postulation  serait  démontré  (**). 

12.  —  Théorème  III.  —  n  étant  toujours  un  nombre 
entier,  compris  entre  2k  et  2k  +  '  —  i,  soient  [i,  y,  3,  ...  les 
nombres  premiers,  supérieurs  à  2.  Soient,  en  outre: 

Xj  le   nombre  de  ceux  des  quotients  (  -^— ),  qui  sont  impairs  : 

X2  le   nombre  de  ceux  des  quotients  (  — —  ),  qui  sont  impairs  : 

\  py  / 

On  a  Xt  —  Xa  -f-  >.,  —  "•  =  k.  (C) 

Ce  théorème,  conséquence  des  égalités 

*-S(i)  +  2(i)  -■••  =  *  +  ■     <*> 
—  Z(f)  +  Z(f)  --  =  *  +».w~) 

résulte  aussi  du  théorème  If. 

Soient,  en  effet,  p,  t.  0,  ...  w  les  ,x  nombres  premiers,  com- 
pris entre  n  -f-  i  et  an. 

Chacun  des  quotients  l V  (——  J,  (-y-),  • .  •  égale  i  ;  et 

chacun  des  quotients  (-^— )>  (— —  )>  •  ■  •  e$l  nul  (****),  Donc 

Xt  =  ll  -j-  a",      A2  ~  /,,,      /„  r=  /3,    ... 
Par  suite,  l'égalité  (A)  devient 

x  =  le  —  (X,  -  x)  +  Àj  -  À,  -f  . . .  » 

OU  )■!  —  /,  -f  /,—    ...    =  A".  "  (C) 

13.  —  Application.  —  n  =  2  5,  /. •  =  4. 

Iiiiiilt'iiile  :  5o. 

[•]  Celte  proposition  De  diffère  pas, «M  fond,  du  pwfttfafHffl  <l«>  M    Hcrtrnnil. 
démontré  pu  M-  Tehebychei    Juumul  de  Lùwvillc,  t.  XVII,  p.  J81  . 
••    Nouvelle  Correspondance auUhémaliqm,  t.  VI,  p.  JOJ. 
i"*)  Voyez  les  paragraphes  8  el  8 

••••]  A  cause  de  [J,      a,P      »• 
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Premiers  diviseurs  : 
3,  5,  7,  ii,  i3,  17,  19,  23,  29,  3i,  37,  41,  43,  47 

+   + 


+ 

+ 

+ 

+  +  " 

Deuxièmes  diviseurs  : 

i5, 

21, 

33, 

39, 

35. 

+ 

8 

+ 
—  4  = 

+ 
=  4. 

+ 

Â2  =  4 


14.  —  Remarque.  —  La  fonction  qui  constitue  le  premier 
membre  de  l'égalité  (G)  dépend,  uniquement,  de  n  :  appelons-la 
F  (n).  Celte  fonction  conserve  la  même  valeur  quand  n  varie 
entre  2k  et  2k+1  —  1  (inclusivement).  En  outre,  chaque  fois 
que  11  dépasse  une  nouvelle  puissance  de  2,  F  (n)  augmente  d'une 
unité.  Cet  exemple  de  discontinuité,  analogue  à  celui  que 
présente  la  fonction  E(x),  nous  paraît  remarquable. 

15.  —  Sur  une  équation  indéterminée.  L'identité 

(a-fp)2(a—  2p)2(p  —  2a)2  +  27a2l62(a—  P)2=4(oc2  —  *$  +  F)5,  (D) 
facile  à  vérifier,  donne  une  infinité  de  solutions,  en  nombres 
entiers,  de  ce2  +  3*/2  =  z:}.  (5) 

En  elfet,  on  peut  prendre 

œ=i(a-|-p)(a  —  20)  (|ï—  2a),y=-«0(*  — P)« 

z  =  a2  —  ap  -j-  pa.  (6) 

Ces  valeurs  seront  entières,  si  a,  (3  sont  de  mdme  parité. 

16.  —  Remarque.  —  Ces  formules  ne  donnent  pas  toutes  les 
solutions.  Par  exemple,  on  n'en  saurait  déduire 

17.  —  Autres  identités. 

(a2  +  62)*  =  (a*  —  6a262  -f  61)2  -f  [4(a2  —  6«)a6]8 
—  (a*  _j_  6*)s  _j_  (2a3^2  _|_  (2a1*»)»  -f  (2a63)2.   '     (E) 
Ainsi,  (a2  -f-  ô2)4  es/  :  tm  carré  ;  une  somme  de  deux  carrés; 
une  somme  de  quatre  carrés.  Généralement,  ce    nombre   n'est 
pas  la  somme  de  trois  carrés. 

M.  Realis,  à  qui  j'avais  communiqué  les  identités  (D),  (E), 
m'a  répondu  par  l'intéressante  note  suivante  : 
I.  La  résolution  de  l'équation 

x*  -f  iif  =  s3 
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en  nombre  entiers  se  rattache  directement  à  la  théorie  géné- 
rale développée  par  Lagrange  dans  le  §  IX  des  Additions  à 
l'Analyse  indéterminée  d'Euler. 

Le  nombre  z,  diviseur  du  premier  membre,  ne  peut  être 
que  de  la  forme  a2  -f-  3[i2;  on  a  donc  l'identité 

a\x3  —  9J52)2  -f  3£2(3x2  —  3,62)2  =  (a2  +  3?i2)2. 

Quant  à  l'égalité  42  -\-  3. 4*  =  4%  où  42  est  facteur  com- 
mun à  tous  les  termes,  elle  ne  conduit  pas  à  une  solution: 
car  en  écrivant,  comme  on  doit  le  faire,  1 2  — J—  3  .  1 2  =  4. .  1 3, 
on  n'a  pas  un  cube  dans  le  second  membre. 

Quant,  enfin,  à  l'identité 

(oc  -f  p)8(cc  —  2p/-(3  —  2a)'1  -f  2y%y(-j.  —  p)2 

^  =  4(a2  -  ^  -f  pf,    ^ 
rapportée  par   M.  Catalan,  elle  n'est  manifestement  qu'une 
transformée  de  celle  qui  précède. 

II.  L'expression  (a2  -\-  62)4  est  assurément  :  un  carré,  — une 
somme  de  deux  carrés,  —  une  somme  de  quatre  carrés.  On 
ne  peut  pas  affirmer  qu'elle  est  généralement  une  somme  de 
trois  carrés  effectifs, puisque  (i2-{-i2)4=  16,  par  exemple,  ne 
l'est  pas.  Cependant,  pour  des  nombres  a,  b  premiers  entre 
eux  (ou  simplement  inégaux),  on  peut  mettre  en  évidence, 
par  des  formules,  que  l'expression  considérée  est  toujours 
une  somme  de  trois  carrés. 

1°  Si  a  et  b  sont  premiers  avec  3,  posons  l'identité 
a*  +  (a  +  3hy  =  (0  +  /i)2  -f  (a  +  2/1)2  +  (2/1)2,  |    1 
dans  laquelle  on  prendra  a  premier  avec  h  ;  il  s'en  déduit, 
par  l'emploi  répété  de  la  formule  connue 

(»■  +  pi  +  fy  =  («■  +  pi  _  f)*+  (aœr)«  +  (3pY)s 
le  théorème  général  exprimé  par  la  relation 

[a2  -f  (a  -f  3/»)2]  -  =  A2  +  B2  -f  C2, 
ou  A,  B,  C  sont  des  entiers  dont  aucun  n'est  nul,  et  m  est 
une  puissance  de  2. 

Il  s'ensuit,  comme  corollaire,  que  :  a  et  6  étant  deux  entiers, 
dont  un  seul  cl i visible  par  3,  et  m  désignant  une  puissance 
de  2,  l'expression  [2(a2  -f-  b2)]"1  est  la  somme  de  trois  carrés. 


(*)   Lettre  de  M.  Catalan    ù  D.  B.    Boacompagni,   en   date   de  «  Liège, 

1")  décembre  18b0  ». 
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4°  Si  l'un  des  nombres   a,  b,  premiers  entre  eux,  est  un 
multiple  de  3,  par  exemple,  a  =  3a' >  on  pose  l'identité 
(9a2  -f-  &2)2  —  (7a'2  —  62)-  -f  i6a'2(a'  -f  b)*  -f  i6a'2(a'  —  6)2, 
et  l'on  en  déduit,  comme  ci-dessus,  la  relation 

(9a2  -f  b2)m  =  A2  -}-  B2  -f  G2, 
en  nombres  entiers,  m  étant  une  puissance  de  2. 

Observation.  —  Tout  ce  qui  précède  est  entièrement  indé- 
pendant de  la  Théorie  des  nombres  proprement  dite;  on  n'y 
lait  usage  que  de  formules  directes,  exprimant  les  proposi- 
tions, et  indiquant  en  môme  temps  les  calculs  à  eiï'ectuer. 
Mais  si  l'on  sort  des  éléments,  et  que  l'on  s'appuie  sur  les 
théorèmes  de  l'arithmétique  supérieure,  toutes  les  proposi- 
tions énoncées,  et  bien  d'autres,  se  présentent  comme  des 
conséquences  immédiates  de  ce  principe,  que  :  tout  bicarré 
impair,  autre  que  l'unité,  est  la  somme  de  trois  carrés.  D'après 
ce  principe  (qui  ne  se  démontre  pas  à  l'aide  de  simples 
identités  algébriques),  un  nombre  de  la  forme  (a2  -f-  b2)*  est 
toujours  décomposable  en  trois  carrés,  s'il  ne  se  réduit  pas  à 
une  puissance  de  2. 


SOLUTION  DES  PROBLÈMES 

DONNÉS  AU  CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  SAINT-CYR  (1882 


Etant  donnés  un  cercle  de  rayon  r,  et  un  point  A  dam  son 
plan,  à  une  distance  d  du  centre,  on  suppose  menée  par  le  point 
A  une  sécante  telle  que  la  somme  des  carrés  des  segments  com- 
pris entre  ce  point  et  les  points  d' intersection  avec  la  circonfé- 
rence soit  égale  a  un  carré  donné  m2.  Démontrer  que,  si  y.  désigne 
l'angle  que  la  sécante  fait  avec  le  diamètre  passant  par  le  point  X, 

m2  —  2i-2 

on  aura  la  formule       cos  2*  = ; :  il) 

2d2 

Discussion  —  Limites  de  m,  quand  on  fait  varier  a,  le  point 
A  étant  à  l'intérieur  du  cercle. 

Les  valeurs  des  segments  AB  et  AG  sont  les  racines  de 
l'équation  ?-2  =  d*  -\-  x*  —  2dx  cos  a 
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fournie  par  la  considération  du  triangle  OAB  un  du  triangle 
OÂG.  En  écrivant  cette  équation  sous  la  forme 

■  >:•  —  2dx  cos  x  -\-  d%  —  r2  =  o. 
nous  avons,  pour  déterminer  l'angle  a,  la  condition 

4</2  cos2  a—  2(l2  +  ir%  =  m2; 
ou  bien,  en  divisant  par  21I2: 

m*  —  2r2 

2  cos2  a  —  1  = : . 

2d2 

C'est  bien  la  relation  (1)  à  établir. 

Pour  rpue  l'angle  2-j.  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  le  carré 
de  son  cosinus  soit  inférieur  à  l'unité,  ce  qui  donne 

(m2  —  2r2)2  —  ^d1  <  O 
ou  [m2  —  2{r2  —  d2)]  [m2  —  2  [r2  -f-  d2)]  <  o. 

Donc,  d  étant  inférieur  à  r,  on  voit  que  m2  doit  être  com- 
pris mire  2  (r"  —  d2)  et  2  (r2  -f-  d2). 

La  valeur  minima  correspond  àa=  90";  la  valeur  niaxi- 
ma  correspond  à  oc  =  o.  ce  qu'il  serait  facile  de  vérifier  par 
une  figure. 

La  formule  (1;  étant  admise,  calculer  l'angle,  a  à  un  dixième 
de  seconde  près  en  supposant: 

(a)  La  distance  d  égale  au  plus  grand  segment  du  rayon  divisé 
en  moyenne  et  extrême  raison,  et  m  égal  au  double  de  la  moyenne 
proportionnelle  entre  r  et  d  ; 

(b)  d  =  4  r  et  m  =  d  YT. 

3 

Le  premier  cas  nous  donne 

YT—  1 

cos  2%  =  =  2  sin  iS*\ 

2 

et  x  =  2  5°  34'  49".  1 . 

La  seconde  hypothèse  donne 

COS  2a    = 

4 
d'où  y.  =  69".  17'.  42".  ~ . 


On  connaît,  dans  un  triangle  ABC,  cfeuo;  co7és  l>  et  c,  <•/  j'ort 
SOÏJ  7(tc'  ce  triangle  est  équivalent  au  triangle  egu/latcral  cons- 
truit tur  le  troisième  côté  a.  Calculer  ce  côté  b  r/  l'angle  A.  — 
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On  établira  les  deux  équations  propres  à  déterminer  chaque  in- 
connue indépendamment  de  l'autre,  et  on  montrera  laconcordance 
des  résultats  que  fournil  leur  discussion. 

On  a  d'abord,  entre  les  données  et  les  inconnues,  l'équa- 
tion a2  =  b2  -f-  c8  —  26c  cos  A. 
Puis,  la  condition  énoncée  donne 

a2y    3   =  26c  sin  A. 
L'élimination  de  a  se  fait  immédiatement  et  donne  l'équa- 

f&2  -f  c2)  \JT 


tion  sin  A-f  y  3    cos  A  = 

On  en  tire  sin  (A  -j-  60)  = 


26c 

(62  +  c2)\/~3 


46c 
La  condition  de  réalité  est 

3(62  +  c2)2—  i662c2<  o 

ou  bl  —    —  b2c-  -+-  c4  <  o. 


Cette  condition  devient 
D'autre  part  un  a 


(62  — 3c2)(62 J-c2)  <  o. 


26c  sin  A  =  a\l  3 

26c  cos  A  =>6a  -f-  c2  —  «2; 

-1-  sin  A-f  -^—  cos  A  =  (62  -f-  c2)  sin  (  A  -J-  -^-  j  ; 

en  élevant  au  carré  et  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 
pour  déterminer  a 

46  V  =  3  a1  +  (62  +  c2  —  a2)2 
ou  4a1  —  2a2(62  +  c2)  +  (62  —  c2)2  =  o. 

La  condition  de  réalité  est 

(62 -f  c2)2  —  4(62  —  c2)2    |    o, 
ou.  en  changeant  les  signes, 

W  —  io62c2  +  3c4    |    o. 
ce  qui  est  bien  la  même  condition  que  précédemment. 

Cette  relation  nous  apprend  que  le  rapport  — ,  qui    est   cs- 

v/~3        1— 
scntielleinent  positif,  doit  être  compris  entre  — —  et  \   3. 
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EPURE 

\j~>  deux  premières  parties  sont  des  questions  qui  se  font, 
dans  tons  les  coins  ;  nous  ne  croyons  donc  pas  devoir  y 
insister. 

Pour  la  troisième  partie,  nous  avons  employé  la  construc- 


fcioD  suivante  :  par  le  poinl  (o,  o)  nous  avons  mené  une  paral- 
lèle (oi,  o'%)  à  (sb,  *■&')  jusqu'à  la  rencontre  avec  le  plan  do 
base,  en  (t,  x)  ce  point  est  un  poini  de  la  section  cherchée; 
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il  suffit  de  construire  le  parallélogramme  dont  les  sommets 
sont  sur  les  arêtes  BC,  BA,  SC,  SA,  et  dont  les  côtés  sont 
respectivement  parallèles  à  SB  et  AC.  On  obtient  ainsi  le  pa- 
rallélogramme (nnpq.  m'rip'q)  que  l'on  rabat  facilement  sur 
le  plan  de  la  base. 


QUESTION  15 

Solution  par  MM.  André  G.   de  tv  Chesnais,  de  Saint-Louis,  et  Pierre 
Q.  l\  Chesnais,  de  Henri  IV. 


Construire  un  triangle  connaissant  un  anale,  la  bissectrice  et 
la  différence  entre  les  côtés  qui  comprennent  l'angle  donné.  (Le 
lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure.) 

Je  suppose  le  problème  résolu.  Soient  BD  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  B  sur  la  bissectrice  et  prolongée 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  côté  AC!.  et  IK  une  parallèle  à 
cette  droite  passant  par  le  pied  de  la  bissectrice  et  rencon- 
trant xVC  en  K.  On  a 

AB  AD  IB  KD 

ou 


AC  AC  IG  KC 

Or,  je  puis  construire  géométriquement  AK  ;  soient  donc 
AD  =  ce,  DC  =  a,  AK  =  k  ; 

j'ai  l'équation         . = ; — 

x  -\-  a  x  -\-  a  —  k 

qui  peut  s'écrire 

2x*  —  2  (k  — a)  x  —  ak  =  o. 

Les  racines  sont 

/.:  —  a±\]  k2  -f  a- 

2 

Elles  sont  faciles  à  construire  ;  la  racine  négative  répond 
au  cas  ou  l'on  donne  l'angle  extérieur  et  la  bissectrice  de 
cet  angle. 

rs'oTA.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Caffarel,  à  Marseille. 
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QUESTION  21 

Solution  par  M.  P.  6.  LA  Chesnais,  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  un  cercle  de  centre  U,  un  diamètre  AB  et  les 
tangentes  A,  A'  aux  extrémités  de  ce  diamètre.  Une  tangente 
variable  A*  au  cercle  rencontre  A  enC,  età'  en  I).  Par  le  point 
G  on  mène  une  parallèle  qui  rencontre  le  rayon  OD  en  un  point 
I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique  quand  A'  roule  sur  le 
cercle  0  —  (G.-L.)  —  (Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  ligure) 

Abaissons  la  perpendiculaire  IH  sur  AB. 
Les  triangles  rectangles  OIH,  OCA  étant  semblables,  il  en 
résulte  la  proportion 

AG  OH  IH2 

77a  =  1h   ou-ôh  =K- 

si  j'appelle  H  le  rayon  du  cercle.  Le  lieu  du  point  I  est   donc 
un  système  de  deux  paraboles  ayant  toutes  deux  leur  sommel 

en  0,  AB  pour  axe  et —  pour  paramètre. 

NOTA.  —  La  solution  donnée  dans  le  numéro  de  juillet  est  inexacte. 


QUESTION   22 
Solution  par  M.  Sihonet,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Chaumont, 


On  partage  une  droite  fixe  AB  en  deux  parties  par  un  point 
mobile  G:  sur  chacun  des  .segments  A.C,  BC  on  construit  des 
triangles  équilatéraux  ADU,  GEB;  on  demande  : 

/"  Le  lieu  géométrique  du  milieu  du  côté  DE  du  triangle  CDE  ; 

2°  Le  lieu  de  so)i  centre  de  gravité; 

3°  Le  lieu  rlu  point  de  concours  des  hauteurs; 

4°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit: 

'j°  De  déterminer  le  point  G  de  façon  que  la  somme  des 
Volumeë  engendrés  par  les  deux  triangles  tournant  autour  de 
AB  soit  minima. 
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Joignons  FC   et  soit  FF'  parallèle   à    AB.    En    abaissant 

EN.  F'H',  FH  perpendiculaires 
sur  AB  et  joignant  FN  on  a 
F'H'  BF 


EN 


or 


EN 


BC  \J  3 


BE  ' 

n 


BF' 


NF  = 


AG  +  BC 


ABy 


-=constantc 


F'H=FH  =  BCV3    x   AC  +  BC 
2BC  2 

Le  lieu  du  point  F    est  donc  une  parallèle  à  AB  menée 
par  le  point  F. 

2 
2°  Le  centre  de  erra  vite  G  du  triangle  DCE  est  aux  — -  de 

la  droite  FC  à  partir  de  C.  Soit  GI  perpendiculaire  sur  AB. 

Un  a  GI  '=  4"  HF 

ou,  en  remplaçant  FH  par  sa  valeur  trouvée  précédemment, 

AB 
GI  =        /—  =  constante. 
2  V  3 

Le  lieu  du  point  G  est  une  parallèle  à  AB  menée  par  G. 

3°  Soit  0  le  point  de  concours  des  hauteurs;  menons  OK 

parallèle    à    AB,  et   OL    et   KM    perpendiculaires  sur  AB. 

L'angle  PDC  valant  3o°.     PC  = = .    Or   le    trian- 

22 

gle  OEK'  étant  isoscèle,  OK'  =  EK. L'angle  K'OP  valant  3o°, 


Donc 


<JK  =  PC  -f-  PL"  = 


AC  -f  EK'         AC  +  EC  —  CK' 


ou  encore 


mais 


CK  = 


KM  = 


AB 


KB  \/'- 
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et  KM  =  OL.  K'C  =  KB; 

.                              OT         AC  +  BC  \/T        AB\T 

donc  OL  =  ' x  - —  =  - — — — 


Lo  lieu  géométrique  du  point  0  est  encore  une  parallèle 
à  AB  et  cette  parallèle  se  confond  avec  celle  menée  par  le 
point  G. 

4°  Le  centre  I  du  cercle  circonscrit  au  triangle  DCE 
s'obtient  en  élevant  des  perpendiculaires  sur  les  milieux 
des  côtés  DC  et  CE.  Quelle  que  soit  la  position  du  point  C 
sur  AB,  ces  perpendiculaires  passeront  toujours  par  A  et  B 
et  formeront  avec  AB  des  angles  de  3o°.  De  sorte  que  le 
triangle  AIB  est  fixe;  son  sommet  Test  aussi  et  I  est  situé 
sur  le  lieu  des  points  0  et  Gr. 

5°  Soit         AC  =  2X,     BC  =  2y,     AB  ==  ia. 

Le  volume  engendré  par  ADG  est  27cx8;  le  volume  engendré 
par  BEC  est  i-zy*  ;  la  somme  à  rendre    minima    est  x*  -f-  \f. 

Or    x:i  -f-  y3  =  (x  -f-  y)3  —  3xy(x  -{-  y)  =  a3  —  3axy. 

Ceci  montre  que  le  minimum  de  x3  -f-  y3  correspond  au 
maximum  de  xy,  c'est-à-dire  quand  x  =  y. 

Donc  C  est  le  milieu  de  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  La  même  question:  MM.  Y.izou,  élève  au  collège 
Rollin  ;  Pigeaud,  au  lycée  de  Châteaurous;  Vigy,  à  Vitry-le-François;  Deville, 
,i  Lorient. 


QUESTION  27 

.Sol  u  lin  h  par  .M.  Plu.,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


Le  nombre  n  étant  entier,  on  demande  de  vérifier  les  proposi- 
tions suivantes: 

1°  (211  -f-  t)5  —  (211  -j-  1)  est  divisible  par  240. 

Celte  expression  peut  s'écrire: 

(an+-i)  [(2n-fl)«  -  1]. 

On  sail  déjà  que,  si  (2/1 -f-i)  n'esl  divisible  ni  par  5,  ni 
par  3,  1«  second  facteur  est  divisible  par  5  el  par  3. 

D'autre  part  on  a  : 
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(2»-f-i)4  —  i  =  [(2n+  i)2—  i][(2n  +  i)«  -+  i]  =  8n(n-f  i) 

(2?l2    -f"    2»    -)-    i). 

Sous  celte  forme,  on  voit  facilement  que  ce  nombre  est 
divisible  par  16;  or,  les  nombres  3,  5,  16  étant  premiers 
entre  eux  deux  à  deux,  on  en  déduit  que  l'expression  con- 
sidérée est  divisible  parle  produit  3  X5X  16,  ou  240. 

2o  32n  +  2_  gn  —  9  est  divisible  par  64. 

Cette  expression  peut  s'écrire 

(8  +  i)',  +  1  —  8(n  +1)—  1; 
or,  (8-)-  i)"+1  —  1  est  un  multiple  de  8 -f-  1  —  1,0118;    le 
quotient  est: 

(8  +  1)»  +  (8  -f  ï)»+i  +  ... +(8+i)+i. 

On  voit  facilement  qu'il  est  un  multiple  de  8,  augmenté 
de  (n  -(-  1). 

Par  suite  l'expression  devient 

8  [to8  -f  («  +  1)]  —  8(n  -f  1). 

On  voit  donc  que  cette  expression  est  divisible  par  64. 

30  3211+3  _j_  _j_on  —  07  est  divisible  par  64. 

Celte  expression  s'écrit 

33   _    3211  —  2J  -f-  40W,  OU    27(9"  —   i)  -|~  40». 

Or  9" —  1  est  divisible  par  8;  le  quotient  est  de  la  forme 
Sp  -f-  n. 

Donc  l'expression  devient 

27  .  8[8p  -f-  11]  -f-  40/1  =  m64  -f-  £[27  -f-  5]  n  ; 
on  en  déduit  facilement  la  proportion  énoncée. 

40  321!  +  1  _|_  2n  +  2  est  divisible  par  7. 

L'expression  peut  s'écrire 

3    .    32»    _J_  4    #    ol», 

Or  32"  =  my  -f-  2". 
Donc  l'équation  devient 

my  -f-  (3  +  4)  —  2". 
Sous  cette  forme,  on  voit  bien  qu'elle  est  divisible  par  7. 
go  3211  +  2  _|_  2en-i  esi  divisible  par  1 1 . 
L'expression  devient 

9  .  32"  -f  2  .  82r. 
Or  32"  =  toi  1  —  2";  82"  =  mi  1  —  2". 
Donc,  on  a  toi  1  —  11  .  2",  c'est-à-dire  uu  multiple  de  1 1. 
0°  3  .  52n  +  1  -+-  2  .  :,"  +  1  est  divisible  par  17. 
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Eu  effet,  cette  expression  peut  s'écrire 

i5  .   25"  -f  2  .  8". 
Or  25"  =  m  17  -f-  S". 

Donc  on  a  m  17  -f-   17  .  8",  ou  un  multiple  de  17. 
7a  L'expression  3  '  " +  4  —  4:î  " +  s  est  divisible  par  17  (*). 
En  effet,  cette  expression  devient 
8i"  +  '_  64" +  1, 
qui  est  divisible  par  81  —  64  ou  17. 


QUESTION  38 

Solution  par  M.   Bablon,  élève  du  Collège  d'Epinal. 


On  considère  un  cercle  0  et  deux  diamètres  rectangulaires  AB 
et  GO.  Soit  T  /a  tangente  au  point  A  cf  M  un  point  quelconque 
de  T,  supposé  mobile  sur  celte  droite;  de  ce  pointM.  on  peut  mener 
au  cercle  proposé  une  seconde  tangente  MQ.  Ayant  projeté  le 
point  M  en  P  sur  le  diamètre  GO,  on  joint  le  point  P  au  point 
de  contact,  Q  et  d'un  point  fixe  S  pris  dans  l'espace  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  PQ  .  Démontrer  que  le  lieu  des  pieds  de 
ces  perpendiculaires  est  un  cercle. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure.) 

Les  deux  triangles  OMP  etOMQ  sont  égaux  comme  ayant 
les  trois  cotés  égaux;  OM  commun;  OQ  =  MP  =  OA  ;  MQ 
==  OP  =  AM.  Ces  deux  triangles  sont  rectangles;  donc  AP 
est  parallèle  à  OM  ;  si  on  joint  BP,  BG  est  égal  et  parallèle 
aussi  ù  OM,  car  la  ligure  OMBP  est  un  parallélogramme. 
Les  droites  BP  et  QP  se  confondent  donc;  par  suite  PQ  passe 
par  le  point  lixc  B.  Tous  les  triangles  tels  que  SIB  étant 
rectangles  en  I,  le  lieu  -géométrique  «les  points  tels  que  I 
est  donc  sur  une  circonférence  décrite  sur  BS  comme  dia- 
mètre. 

Note.  —  ta  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Auric,  à  Orange;  l'i- 
geaud,  à  Chateauroux;  Deville,  à  Lorient;  Simonet,  à  Chaumont;  Vigy,  à 
\  iir\  -ie-François. 

(*)  Enoncé  rectifié. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


49.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  un  angle,  la  hauteur  issue  du  sommet  de  cet  angle, 
et  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  du  pied  de  cette 
hauleur  sur  les  deux  autres  côtés.  (Hallowell.) 

50.  —  On  considère  un  augle  droit  AOB,  et  sur  OB  un 
point  fixe  M;  on  trace  une  droite  rencontrant  OB  au  point 
Q,  OA  au  point  P,  et  telle  que.  si  du  point  M  on  abaisse  une 
perpendiculaire  MU  sur  PA,  on  ait  toujours  la  relation 

PH2  MHa 

"ÔP1  ÔQ2"  "=  '  ' 

démontrer  que  la  droite  PQ   passe  par  un  point  fixe. 

(G.  L.) 

51.  —  On  considère  un  cercle  0  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires AB,  CD  ;  on  joint  le  point  C  à  un  point  M,  pris 
arbitrairement  sur  AB,  et  en  ce  point  M  on  élève  à  CM  une 
perpendiculaire  qui  rencontre  0  aux  points  P  et  Q  ;  si  en 
ces  points  P,  Q,  on  mène  les  tangentes  au  cercle,  ces  droites 
se  coupent  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géomé- 
trique quand  le  point  M  se  déplace  sur  AB. 

(G.  L.) 

52.  —  On  prend  un  angle  droit  AOB,  et  sur  OB  un  point 
fixe  M.  Soit  C  un  cercle,  tangent  en  0  à  la  droite  OA.  Me- 
nons par  M  une  tangente  à  ce  cercle,  et  soit  P  le  point  de 
contact  ;  menons  OP  et  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  OB  et  MP.  Démontrer  que  le  lieu  décrit  par 
les  points  I  et  I'  où  ces  bissectrices  rencontrent  OP,  est  un 
système  de  deux  droites  quand  on  fait  varier  le  cercle  C. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  CHAIX,   20,  HUE   BERGÈRE,  PRES  DU  BOULEVARD  MONTMARTRE.  —  17874-2. 
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NOTE  ÉLÉMENTAIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

Pur  M.  €J.  de  Longchamps. 


1.  — .Nous  rappellerons  ici,  pour  nos  jeunes  lecteurs,  qu'on 
donne  le  nom  d'analyse  indéterminée  à  cette  partie  de 
l'algèbre  dans  laquelle  on  se  propose  la  résolution,  en  nom- 
bres entiers  ou  en  nombres  commensurables,  de  p  équations 
à  q  inconnues;  p  étant  plus  petit  que  q.  De  récents  travaux 
de  MM.  Catalan,  Realis,  Ed.  Lucas,  Césaro,  etc.  (1),  ont 
montré  tout  le  parti  qu'on  pouvait  tirer,  pour  la  solution  de 
ceproblème,  des  identités  algébriques.  Les  résultats  que  nous 
exposons  dans  cette  note  reposent  aussi  sur  cette  base  qui 
permet  de  présenter,  par  un  procédé  tout  à  fait  élémentaire, 
quelques  points  intéressants  et  délicats  de  la  théorie  des 
nombres. 

2.  —  Considérons  l'expression  irrationnelle  y: 

y  =  (*  +  VJ)Y*  +  YJ' 
On  peut  l'écrire    y  =  y  P  -f-  Q  J~â" 
en  posant  P  =  a3  -f-  3x(3 

Pour  reconnaître  dans  quel  cas  y  peut  se  décomposer  en 
radicaux  simples,  il  faut  former  la  quantité  U: 

U  =  P2  —  (îQ2. 
On  trouve  U  =  (%*  —  f>)3  ; 

on  a  donc  identiquement 

(ai  +  3ap).  _  p  (3a2  +  fi)2  =  (a«  -  (3)» 

ou,  en  posant  et  =  —,  p  =  —  c, 

(a«  __3a62c)2  +  c  (3a26  —  63c)2  =  (a2  -f  62c)8.       (A) 
Celle  relation  a  lieu  identiquement,  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  valeurs  attribuées  aux  lettres  a,  b,  c. 

I    Nouvelle  correspondance  mathématique,  1*7!)  et  1880. 

JOUK.YW.  Dl  5UT1I.  LLKM.  1882.  9 
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3.  —  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre,  en  nombres 
entiers,  l'équation  x2  -f-  py2  =  z3,  (1) 

p   étant  un   nombre  entier  donné;  x,  y,  z,  étant   les    incon- 
nues. Il  résulte  de  l'identité  (A)  qu'en  posant 
/  x  =  a3  —  3pab2 
(A)']  y  =  36a2  —  pb3 
(  z  =  a2  -f  pb2 
a,  b  étant  des  nombres  entiers  indéterminés,  l'équation  proposée 
admet  toutes  les   solutions  entières    données  par  ces    for- 
mules, quelles  que  soient  les  valeurs  entières  attribuées  aux 
lettres  a  et  b. 

4.  —  Considérons  maintenant  l'équation  plus  générale 

qx2  -f  pif  =  z3,  (2) 

dans  laquelle,   bien  entendu,  p  et  q  sont  des   nombres  en- 
tiers  donnés.   Nous  allons,    pour  la  résoudre,    transformer 

P 
l'identité  (A)  en  posant  c  =  — ;  on  obtient  ainsi  la  relation 

q 

identique  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  aux  lettres  a,  b, 

(B)  q  (qa3  —  3ab2p)2  -f  p  (3a2bq  —  b3p)2  =  (a2q  -f  b2p)3. 
Il  résulte  de  cette  identité  que  les  formules 
[    x  =  qa3  —  3  ab2p 
(B')    j    y  =  3a2  bq  —  b3 p 
(     z.  =  a2q  +  b2p, 
dans  lesquelles  a  et  6  sont  des  nombres  entiers  arbitraires, 
donnent  des  solutions  entières  de  l'équation  (2). 

5.  —  Ces  formules,  bien  que  renfermant  deux  variables 
arbitraires,  indépendantes,  a  et  b,  ne  donnent  pas  toutes  les 
solutions  entières  de  l'équation  (2).  Pour  mettre  en  évidence 
ce  fait  important,  observons  qu'en  posant 

œ  =  Xz 

y  =  p z 

!z  =  q  )2  -f-  p  u2 
x  =  q  X8  -f-  p  ;jl2X 
y  =  q  X2  j*  -f-  p<x3. 
Dans  ces  formules,  X  et  \j.  doivent  être  considérés  comme 
des  nombres  entiers  arbitraires,  et  indépendants.  Il  est  facile 
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d'observer  que  les  formules  (B)  et  (B")  ne  sont  pas  équiva- 
lentes, et  nous  entendons  par  là  que  toute  solution  donnée 
par  (B')  n'est  pas  toujours  et  nécessairement  obtenue  par 
(B").  ou  inversement.  Par  exemple,  donnons  à  A  et  \x  des 
valeurs  arbitraires,  entières,  différentes  de  zéro.  Les  formu- 
les (B")  font  connaître  pour  z  des  valeurs  correspondantes  et, 
la  plus  petite  d'entre  elles  est  évidemment  celle  qu'on  obtient 
en  supposant  À  =  i,  et  a  =  +  t  ;  on  trouve  alors,  en  pre- 
nant X  =  i ,  ff  =  i  : 

x=y=z=p  +  q. 
Considérons  maintenant  les  formules  (B')  ;  pour  obtenir  la 
valeur  (p  -\-  q)  de  z,  il   faut  supposer  a  =  +  i    6  —  -h  i  et 
les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y  sont 
+  x  =  q  —  3p 

±  y=  *<i—p> 

qui,  en  général,  ne  sont  pas  égales  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  au  moyen  des  formules  (B"). 

6.  — On  peut  encore  déduire  de  l'identité  (A)  une  solution 
de  l'équation  x2  -f-  y3  =  z3.  (3) 

Supposons  en  effet  que   les  nombres  a,  6,   c,  qui  figurent 
dans  cette  identité,  satisfassent  aux  deux  relations 
c  =  3  a26  —  b3c 
a  =  i  +  b3  ; 
on  en  déduit  c  =  3  ab 

et,  par  suite,  c  =  36  (  i  -J-  b3)  ; 

on  aura  doue,  identiquement, 

[(i  +  &«)a(i-86»)]a  +  [3&(i4-6')]'=L(i  +  6«)(i+46»)]». 
Les  formules 

+  ac  =  (i  -f  &3)8( i-^8ô») 
y  =36(i  -f-  6») 
z  =  (i  +03){i  +4Ô») 
dans  lesquelles  6  est  un  nombre  entier  arbitraire,    donDent 
des  solutions  de  l'équation  (3). 

7.  — On-peul  généraliser  les  résultats  précédents  en  suivant 
la  méthode  élémentaire  que  uous  venons  d'exposer. 

Si  l'on  considère,  en  effet,  l'expression 
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qui  peut  s'écrire 


y  =  sj^  +  6<S  +  V  +  (4*3  +  4*py  P 

ou  1/  =  y/P  +  Q  v/T; 

eu  posant  P  =  a4  +  6a2S  +  (s2 

Q  =  4v.3  +  4a3, 
on  trouve  P2  —  Q23  =  (a2  —  S)*. 

On  a  donc  identiquement 

(B«  +  6a"p  +  &2)2  -  P(4a3  +  4"P)  =  (*2  -  P)* 


a 


ou,  en  posant       a  =  —  6  =  —  c, 

(a*  _  6a262c  +  6sc2)2  +c(4a36  —  4&3ac)2  =  (a2  +  cb2)K 
On  peut  ainsi  trouver  des  solutions  entières  de  l'équation 
x2 -\- pif  =  z** ,  (4) 

au  moyen  des  formules 

+  x  =  a   —  6a*b*p  +  6lp2 
-f-  y_  4a36  —  4&3ap 
H-  js  =  a2  -}-  P&2 
dans  lesquelles  a  et  6  désignent,  comme  tout  à  l'heure,  des 
nombres  entiers  arbitraires. 

8.  —  On  voit,  sans  que  nous  ayons  besoin  d'insister  sur 
ce  point,  comment  on  pourra  poursuivre  indéfiniment  ces 
recherches  et  obtenir  des  formules  de  résolution,  renfermant 
deux  paramètres  variant  arbitrairement,  par  des  valeurs 
entières  pour  les  équations 

x2  -{-  pif  =  zm 
et  même  pour  les  équations 

qx2  +  pif  =  *", 
quand  m  est  impair.  On  trouvera  ainsi  que  l'équation 

qx2  +  pif  =  s3  (5) 

est  résolue  par  les  formules 

/  +  x  =  ç2a3  —  \oa2b'lpq  -J-  5a6*p2 
(C)  ]  ±  y  =  5q2a'b  —  ioa2b3pq  +  63^2 
(       %  =  a"-p  -f-  b2q 
qui  résultent  de  l'identité 

q^ao  _  lotfb'pq  -f-  5a64/>2)2 
-}-  p(5ç2a46  —  ioa*b3pq  +  63p2)2  =  (a2ç  4~  62p)3. 
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Mais  la  généralisation  de  ces  résultats,  lorsque  l'exposant 
de  z  est  supposé  quelconque,  quoique  très  facile,  ne  peut  se 
faire  sans  sortir  du  cadre  élémentaire  que  nous  avons  fixé 
à  cet  article. 

9.  —  Nous  donnerons  ici  une  dernière  application  de 
l'identité  (B). 

Considérons  l'équation 

qx2  -j-  pxf  =  i  (6) 

et  soit  x  =  ô',     y  =  6, 

une  solution  particulière  ;  il  est  facile  de    reconnaître  qu'il 
existe   alors    une   infinité  de  solutions    entières    de     l'équa- 
tion (6). 
On  a,  en  effet,  d'après  (B), 

q(q(/3  —  3pm')2  +  p(4900'2  —  p08)a  =  (f/0'2  -f  pO»)3  ; 
mais  on  suppose  que 

qH2  -f-  pO2  =  i , 
on  peut  donc  dire  que  les  nombres 

xx  =  Q'(<70'2  —  3p82) 


2/i  =  0(3r/0'2-P02)^  0) 

donnent  qxf  -f-  P2/i2  =  i  ■ 

On  pourra  donc  ainsi  calculer,  de  proche  en  proche,  une 
infinité  de  solutions  de  l'équation  (6). 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

3x2  —  1U2  =  i . 
On  aperçoit  immédiatement  la  solution 
x  ==  6'  =  i ,    y  =  Ô  =  i  ; 
les  formules  (7)  donnent 

#1  =  9>     Ht  =  u  ■ 
On  a  bien,  en  effet, 

3  X  8i  —  2X121=1. 
On  trouve  ensuite 

x%  =  8721,    j/.,  =  10681. 
On  peut  vérifier  que 

(872i)2  =  76055841 
(io68i)2  =  114083761 
et  l'on  a  bien 

3  X  76055841  —  2  X  1  14083761  ss  1. 
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10.  —  Pour  montrer,  en  terminant  cette  note,  toute  la 
délicatesse  de  ces  questions  d'analyse  indéterminée  qui 
nous  paraissent,  au  moins  par  un  certain  côté,  ressortir 
autant  de  l'algèbre  élémentaire  que  la  théorie  des  nombres, 
nous  voulons  faire  remarquer  que  l'équation  (6)  qui  vient 
'de  nous  occuper  ne  peut  pas  être  résolue  par  des  formules 
algébriques,  parce  que,  comme  nous  allons  le  démontrer, 
cette  équation  n'admet  pas  toujours  une  solution  entière. 

Considérons,  en  effet,  l'équation  particulière 

nous  allons  reconnaître  qu'elle  n'admet  pas  de  solution  en 
nombres  entiers.  Observons  d'abord  que,  pour  une  raison 
évidente,  y  n'est  pas  un  multiple  de  7  ;  alors  y  est  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  formes  yif  y2,  y3  ; 

Vi  =  7A  ±  1 

l/2  —  yA+  2 

Va  =  7A  ±  3 
(A  étant  un  nombre  entier). 
On  a,  d'après  cela, 

5î/±2  +  1  =  5(7A  ±  i)2  -f  1  =  M  .  7  -f  6 
5î/22  +  1  =  5(7A±2)2+  1  =M  .  7 
5y32  -f-  1  =  5(7A  ±  3)«  +  1  ==  M  .  7  +  1. 
L'équation  (8)  exige  donc  que  y  soit  de  la  forme 

(7^  +  2). 

Celte  remarque  faite,  on  peut  reconnaître  que  si  l'on  pose 

5(7A±2)*+i=7.B, 

tous  les  nombres  B,   nombres  entiers  obtenus  en  donnant 

à  A  des  valeurs  entières  arbitraires,  sont  terminés  par  un 

8  ou  par  un  3. 

Vérifions-le  d'abord  pour  des  valeurs  particulières  de  A. 
Pour  A  =  1,  on  a 

5(7  —  2)2  +  I  =  126; 
donc  B  =  18. 

Pour  A  =  2  on  a 

5(14  — 2)2  +  1  =  721  ; 
donc  B  =  io3. 

Supposons  donc  que  la  propriété  ait  lieu  pour  une  valeur 
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particulière  de  A,  et  montrons  qu'elle  subsiste  quand  on 
augmente  A  d'uue  unité. 

On  a  en  effet  7(A  -f  i)  —  2  =  7  A  -f  5 
et  nous  supposons  que 

5(7A  —  2)2  =(ioa  +  3)X7  (9) 

y.  et  A  étant,  bien  entendu,  des  nombres  entiers.  D'ailleurs 

5(7A-f-5)*+i  =  5(7A-  2  +  7)2+i 
ou     5(7A  -|-  5)2  -f-  1  =  5(7A  —  2)'  -f-  7o  (7A  —  2)  -f-  246 
et  d'après  (9)  et  en  observant  que 

246  =  7  X  34  +  8 
5(7A  -f-  5)2  +  1  =  M  .  7  -f-  8. 
Les  nombres  B  seront  donc,  alternativement,  terminés  par 
un  3  ou  par  un  8.  L'égalité 

7x*  =  5if  +  r 
est  donc    impossible,  en  nombres  entiers,   aucun  nombre 
terminé   par   un  3   ou  par  un'  8  ne  pouvant   être  un  carré 
parfait. 
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Solution  par  M.  Hadamard,  élève  au  Lycée  Louis-le-Grand. 


On  donne  un  carré  inscrit  ABCD  (fig.  1),  et  un  point  I  du 
plan.  On  joint  le  point  I  aux  quatre  sommets.   Les  droites  obte- 
nues coupent  le  cercle  en  quatre  nouveaux  points  A',  B',  G',  D'. 
1°    Démontrer    que    dans    le    quadrilatère    A'B'C'D',    on  a 

A'B'   .  CD'  =  AD'  .  B'C. 
2"   Étant  donné  le  quadrilatère  A'B'C'D'   satisfaisant  à  cette 
condition,   placer   le  point  1  de   manière   à  retrouver  le  carré 
ABCD. 
1°  Les  triangles  IAB,  IA'B'  sont  semblables  et  donnent 

A'B'  IA'  _t 

~Â¥"    :  IF       IA  .  IB 
(t  étant  la  puissance  du  point  I  par  rapport  au  cercle). 

De  même 


CD    ~    ID   "  "   IC  .  ID  ' 


w_m 
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d'où 

AD    . 
A'B'  . 

EC 
CD1 

t* 

IA 

.  1B  .  IG  .  ID  ' 

A'D'  . 
AD  . 

B'C' 
BC 

i- 

I  . 

A  IB  .  IG  .  ID  " 

Ges        deux 

proport  ions 

b/ 

ayant  les  trois 
derniers     ter- 
mes     égaux 
chacun  à  cha- 
cun,  les   pre- 
miers    termes 
sont      aussi 
égaux,     et    le 
théorème     est 

r/ 

démontré. 

A. 

Remarque. — 

Le  rapport 

A'B'  .  CD' 

/^>> 

\^              A'D'  .  B'C' 

//^        est     égal     au 

/"/  / 

rapport  anhar- 
monique 

(A'B'G'D')  (*). 

dH 

\ 

T 

On  pourrait  en 

déduire    une 

j^k 

autre   démons- 
tration      du 

Fig.  t. 

théorème   pré- 

cèdent,  puisque  les  points  A,rA'  ;  B,  B'  ;  C,  C'  ;  D,  D'  divisent 
homographiquement  le  cercle,  et  que  (ABCD)  =  —  \, 
2e  L'angle  B'IA'  a  pour  mesure  la  demi-somme  des  arcs 


H  Car 


A'B' 


CD' 


sin  —  arc  A'B'         sin  —  arc  A'B' 


A'D'         B'C  i  *  i 

sin  —  arc  A'D'       sin  —  arc  CD' 

2  2 

—  (U  .  A'B'C'D'),  U  étant  un  point  du  cercle. 
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or/»     À'o' 

AB,  A'B'  ;  il  est  donc  égal  à  45°  -| ,  ce  qui  donne 

un  premier  lieu  du  point  I.  On  en  a  un  second  eu  décri- 

A'D' 

vant  sur  AT)'  un  segment  capable  de  45°  -j .Ces  deux 

2 

cercles  se  coupent  en  deux  points,  dont  l'un  est  le  point  A' 

et  dont  l'autre  répond  à  la  question.  Car,  en  joignant  LA, 

IB',  IC,  ID',   on  obtient  les  arcs  AB,  AD  égaux  chacun  à 

un  quadrant.  Mais  si 

A'B'  .  CD'  =  A'D'  .  B'C,  AB  .  CD  =  AD  .  BC    (1°), 

ou,  puisque    AB    =   AD,    CD  =  CB.  Le  point  C    est  donc 

le  milieu  de  BD  et  ABCD  est  un  carré. 

Il  en  résulle  que  le  point  I  appartient,  non  seulement 
aux  cercles  que  nous  avons  décrits  pour  le  trouver,  mais 
encore  aux  cercles  analogues  décrits  sur  CD'  et  CB'.  Or 
ces  cercles,  coupant  le  cercle  donné  sous  les  angles  de  45°, 
sont  orthogonaux  ;  les  cercles  IA'B',  IC'D'  sont  donc  tan- 
gents en  I,  ainsi  que  les  cercles  IB'C,  IDA.',  et  les  tangentes 
communes  sont  rectangulaires.  Or  ces  tangentes  passent 
respectivement  par  les  "points  d'intersection  E,  F  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  A'B'C'D'  (fig.  1)  ;  en  effet,  le  point 
d'intersection  E  des  cordes  B'A',  B'C,  interceptées  sur  les 
cercles  IA'D',  IB'C  par  le  cercle  donné,  est  sur  l'axe  radical 
de  ces  cercles,  c'est-à-dire  sur  la  tangente  en  I.  Dune, 
du  point  I  on  voit  la  droite  EF  sous  un  angle  droit. 

Malheureusement  la  solution  que  nous  venons  de  donner 

manque  de  la  généralité  désirable.  Car  si  le  point  I  est  hors 

—, — t    ,                 ,     ,  v      ,          A'B' 
du  cercle,  l'angle  B1A  u  est  plus  égal  a  43°  -| ,  mais 

,    A'B'  ,         v     r  A'B'      ..  ., 

à -p°  ou  a  45° .    .Nous   allons   donner   une 

2  2 

solution  générale. 

Elle  s'appuie  sur  le  théorème  que  nous  venons  de  démon- 
trer, mais  que  nous  avons  ù  démontrer  à  nouveau  indé- 
pendamment de  la  position  du  point  I. 

Pour  cela,  il  sullit  de  remarquer  que  les  quatre  cercles 
(jne  nous  avons  considérés  sont  les  inverses  «les  côtes  du 
carré    par    rapport   au    point  I  et  à   la    puissance   IA  .  I.V, 

JOURNAL   DK  MATH.    ÉLÉM.    188J.  i). 
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et  que  par  conséquent,  puisque   les  angles   du  carré   sont 
droits,  ces  cercles  sont  orthogonaux  deux  à  deux  ;  le  reste 
comme  ci-dessus. 
De  plus,  on  voit  du  même  point  sous  un  angle  droit  les' 

points  de  rencontre  e,  cp 
des  tangentes  aux  sommets 
opposés  du  quadrilatère 
A'B'G'D'.  En  effet,  transfor- 
mons ce  quadrilatère  avec 
le  même  pôle  et  la  même 
puissance  que  ci-dessus. 
Le  point  D'  devient  D  et 
la  tangente  D'cp  une  cir- 
conférence passant  par  le 
point  1  et  tangente  au 
cercle  0;  son  centre  est 
donc  sur  la  droite  DOB. 
L'inverse    de    B'cp     est    de 


Fig. 


même  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  BD.  La  ligne  des 
centres  de  ces  deux  circonférences  est  donc  BD,  et  leur  corde 
commune  Icp'  est  perpendiculaire  à  BD.  De  même  le'  est 
perpendiculaire  à  AC.  Donc  l'angle  elep,  égal  à  e'Icp',  est  droit. 
Or  les  points  E,  F  sont  conjugués,  et  il  en  est  de  même 
des  points  e,  <p.  Car  les  points  A',  B',  G',  D',  et  par  suite  les 
tangentes  en  ces  points  sont  en  rapport  harmonique.  Donc 
(eKG'L)  =  —  1 .  De  même  (eK'A'L')  =  —  1 ,  et  la  droite  A'C', 
polaire  de  t,  passe  par  le  point  cp,  intersection  de  KK'  et 
de  LL'. 

De  plus  les  points  E,  F,  e,  cp  sont  en  ligne  droite.  Donc 
du  point  I  on  voit  sous  un  angle  droit  les  couples  de  points  con- 
jugués situés  siir  la  troisième  diagonale  du  quadrilatère  A'B'G'D'. 
Les  points  I,  I',  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit  ces  couples, 
s'obtiennent  en  portant  sur  le  diamètre  OH  perpendiculaire 
à  EF,  de  part  et  d'autre  du  point  H,  la  distance  H2  —  n2,  égale 
à  la  tangente  HT  du  point  H.  Ces  points  sont  conjugués  par 
rapport  au  cercle,  car  on  a  HP  =  HT2  =  HM  .  HN  (M,  N 
étant  les  points  d'intersection  de  OH  avec  le  cercle). 
Si    le  point  lest   donné,  la  droite   EF    est  parfaitement 
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déterminée.  Car  I'  devra  être  le  conjugué  harmonique  de  I 
par  rapport  à  MN,  et  EF  la  perpendiculaire  au  milieu  de  II'. 

Il   en    résulte     que  les  ^y 

points    I,     I'      répondent 
tous  deux  à    la  question. 

De  notre  démonstration 
il  résulte  que  si,  le  point  I 
restant  fixe,  le  carré  ABCD 
tourne  dans  le  cercle,  la 
droite  EF  reste  fixe,  ainsi 
que  son  pôle,  qui  est  le  point 
d'intersection  des  diagonales 
du  quadrilatère  A'B'C'D'. 

Généralisation. —  Appe- 
lons, dans  un  système  de 
quatre  points  A,  B,  G,  D, 
couple  de  lignes  deux 
lignes  telles  que  AC,  BD 
oli  AG  joint  deux  des 
quatre  points,  BD  les 
deux  autres,  et  donnons 
pour  valeur  à  ce  couple  le 
produit  AG.BD. 

Cela  posé,  si  l'on  trans- 
forme par  rayons  vecteurs 
réciproques  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  je  dis 
que  les  rapports  des  cou- 
ples entre  eux  seront  con- 
servés. 

Car  on  montreraiteomme 
plus  haut  que 

A'C'.B'D'  tl 


AD.BG        "   LV.IB.IG.il)    "       AD.BG    "         AH. Cl) 
De  même,  dans  un  polygone  quelconque  d'un  nombre  de 

côtés  pair,  le   rapport  du  produit  des  côtés  de  rang  pair  à 

celui  des  côtés  de  rang  impair  est  conservé. 
Cela   posé,  soient  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'GD'  tels 
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A'C'.B'D'_     A'D'.B'C'      _  AB'.C'D' 
que  AG. BD    ""    AD. BU    ~~     AB.GD    ' 

cherchons  le  pôle  et  la  puissance  d'une  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques  où  les  points  A,  B,  C,  D  devien- 
dront des  points  formant  un  quadrilatère  égal  au  quadrila- 
tère A'B'C'D' . 

Soit  I  l'origine  et  a2  la  puissance.  On  a 

BG    _  IB.IG  AC  IA.IG 

BG'  ~~       a2      '      AG'   "~       a2      ' 
Divisant  membre  à  membre,  il  vient 
BC        AG  IB 


De  même 


BG'  '    A  G'         IA 
AG        AB  IG 


A'G'       AB'  IB 

et  une  troisième  relation  qui  est  satisfaite  quand  les  deux 

premières  le  sont. 

Ces  deux  premières  nous  donnent  pour   lieux  du  poirt  I 

deux   circonférences  se  coupant  en  deux  points  I  et  I'  qui, 

on    le   démontrerait  facilement,    répondent    à    la  question 

pour  le   triangle  ABC,   c'est-à-dire  qu'en    transformant   ce 

triangle  avec    chacun   de   ces    points  pour   origine  et  une 

puissance  convenablement  choisie,  on  obtient  deux  triangles 

a£y,  a'6'y'  égaux   à  A'B'G'.    Transformons  aussi  le  point  D, 

nous  obtenons  les  points  o,  â'.  Si  les  quadrilatères  a£yo,  a'jî'y'o' 

sont  égaux,  on  a 

IA  AB_    _ED  _AB_       BD  l'A 

1d"  ==     ap    *    B5  *p'    '     (3'8'    '"     l'D 

IA  IB  IG  ID 

0U  l'A   —    IB    —    IG   ~    l'D 

et  la  circonférence  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs 

.    ,     ,  v    IA 
dislances  a  I  et  à  I  soit  égal  a  -p—-  passera  par  les  points  A, 

B,  G,D.  Le  quadrilatère  ABCD  sera  donc  inscriptible. 

Écartons  pour  le  moment  ce  cas,  et  faisons  coïncider  les 
triangles  A'B'G',  a£y,  a'fî'y'.  Puisque  les  quadrilatères  a(SyB, 
a'[B'y'S'  ne  sont  pas  égaux,  les  nouvelles  positions  Sl5  2/  des 
points  S,  8'  seront  distinctes.  Mais  on  a 
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A'B'.C'D'         AB.CD_     A'B'   C$\  _A'B'.C'8'1 

A'C.BD'   —  AC.BD-    A'C  B'S't  (1™  parL)"_  A'G'.B'3'i 

ou,  en  supprimant  les  facteurs  communs  : 

CD'      _   C\         Cù\ 

BD'   ~~   b\  ~~Bf7ï' 

A'D'         A'3,  A'8\ 

et  de  même  ',VTV'  =  ■■■v^     —   ,„.,  -. 

U  JJ  C  ox  Ijûj 

Mais  il  n'y  a  que  deux  points  tels  que  leurs  distances  aux 
points  A',  B\  C  soient  proportionnelles  à  A'D',  BD',  CD'. 
Comme  ày  et  8/  sont  distincts,  D'  coïncide  avec  un  d'eux  et 
un  seul,  et  le  problème  a  une  solution  et  une  seule. 

Si  le  quadrilatère  ABCD  est  inscriptible,  le  quadrilatère 
donné  A'B'G'D'  doit  l'être  aussi;  les  quadrilatères  aSyo  et 
oc'S'y 8'  sont  égaux  entre  eux  et  inscriptibles  dans  une  circon- 
férence égale  à  la  circonférence  A'B'C'D'.  On  en  conclut  aisé- 
ment, en  raisonnant  comme  ci-dessus,  que  le  problème  a 
deux  solutions. 

Le  même  problème  peut  être  résolu  par  des  considérations 
angulaires. 

En  effet  l'angle  AIB  a  pour  mesure  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des 
demi  -  arcs 
AB,  ab  a,  b 
étant  les 
points  où  les 
droites  IA  IB, 
coupent  le 
cercle  ABC) 
ou  la  somme 
ou  la  diffé- 
rence des 
d  e  m  i  -  a  r  c  s 

AB.A'B',  suivant  que  le  point I  esta  l'intérieur  ou  à  l'exté- 
rieur du  cercle  ABC.  Mais  ces  demi-arcs  ont  pour  mesure 
les  angles  c,  c'  on  leurs  suppléments,  suivant  que  le  point  I 
est  du  même  côté  de  BA  que  le  pointe  ou  de  côtés  différents. 
Donc  l'angle  .MB  est  égal  àc —  c  ou  à  c  -f-  c  ou  à  c  —  c  ou 


Fig.  i. 
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a  qd  —  (c  -f"  c)-  On  aura  ainsi  des  lieux  du  point  I  dont 
l'intersection  donnera  les  points  cherchés,  si  le  problème 
est  possible. 

Mais  la  condition  de  possibilité  est  facile  à  exprimer. 
Car  pour  que  l'angle  BAC  devienne  égal  à  B'A'C,  il  faut  que 
BIG  soit  égal  A  —  A' ou  à  A'  —  A,  ou  à  A-f-  A.'  oua^d — (A-f-A'). 
De  môme,  pour  que  BDG  devienne  égal  à  BDC,  il  faut  que 
BIG  soit  égal  àD  —  D  ',  etc.,  suivant  la  position  du  point  I. 
En  égalant  ces  valeurs  de  BIG  dans  toutes  les  positions  du 
point  I,  on  obtient  une  des  conditions  cherchées. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  il  est 
facile  de  démontrer  que  le  problème  est  possible,  excepté 
dans  le  cas  du  quadrilatère  inscriptible,  où  ces  conditions 
ne  sont  pas  suffisantes. 

Or,  voici  à  quelles  conditions  on  arrive  : 
Appelons  demi-couple  d'angles  deux  angles  tels  que  AGB, 
ADB.  c  et  D  seront  les  sommets  et  AB  la  base.  Le  demi-cou- 
ple de  base  CD  sera  le  conjugué  du  précédent  et  leur  ensemble 

formera  un  couple  ayant 
pour  base  le  couple  de 
lignes  Z'(ABGD).  La  va- 
leur d'un  demi-couple 
sera  la  différence  de  ses 
angles,  si  les  sommets 
sont  du  même  côté  de 
la  base,  elleur  somme 
dans  le  cas  contraire. 
On  verrait  sur  une 
figure  que  deux  demi- 
couples  conjugués  sont 
égaux  ou  ont  pour 
somme  ^d.  On  peut 
donc  prendre  pour  la  valeur  X  du  couple  de  base  l,  la 
valeur  d'un  de  ses  demi-couples. 

Cela  posé,  les  conditions  trouvées  se  réduisent  à  celle-ci, 
que  les  couples  d'angles  soient  conservés. 

Mais  on  peut  établir  plus  rapidement  cette  condition  en 
montrant  qu'elle  est  équivalente  à  la  relation  segmentaire 
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trouvée  plus  haut,  excepté  dans  le  cas  du  quadrilatère  ins- 
criptible. 

A  cet  effet  prenons  la  figure  dont  on  se  sert  pour  démon- 
trer la  proposition  contraire  du  théorème  de  Ptolémée. 

On  sait  que  l'on  fait  l'angle  DAM  =  CAB  et  l'angle  MDA 

=  AGB  et  que  l'on  obtient  ainsi  les  deux  triangles  DAM,  ABC 

et  AMB,DAC.  Il  en  résulte 
T)\  in 

■=^r  =  4ttt-ou  AD.BG  =  AG. DM 
DM         GB 

— -  =  -~  ou  AB.GD  =  AG.MB. 
-U-'I  L<JL) 


D'où 


AD.BG  AB.CD  AG.BD 


DM  MB  BD 

Les  trois  côtés  du  triangle  DMB  sont  donc  proportionnels 
aux  trois  couples  de  lignes  /,  m,  ndu.  quadrilatère.  Mais  ses 
angles  sont  les  trois  couples  d'angles  1,  y.,  v  de  ce  même 
quadrilatère.  Car  on  a 

DMB  =  DMA  -f  AMB  =  ABC  +  ADC  =  X 
MDB  =  MDA  —  BDA  ==  BGA  —  BDA  =  a 
DBM  =  MBA  —  DBA  =  DCA  —  DBA  =  v. 
On  voit  donc  que  nos  deux  relations  segmentaire  et  angu- 
laire sont  toutes  deux  équivalentes  à  celle-ci,  que  le  triangle 
DMB  et  le  triangle  DMB'  construit  de  la  même  façon  dans 
le  quadrilatère  A'B'C'D',  sont  semblables. 

Dans  le  seul  cas  du  quadrilatère  inscriptible,  la  relation 
angulaire  ne  prouve  pas  la  similitude  des  triangles  DMB, 
DM  B",parcequedeux  triangles  réduitsà  desligncs  droitesne 
sont  pas,  pour  cela,  semblables;  quoiqu'ils  soientéquiangles. 

Le  triangle  DMB  permet  encore  de  voir  que  nos  trois  rela- 
tions angulaires  se  réduisent  à  deux,  puisque  la  somme  des 
couples  est  toujours  zd. 

Des  propriétés  de  ce  triangle  on  peut  aussi  déduire  des 
propriétés  du  quadrilatère.  Pour  cela,  on  n'aura  qu'à  rem- 
placer dans  les  relations 

Bin  X         sin  p         siu  v 

/  m  n 

l  =  m  cos  v  -|-  n  cos  p,  e 
/,  m,  //,  /,   /.  v  par  leurs  valeurs. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  H.  Bourget,  àAix. 


Théorème. —  Soit  DCS  le  diamètre  d'un  cercle  0;  BAS 
une  sécante.  On  mène  les  ordonnées  AP,  BQ  des  points  A  et  B. 
On  tire  les  lignes  AQ,  BP  gui  se  coupent  en  I.  On  joint  le  point  I 
au  point  D,  la  ligne  DI  coupe  BAS  en  M.  Démontrer  que  le, 
point  N  est  sur  la  tangente  en  C. 

Élevons  par  le  point  S  une  perpendiculaire  DCS;  et  pro- 
longeons DIM  jusqu'à  sa  rencontre  en  N  avec  cette  ligne 


D'après  un  théorème  connu,  une  parallèle  à  NS,  AP  par  exem- 
ple, étant  divisée  en  deux  parties  égales  par  SI,  le  faisceau 
[S,  N,  M,  I,  D]  est  harmonique  ;  donc  la  droite  DN  est  divisée 
harmoniquement  par  les  quatre  points  N,  M,  I,  D. 

Abaissons  de  I  une  perpendiculaire  sur  le  diamètre  DCS. 
Il  est  évident  que  si  nous  démontrons  que  la  ligne  DS  est 
divisée  harmoniquement  par  les  points  D,R,C, S,  nous  aurons 
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démontré  le  théorème,  parce  que  le  point  M  se  trouvera  sur 
une  perpendiculaire  MC  à  l'extrémité  du  diamètre. 

Or  il  est  facile  de  voir  au  moyen  des  lignes  de  la  figure  que 
RI  est  la  polaire  du  point  S  par  rapport  au  cercle  0.  Donc 
les  quatre  points  divisent  bien  harmoniquement  la  droite  DS. 
Par  suite  le  théorème  est  démontré. 

Corollaire  1.  —  Dans  une  conique,  si  de  deux  points  A 
et  B  on  mène  deux  cordes  conjuguées  à  un  diamètre  DG  et  qu'on 
cherche  l'intersection  I  des  diagonales  du  trapèze  formé  par  ces 
cordes  et  le  diamètre,  et  qu'on  joigne  le  point  I  au  sommet  D,  la 
ligne  DI  coupera  AB  en  un  point  M  situé  sur  la  tangente  en  C. 

On  obtient  ce  théorème  par  la  méthode  projective.  La  ques- 
tion 13  (Journ.  math,  spéc.)  n'en  est  qu'un  cas  particulier. 

Corollaire  2.  —  Ce  tliéorème  permet  de  construire  une 
conique  connaissant  trois  points,  la  direction  du  diamètre  passant 
par  un  de  ses  points,  la  direction  du  diamètre  conjugué. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


PARIS  —  JUILLET  1882 


Résoudre 1 1 \- 


a;  +  i  x  +  2  x  —  i  x  —  2 

— Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  déterminer  la  distance  OP  du  centre 
à  un  point  P,  de  façon  que  la  surface  latérale  du  cône  circonscrit  à  la  sphère 
et  ayant  pour  sommet  le  point  P,  soit  équivalente  à  la  surl'ace  delà  calotte 
sphérique  ACB, limitée  par  le  cercle  de  contact  et  extérieure  au  cùn<\ 

—  Calculer  les  râleurs  de  tga  déterminées  par  l'équation 

tg  (a  +45)  +  tg  [a  -45)  =~. 

—  Soit  0  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  R  ;  soit  A  un  point  extérieur  à 
la  sphère.  On  construit  le  cône  circonscrit  ABC,  qui  a  pour  sommet  A  et  le 
cône  OBC,  qui  a  même  base,  et  dont  le  sommet  estau  centre  0  de  la  sphère. 
Calculer  la'dist.mee  n.v,  sachant  que  la  s  >mme  des  rolumes  de  ces  cônes  est 

3 
égale  aux — du  roluine  de  la  sphère. 

o-  ax  -\-  b 

—  Si.  dans  (expression ,  un  lait  varier  .i  de— oo  à  -,   ao, cette 

r  i 

expression  passe  par  un  maximum  et  an  minimum.   Déterminer  les  nombres 
a  et  b  de  foçon  que  le  maximum  soit  -f-  4,  et  le  minimum  —  1  . 
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—  L'angle  a  étant  donné  par  la  relation  tg  za  =  \j  3  ,  calculer  la  valeur  de 
tg  3a. 

—  Prouver  que  si,  dans  un  tétraèdre,  deux  couples  d'arêtes  opposées  sont 
rectangulaires,  les  deux  dernières    arêtes  sont  rectangulaires  l'une  à  l'autre. 

—  Dans  le  triangle  ABC,  AB  =  12™  ;  AC  =  S"1.  On  propose  de  déterminer  le 
troisième  côté  BC  de  façon  que  le  segment  DH,  intercepté  entre  la  hauteur 
AH  et  la  bissectrice  AD  de  l'angle  BAC,  soit  égale  à  3ra. 

—  Déterminer  les  limites  entre  lesquelles  demeurent  comprises  les  valeurs 

[  o  V     -L.      T  )  - 

de  la  fraction  -— , 

x1  +  i 

quand  on  fait  varier  a?  en  lui  attribuant  des  valeurs  réelles  quelconques. 

Calculer  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle  isoscèle  connaissant  les 
volumes  V  et  V  engendrés  par  le  triangle  tournant  successivement  autour  de 
sa  base  et  autour  d'un  autre  côté. 

ROUEN 

Calculer  en  degrés,  minutes  et  secondes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  36o,  satisfaisant  à  l'équation 

tg  x  -f-  tg  3x  -f  sin  ?x  —  o. 


ECOLE  FORESTIERE 


CONCOURS  DE  L'ANNÉE  1882 

Mathématiques. 

1.  —  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  suite 

i    -f-  ~x~  +  3<«2  -)-...+  nxn  —  '. 

2.  —  Résoudre  l'équation 

xi  3ic3  3a;2  x  i 

24  8  16  32 

3.  —  Par  un  point  fixe  A  on  l'ait  passer  une  série  de  droites  rencontrant 
une  droite  donnée  MN,  et  sur  chaque  segment  tel  que  AB,  on  construit  un 
triangle  semblable  à  un  triangle  donné  ;  trouver  le  lieu  des  sommets  P  de 
ces  triangles. 

4.  —  Maximum  et  minimum  de 

a;3  —  x2  -f-  3a;'  —  3x 
3x  —  3  -p-  x1  —  x3 

Trigonométrie  et  calcul. 

1.  —  Calculer  les  distances  des  deux  points  C  et  C  à  la  droite  passant  par 
les  deux  points  inaccessibles  A  et  A'f  connaissant 

CC  =  64989m98 
ACC  =  41°  28'  37",  42 
C'CA'  =  59  49  59,  87 
ACC  =  62    38  48,  98 
CC  A'  =  37    25  17,   79. 
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2.   —  Résoudre  un  triangle,  et  en  calculer  la  surface,  connaissant  les  trois 
angles  et  le  rayon  du  cercle  inscrit 

A  =  71°  21' 45",  36 
B  —  1i  43  27,  92 
C  =  73  54  46,  72 
r  =  1 192g,    98. 


QUESTION  376 

Solution  par 


L'arête  d'un  dièdre  donné  x  est  tangente  à  une  sphère  de 
rayon  R.  Quelle  doit  être,  par  rapport  au  plan  diamétral  de 
contact,  la  position  de  ce  dièdre  pour  que  la  surface  de  sphère 
interceptée  par  le  dièdre  soit  maxima? 

Soient  x  et  oc  —  x  les  angles  qui  font  les  faces  du  dièdre 
avec  le  plan  diamétral;  l'expression  dont  on  cherche  le  ma- 
ximum est,  comme  on  peut  facilement  le  reconnaître. 
4tiR2  [1  —  cos2x  —  cos2  (%  —  as)]. 

La  quantité  entre  crochets  peut  s'écrire 
sin2x  —  cos2  (oc  —  x) 

ou  encore       cos2  (— x\  —  cos2  (a  —  x). 

Sous  cette  forme  on  peut  facilement  la  transformer  en  un 
produit,  et  l'on  trouve  pour  la  quantité  à  rendre  maxima. 
l'expression  cos  a.  cos  (2a?  —  x). 

Cette  expression  sera  maxima,  quand  on  aura 

7. 
2 
Donc  le  plan  diamétral  est  bissecteur  de  l'angle  dièdre. 


(JUESTION  37«> 

Solution  par  M.  BlLLOT,  élève  au  lycée  Corneille,  à  Rouen 


Déterminer  les  côtés  d'un  triangle,  connaissant   le  périmètre 
20,  sachant  que  bc  =  nr.  et  que  les  médianes  correspondant 

aux   CÛtéS    1)  et  e,  smit   il   niiijle   droit. 

Soient  p  et  y  les  médianes  correspondant  aux  Côtés  b  et  c; 
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on  a,  d'après  des  relations  connues, 

2a2  +—  -f  Jl  —  2  (S»  +  y'). 

De  plus,  les  médianes  se  coupant  à  angle  droit,  aux  deux 
tiers  de  leur  longueur  à  partir  du  sommet,  on  a 

—  (Pa  +  Y*)  =  «"- 

9 
On  déduit  de  ces  deux  équations  la  relation  suivante 

b2  -f  c2  =  5a2. 

Donc  les  trois  équations  du  problème  sont 

a  -f-  b  -J-  c  =  2p 

62  +  c2  =  5a2 

6c  =  m2. 

On  élimine  facilement  b  et  c,  ce  qui  donne  l'équation 

5a2  -J-  2m2  =  (2p  —  a)% 

ou  2a2  -j-  zap  —  ip%  -f-  m2  =  o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  est 

5p2  —  2m2  >  o. 

De  plus,  la  somme  des  racines  étant  négative,  il  faut,  pour 

que  le  problème  ait  une  solution,  que  les   racines  soient  de 

signes  contraires,  ce  qui  donne  la  condition 

2p*  —  m2  >  o, 

qui  entraîne  la  précédente  ;  il  y  a  alors  une  seule  solution 

pour  a;  on  en  tire  ensuite  facilement  b  et  c. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Derome,  à  Valenciennes, 
et  Fiévet,  à  Lille. 


QUESTION    1 

Solution  par  M,  H.  Bourget,  à  Aix. 

Démontrer" que  le  polynôme 

A  =  n(n  +  i)(n  -f  2)xn  —  6n.  ix11"1  —  6(11  —  i)2xn~2 
6(n —  2)3xn-3  —  ...  —  6.2(n  —  i)x  —  6n 
est  exactement  divisible  par  x  —  1  et  donner  le  quotient. 

(G.  de  Longchamps.) 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  polynôme 
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entier  en  x  soit  divisible  paras  —  i,  c'est  que  i   substitué 
à  x  annule  le  polynôme. 

Substituons  donc  i  à  x  dans  le  polynôme  proposé,  il  devient 
A  =  n(n  -(-  i)(n  -f-  2)  —  6n.  1  — 6(n  —  1)2  —  6(n  — 2)3 
—  ...  —  6.2(11  —  1)  —  6.  in. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  doit  avoir 

n(n  -f  0(n  +2) 

— i 1 — '■+ — ! i-  =  11.1  -f-  (**  —  02  4"  (w  —  2)3  -j-  •  •  • 

+  2("  —  T)  "h  in- 

Si  nous  développons   le    second  membre  de  cette  égalité 

nous  aurons,  toutes  réductions  faites, 

n(n  +  i)(n  +  2)  121  1    /  \ 

— s ! — p — ! — -  =  m  -f-  2ti  +  3n  +  . . .  +  (n  —  i)n 

-f-  n .  n  —  [  1  +  2  -j-  3  -f-  . . .  +  (n  —  2)  -j-  (n  —  1  ) J 

—  [i2  +  2a  +  3a  +  ...  -f  (n—  2)2  -f-  (n  —  i)2] 

ou,  effectuant  les  sommes  indiquées  et  réduisant  au  même 

dénominateur, 

m  n  -j-  i)(n+  2) 3n(i  4"n)n —  3n(n —  1) —  (n —  i)n(2n — 1) 

_  _  _ 

ou 

n(n  -f-  i){n  +  2)         3n(r  -(-  n)n  —  2n(n  —  i)(n  -}-  1) 


0  6 

ou  enfin 

n(n  4-  i)(n  4-  2)  n(n  +  i)(n  4-  2) 

— ' 7- =— i ' -,        C.Q.F.D. 

6  0 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  le  quotient  est 

[n(n  4-  i)(n  +  2)]xn~1  +  [n(n  4-  i)(n  -f-  2)  —  611.  i]xn~2 

4-  [n(n  4-  0(n  +  2)  —  6».  1  —  6(n  —  i)2]xn_3 

4-  • . .  4~  [>l(w  H-  0(n  ~f-  2)  —  6n.  1  —  6(n  —  1)2  — 

...  —  6.2(n  —  i)]a;  -f  [/j(/i  4"  0(n  +  2)  —  6n. l 

—  6(n  —  1)2  —  ...  —  6.2(7»  —  1)  —  6.  in]. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Paul  Godefroy,  à   Lyon. 
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BIBLIOGRAPHIE 


Cours  de  Mécanique  élémentaire,  à  l'usage  des  aspirants  au 
baccalauréat  es  sciences,  et  des  candidats  aux  Écoles  navale, 
militaire  et  forestière,  par  M.  Combette,  professeur  au  lycée 
Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Germer-Baillière 

Au  moment  de  rendre  compte  de  l'ouvrage  nouveau  de  M.  Combette,  je  ne 
crois  pas  devoir  reprendre  l'observation  générale  que  j'ai  déjà  eu  l'occasion 
de  foire  sur  les  programmes  de  mécanique  dans  l'enseignement  secondaire. 
J'accepte,  tel  qu'il  est,  l'ordre  suivi  par  l'auteur,  et  je  ne  puis  que  le  féliciter 
de  la  manière  dont  il  a  développé  son  programme,  et  des  détails  dans  lesquels 
il  est  entré.  M.  Combette  a  traité  à  fond,  autant  que  le  permet  l'étude  élémen- 
taire de  la  mécanique,  toutes  les  questions  qui  font  partie  du  cours  de  mathé- 
matiques %m°  année;  mais  je  signalerai  plus  particulièrement  aux  lecteurs  les 
chapitres  suivants  : 

Réduction  des  forces  à  deux  ; 

Conditions  d'équilibre  d'un  solide  libre  et  les  six  équations; 

Conditions  d'équilibre  d'un  solide  qui  n'est  pas  libre; 

Les  machines,  à  propos  desquelles  M.  Combette  décrit  les  principaux  types 
de  machines  simples  usuelles  ; 

L'étude  géométrique  détaillée  du  mouvement  des  projectiles  dans  le  vide; 

Le  travail  et  la  transmission  du  travail  dans  les  machines. 

Les  exemples  intéressants  qui  accompagnent  chacune  des  théories  impor- 
tantes sont  choisis  de  façon  à  bien  taire  comprendre  l'application  des  divers 
principes  à  la  solution  des  problèmes  de  mécanique;  le?  exercices  qui  viennent 
après  chaque  livre  contiennent,  ou  bien  des  théoivmes  qui  sortent  des  limites 
du  programme,  et  qu'il  peut  être  pourtant  utile  de  connaître,  ou  bien  des  pro- 
blèmes présentant  pour  les  élèves  un  grand  intérêt,  soit  parce  qu'ils  donnent 
des  résultats  souvent  assez  simples ,  soit  parce  qu'ils  proviennent  de  questions 
d'examen. 

M.  Combette  a  indiqué  par  un  astérisque  les  questions  qui  ne  font  pas  par- 
tie du  programme  du  baccalauréat  ;  il  esta  désirer  (pie  même  les  aspirants  à  ce 
grade  prennent  la  peine  d'étudier  complètement  ce  cours  de  mécanique,  dont 
les  candidats  aux  Écoles  ne  doivent  négliger  aucune  partie,  sans  se  préoccuper 
du  programme. 

Je  terminerai  cette  notice  en  signalant  aussi  l'exécution  matérielle  de  cet 
ouvrage  ;  l'éditeur  a  eu  soin  de  mettre  des  figures  très  nettes,  de  grande 
dimension;  les  modèles  de  machines  ont  été  choisis  parmi  les  types  les  plus 
parfaits  et  reproduits  avec,  une  très  grande  netteté;  ces  avantages,  joints  au 
fond  même  de  l'ouvrage,  contribuent  à  en  faire  un  traité  fort  recommandable. 

A.  M. 
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ENSEIGNEMENT   SPÉCIAL 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1882 

Algèbre. 
Un  professeur,  pour  donner  à  ses  élèves  une  idée  succincte 
delà  résolution  des  équations  du  troisième  de  gré  de  la  forme 

x3  -f-  px  -(-  q  =  o,  les  engage  à  remplacer  x  par  y , 

ou  par  m  sin  ep,  en  disposant  de  l'indéterminée  m  de  telle 
sorte  que  l'équation  transformée  soit  résoluble  à  la  manière 
des  équations  du  second  degré,  ou  de  la  relation  trigonomé- 
triqueentresin3  ?  et  sin  cp, et  donne  immédiatement  une  racine 
réelle.  On  en  déduira  les  trois  racines  de  l'équation  proposée. 
Appliquer  ce  procédé  aux  équations 

x3  -\-  bx  —  2=0;     x3  —  bx  —  2  =  0, 
et  faire  le  calcul  avec  la  précision  que  peuvent  donner  les 
tables  à  cinq  décimales. 

Géométrie  descriptive. 

Dans  un  plan  PaP',  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et 
faisant  un  angle  <p  avec  le  plan  horizontal,  on  décrit  une 
circonférence  sur  la  portion  AB  de  la  trace  horizontale  aP 
prise  comme  diamètre.  Construire  la  surface  engendrée  par 
ce  cercle  tournant  autour  d'un  axe  vertical  dont  la  projection 
horizontale  G  divise  le  diamètre  Ali  en  deux  parties  telles 

AC  —  CB 
<Ue  AC  +  CB 

Pour  représenter  les  projections  du  corps  ainsi  engendré, 
on  supposera  que  la  partie  située  au-dessus  de  PaP'  a  été 
supprimée.  (Épure  à  main  levée.) 

Mécanique. 
1. —  Description  de  l'injecteur  Giffard. 
2.  —  Engrenage è  roues  elliptiques,  destiné  à  transmettre 
la  rotation  d'un  axe  à  un  autre  axe  parallèle  dans  un  rapport 

qui  varie  entre   deslimites  données. 


sin 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


53.  — On   considère  l'expression 

u  =  \fa  +  y/ M-  \J  c  +  \l~d 
et  on  propose  de  la  transformer  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs de  la  forme  \x  -f-  y  y  . 

Démontrer  que  la  transformation  n'est  possible  que  si 
a2cl  =  bc,  et  qu'elle  n'est  avantageuse  que  si  les  nombres 
«2  —  b,  a2  —  c  sont  carrés  parfaits. 

Exemple 

+±v/F+i-v/~+i^=(^+iyr+3) 

2  0  0  O 

54.  —  Résoudre  le  système  d'équations  à  trois  inconnues 
x*  _  y*  _  s»  _  rfa      _  a 

«£2  +  2/2  +  -2  —  cf2   """d"' 
2y(x  —  cl)  b 


i 


œ2  +  y1  +  -s2  —  d2       d  ' 

2js(œ  —  d)  c 

rc2  +  y2  -f  s2  —  t/2   ~"rf"' 
en  supposant  a2  -f-  è2  -f-  c2  différent  de  d1. 


(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


PARIS.  —  INI'RIXERIB  CHAIX,20,Ki:B  BERGERE,  i'RES  DU  RODLEVARD  MONTMARTRE.—  1  SS'iO-2 
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NOTE 

SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DU  QUADRILATÈRE  INSGRIPTIBLE 

Par  M.  X.  Autoinarij  professeur  au  Lycée  de  Carcassonne. 


Les  propriétés  dont  il  va  être  question  sont  relatives  aux 
relations  bien  connues  entre  les  côtés  et  les  diagonales.  Elles 
se  déduisent  simplement  de  la  propriété  générale  suivante  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscriptible,  si  on  multiplie  l'aire  du 
triangle  formé  par  trois  des  sommets  par  le  carré  de  la  distance 
du  quatrième  sommée  à  un  point  quelconque  du  plan,  la  somme 
des  produits  relatifs  aux  deux  triangles  séparés  par  une  diago- 
nale est  égale  à  la  somme  des  produits  relatifs  aux  deux  triangles 
séparés  par  l'autre  diagonale. 

Je  sais,  pour  l'avoir  vu  à  la  fin  du  Traité  de  Géométrie  de 
MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  que  cette  proposition  est 
due  à  Luchtcrhandt,  qui  l'a  publiée  dans  le  Journal  de  Crelle, 
t.  XXIII.  A  la  fin  du  môme  Traité  de  Géométrie,  la  démon- 
stration de  cette  proposition  est  donnée  comme  application 
de  la  multiplication  des  déterminants.  Par  cela  même,  elle 
ne  peut  être  enseignée  en  Mathématiques  élémentaires.  Nous 
allons  en  donner  une  simple,  à  la  portée  des  commençants, 
et  qui  n'exige  que  la  connaissance  de  la  propriété  du  carré 
du   côté  d'un    triangle  p 

opposé  à  un  angle  aigu 
ou  à  un  angle  obtus, 
ainsi  que  la  propriété 
du  produit  des  seg- 
ments déterminés  par 
une  circonférence  sur 
les  sécantes  issues  d'un 
point.  - 

Voici  cette   démons- 
tration : 

Soient  ABGD  le  qua-  B 

drilatère  inscrit  dans  le  cercle  de  centre  0,  et  P  un  point 

JOURNAL  DE  S1ATU.  LLÉM.  idM.  10 


-7-7 


V 


—  218  — 

quelconque  de  son  plan.  Les  diagonales  de  ce  quadrilatère 
le  partagent  en  quatre  triangles;  nous  désignerons  d'une 
manière  générale  l'aire  de  l'un  de  ces  triangles  par  la  lettre 
du  sommet  opposé.  Par  exemple,  nous  appellerons  A  l'aire 
du  triangle  BCD.  Soient  a,  b,  c,  cl  les  côtés  du  quadrilatère, 
m  et  n  ses  diagonales,  enfin  R  le  rayon  du  cercle  circons- 
crit. 

Remarquons  d'abord  que  les  deux  triangles  ABD  et  BCD 
ayant  même  base  BD,  on  a 

AI        _C_ 

IC  ~~Â" 

AI  IG  m 

ou  bien  -— —  =  — — -  =  — — 

CAS 

en  désignant  par  S  l'aire  du   quadrilatère.  On  en  déduit 
AI  =  -s-,  (D 

IC  =  ^,  ("2) 

Joignons  le  point  P  aux  sommets  du  quadrilatère  et  au 
point  I,  et  soit  P'  sa  projection  sur  AG.  La  considération 
des  deux  triangles  API  et  IPC  donne  : 

ÂP'2  =  ÏP2  +  AT  -f  2  AI  X  IP\ 
UP  =  ÏP  -|- TC2  —  2IC  X  IF. 
Multiplions  la  première  de  ces  relations  par  IC,  la  deuxième 
par  IA  et  ajoutons.  Nous  aurons 

IC  X  AP2  +  IA  X  CP2  =  ÏP2  X  (AI  -J-  IC)  +  AI  X  IC 
X  (AI  +  IC), 
relation  que  l'on  peut  écrire 

IC  X  ÂP2  -f-  IA  X  CP2  =  m  (ÏP l  -f  R2  —  W) ,  (3) 
puisque  AI  X  IC  est  la  puissance  du  point  I.  Enfin,  si  l'on 
tient  compte  des   valeurs  de  IA  et  de  IC  données  par  (1)  et 
(2),  la  relation  (3)  donne,  après  la  suppression  du  facteur  m, 

A  X  ÂP2  +  C  X  CP2  =  S  (ÏP2  +  R2  —  "OT)  • 
Le  second  membre  ne  dépendant  que  de  la  surface  du  qua- 
drilatère et  de  la  position  du  point  I,  on  en  conclut 
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A  x  Â~F2  -f  c  x  UF2  =  B  X  BP2  -f  D  x  LT2 

=  S  (IP2  -f  R2  —  Ôï2)  (*)  (4) 

c.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible  le  pro- 
duit des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés 
opposés. 

Supposons  en  effet  que  le  point  P  coïncide  avec  le  point  A 
par  exemple,  et  rappelons  que  l'on  a 

bcn  cdm  adn  abm 

D'ailleurs,  on  voit  sur  la  figure  que 

APr=o,      CP  =  ro,      BP  =  a,      DP  =  rf. 

La  relation  (i)  devient  ainsi 

adn  „        cdm  ,     abm 

_rXMS  =  _rXa.  +  __X(i«. 

i      o    i  °dm    i 

La    suppression  du    lacteur   commun  — -—  donne    finale- 

4R 

ment  mn  =  ac  -f-  bd  c.  q.  f.  d. 

Corollaire  II.  —  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible  le 
rapport  des  diagonales  est  égal  au  rapport  des  sommes  des 
produits  des  côtés  qui  aboutissent  aux  extrémités  de  la  même 
diagonale. 

Supposons  en  effet  que  le  point  P  coïncide  avec  le  point  0. 
Alors  on  a     AP  =  CP  =  BP  ==DP  =  R.  La  relation  (|)  de- 
vient A  -f  C  =  B  -f  D 
et  en  tenant  compte  de  (§)  on  aura 

_.  (ad  +  6c)  =  -£■  {ab  -f  cd), 

M  .  m  ad  4-  bc 

d  OU  ■ =  r. 

n  ab  +  cd 

Remarque.  —  La  démonstration  qu'on  donne  de  ces  deux 
propriétés,  dans  les  cours  de  Mathématiques  élémentaires, 

repose  sur  la  similitude.  Celle  que  nous  venons  d'indiquer 

(•)  On  peut  remarquer  que  lu  démonstration  l'applique  a  un  point  quel- 
conque de  l'espace. 
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nous  semble  préférable  parce  qu'elle  les  fait  découler  d'une 
propriété  générale;  en  outre,  la  démonstration  de  cette  pro- 
priété générale  n'exige  aucun  effort  de  mémoire  pour  les 
constructions,  effort  devant  lequel  les  élèves  reculent  tou- 
jours, au  moins  pour  ce  qui  concerne  le  corollaire  II. 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 


Dans  le  troisième  livre  de  Géométrie  élémentaire,  on  étudie 
en  général  deux  problèmes  de  construction  de  lignes,  en 
donnant  une  forme  particulière  à  l'énoncé;  nous  nous  pro- 
posons ici  de  traiter  ces  problèmes  d'une  mauière  plus 
générale,  et  d'en  déduire  les  conditions  de  possibilité,  et 
aussi  les  constructions  ordinaires  dans  le  cas  particulier  dont 
nous  parlons.  L'idée  de  cette  généralisation  ne  nous  appar- 
tient pas;  nous  avons  trouvé,  dans  Y  Algèbre  de  M.  Burat 
l'indication  de  la  construction  relative  au  premier  problème, 
à  l'occasion  d'une  question  d'algèbre  qui  n'est  que  la  traduc- 
tion de  l'énoncé  que  nous  allons  indiquer. 

Problème  I.  —  Construire  deux  lignes,  connaissant  leur 
somme  et  leur  produit;  ou  autrement,  construire  les  dimensions 
d'un  rectangle,  connaissant  le  périmètre  et  les  dimensions  d'un 
rectangle  équivalant. 

Soient  AB  la  somme  des  deux  lignes,  m  et  n  les  dimensions 

du  rectangle  donné.  Au 
point  A  j'élève  à  AB  une 
perpendiculaire  AD  égale 
à  m,  et  au  point  B  une 
perpendiculaire  BG  égale 
à  n;  ces  deux  perpendi- 
culaires étant  mesurées 
du  même  côté  de  AB.  Je 
mène  la  ligne  CD,  et  sur 
CD  comme  diamètre  je 
décris  une  circonférence,  qui,  en  général,  coupe  AB  en 
deux  points  E,  F;  les  lignes  cherchées  sont  AE,  EB,  ou  AF,  FB. 
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Pour  le  prouver,  je  mène  les  lignes  DE,  EC;  les  deux  trian- 
gles semblables  DAE,  EGB,  me  donnent  immédiatement 
AE  AD 

"cF-    EB   ' 
ou  AE  .  EB  =  mn. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  point  0,  milieu  de  CD,  sur 
AB,  tombe  en  H,  milieu  de  AB;  ce  point  H  est  aussi  le 
milieu  de  la  corde  EF;  il  en  résulte  que  AF  =  EB. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  circon- 
férence CD  rencontre  AB  ;  ce  qui    exige  que  OH    soit   infé- 
.     CD 


rieur    a   

Or 
el  CD 


0H  = 


m  -f-  n 


CK2  -f  DK2  =  AB2  -f  (m  —  n)\ 

AB2 

On  en  lire  facilement  mn  < . 

4 
Donc  le  carré  de  la  demi-somme  donnée  doit  être  supérieur 

à  la  surface  du  rectangle. 

Corollaire.  —  Si  m  et  n  sont  égaux  entre  eux,  CD  est 
parallèle  à  AB,  AD  est  tangent  en  D  à  la  circonférence,  et  l'on 
retrouve  la  solution  ordinaire,  en  renversant  la  figure. 

Problème  II.  —  Trouver  les  côtés  d'un  rectangle,  connais- 
sant    la    différence    des 
c<ilés  et    les    dimensions 
d'un   rectangle    équiva- 
lent. 

Soient  AB  la  diffé- 
rence donnée,  m  et  n 
les  dimensions  du  rec- 
tangle donné.  J'élève 
encore  aux  points  A 
et  B,  mais  de  côtés  diffé- 
rents deAB,des  perpen- 
diculaires Al)  e1  BC 
égales  respectivement 
à  m  et  à  n  ;  sur  CD  com- 
me diamètre  je  décris   une  circonférence  qui  roncontre  en 
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E  et  F  la  ligne  AB;  les  lignes  AE,  BE  sont  les  lignes  cher- 
chées. Je  le  démontrerais,  comme  précédemment,  en  consi- 
dérant les  triangles  ADE,  BGE. 

Le  problème  est  toujours  possible,  car  il  y  a  forcément 
une  intersection  de  la  droite  AB  avec  la  circonférence  DC, 
celle-ci  ayant,  par  la  construction  même,  des  points  de  part 
et  d'autre  de  AB. 

Corollaire.  —  Si  m  et  n  sont  égaux,  la  droite  AB  a  son 
milieu  au  centre  0  de  la  circonférence.  Si,  alors,  sur  AB  comme 
diamètre,  je  décris  une  circonférence  concentrique  à  la  première, 
BG  sera  tangent  à  cette  seconde  circonférence,  et  comme  OC  est 
égal  à  OE,  on  retrouve  la  construction  habituelle  du  coui's. 


AUTRE  NOTE  DE  GEOMETRIE 


La  propriété  bien  élémentaire  dont  nous  voulons  parler 
ici  se  démontre  de  plusieurs  manières  différentes;  en  par- 
ticulier, on  peut  en  donner  la  démonstration  suivante  : 

Théorème.  —  La  tangente  issue  d'un  point  à  une  circon- 
férence est  moyenne  proportionnelle  entre  une  sécante  entière 
issue  du  même  point  et  la  partie  extérieure  de  cette  sécante. 

Pour  le  prouver  je  mène  le  diamètre  qui  passe  par  le 
point  A;  j'ai  d'après  un  théorème  connu 

AB.AC  =  AE.AF  =  (AO  —  R)(AO  +  R) 
ou  AB.AD  =  AO2  — R2. 

Soit  AD  la  tangente  issue  du  point  A;  le  triangle  rectangle 
AOD  me  donne 

AD2  =  AO2  —  OD2  =  AO2  —  R2. 

Donc  AD2  =  AB.AC. 

Théorème.  —  Réciproquement,  deux  droites  se  coupant  aie 
point  A,  si  sur  l'une  on  prend  deux  points  B,  C,  du  même  côté 
de  A,  et  sur  l'autre  un  point  D,  tel  que  AD2  =  AB.AC,  la  cir- 
conférence qui  passe  par  les  points  B,  C,  D,  est  tangente  à  AD 
au  point  D. 
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Soient  en  effet  0  le  centre  de  cette  circonférence,  et  R  son 
rayon;  j'ai,en  vertu  d'un  théorème  connu, 
AB.AC=A02— R2. 

Mais,  dapres 
l'hypothèse  ,  j 'ai 
AB.AC  ==  AD2 
donc 

AD2  =  AO2  —  R2,  f 
ou   bien,     puisque 
OD   es  t  égal   au 
rayon, 

AD2  +  OD2=  AO2; 
par  suite  le  triangle 
AOD  est  rectangle  en  D,  et   la  ligne   AD,  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon,  est  tangente  en  D  à  la  circonférence. 


CONCOURS  GENERAL 

Solution    de   la   question   proposée   en   Mathématiques  élémentaires, 

par  M.  Em.  Bernheim  (*), 

Élève  au  Lycée  Charlemague.  (Classe  de  M.  Launay.) 


Un  pentagone  ABCMD  se  déforme  en  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  :  les  sommets  A  et  B  restent  fixes,  les  cinq 
côtés  conservent  chacun  la  même  longueur.  Enfin  les  angles 
variables  ADM,  BCM,  comptés  dans  un  même  si  ns  de  rotation, 
restent  constamment  égaux  entre  eux.  Sur  MG  on  construit  un 
triangle  MGF  semblable  au  triangle  MDA,  le  côté  MC  ayant 
pour  homologue  BD.  Sur  Ml)  on  construit  un  triangle  MDF 
semblable  à  MCI!,  le  côté  MD  ayant  pour  homologue  BG.  Le 
pentagone  se  déformant  dans  les  conditions  définies,  on  propose; 

1°  If  étudier  les  variations  de  la  longueur  EF; 

2°  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M  ; 

3°  De  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  M  décrive 
une  droite  A  ; 


(*)  Premier  prix. 
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4°  De  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  droite  A 
passe  par  le  sommet  A  ; 

5°  Le  point  M  décrivant  une  droite  A  passant  par  A,  on  consi- 
dère le  cas  particulier  où  les  deux  côtés  AD;  MD  du  pentagone 
sont  égaux  entre  eux,  et  l'on  demande  le  lieu  que  décrit  un  point 
quelconque  invariablement  lié  au  côté  mobile  MD  du  pentagone. 

1.  —  Pour  étudier  les  variations  de  la   longueur  de  EF 
cherchons  une  expression  de  cette  longueur. 
Dans  le  triangle  EMF  on  a 

EF2  =  ME2  -f  MF2  —  2ME  .  MF  cos  EMF.      (1) 
Or  les  angles  EMF,  AMB  sont  égaux.  En  effet  on  a 
BMF  =  BMG-—  FMG  =  MED  —  MAE  =  AME 
et,  par  suite, 

BME  -f  BMF  =  AME  +  EMB  ou  EMF  =  AMB. 
D'autre  part,  le  triangle  MCF  étant  par  construction  sem- 
blable à   AMD, 


on  a  : 

MF 
MA 
d'où 


MG 


AD 


MF  =  —  MA 
a 

et,  par  suite  de 

la  similitude  de 

MED  et  MBG, 

ME  MD 

MB   ~~    BU    ' 
d'où 

ME   =  4-  MB. 

b 


(Fie,,   i.) 

L'égalité  (1)  devient  donc 
c2    .    d* 


cd 


EF2  ==  — -  MA2  4-  -r-  MB2  —  2  —f  MA 
a2  '    b*  ab 


MB  cos  AMB. 


Or,  dans  le  triangle  AMB,  on  a 

AB2  =  MA2  -f-  MB2  —  2  MA  .  MB  cos  AMB  ; 
d'où         2MA  .  MB  cos  AMB  =  MA2  +  MB2  —  K\ 


—  m  — 

Par  suite, 
EF«  =  _  «A.  4.  _  MB"  -  _  (M.V  +  M  B-)  +  -^  K> 

ou  KFi  =(£—±) a  ma- -4  mbA  +  4  P 

\  a  b  /  \a  b  )         ab 

ou  encore 

EF2  =  — i—  [(6c  —  arf)  (ocMA2  —  adMB2)  -f  a6a/K2  I 

D'autre  part  les  deux  triangles  ADM,  BGM  donnent 
AM2  =  a2  +  rf2  —  2ad  cos  ADM 
et  BM2  =  62  -f  c1  —  26c  cos  BGM. 

Les  angles  ADM,  BCM  étant  égaux,  on  a  donc 
&  4.  #  _  AM*  62  +  c2  —  BM2 

ad  bc 

ou         ôcMA2  —  cuMB*  =  bcia1  +  d1)  —  ai(62  +  c2).     (2) 
Par  suite  l'expression  de  EF2  devient 

EF2  =  -JL-  ["(6c  _  ac/)[6c(a2  +  &)  —  0(i(62  +  c2)]  +  abcdK*] 

ou, 

EF2  =  — i—l  6*c»(o2  +  d2)  +  a2d2(62  +  c2) 

—  oôcd(a2+  62  +  c2  +  d2  —  K2)]. 

Cette  expression  ne  contient  que  les  longueurs  données  des 
côtés  du  pentagone;  la  longueur  EF  est  donc  constante. 

2.  —  Cherchons  le  lieu  du  sommet  M. 
Pour  cela  abaissons  du  point  M  sur  AB  la  perpendiculaire 
MH  :  appelons  y  sa  longueur,  x  la   distance  de   son  pied  H 
au  point  A.  On  a  alors 

MA2  +  î/2  -f-  x2     et  MB2  =  /y2  -f  (K  —  x)*. 
En   remplaçant   MA2   et  MB2    par   ces   expressions   dans 
l'égalité  (2),  on  trouve 

bc(y*  +  a;2)  —  ad  [y9  -f  (K  —  ce)2]  =  &c  (a2  +  d2)  —  w/(62  -f  c2) 
ou     (bc  —  a'd)  >/  -f  (bc  —  ad)  ac2  -f  »K«faR  =  Ma2  -}-  dr) 

—  ad(b*  +  c2)  +  adK*  (3) 

Divisons  Les  deux  membres  par  (6c  —  ckJ),  en  faisant  ali<- 

JOUR.NAL    DB  MATH.    t.LKV.    1882.  10. 
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traction  du  cas  particulier  où  6c —  ad  =  o.  Il  vient 

w2  4-  x2  4-  ■    2    CU  .  x  =  - — ! — r  [~6c(a2  4-  d2)  —  ad(62  c2) 
J  bc  —  ad  oc  —  ad  L 

+  adK2] 

ou,  en  complétant  le  carré  en  x, 

»■  +  («+ -rar  )'  =  sT^rf6*^  -  -  (»' + "> 

'  J  '    (bc  —  ad)2 

ou. 


+6 


Kad 


^  -h  œ 


\  ad  —  6c 

=  (6c -ad)2  [[(6c ~ ad^bc^  +  f/2)  '  ad^  +  *)]  +  a6cdK*] 
Or  si  l'on  appelle  q  la  longueur  constante  EF,  la  paren- 
thèse est  précisément  égale  à  a%b*q*.  On  a  donc 

y    +Vr"      arf  —  6c  J   ~  (bc  —  flf/j2  '         (4) 
Cherchons  ce  que  signifie  cette  égalité.  Pour  cela  considé- 
rons sur  la  droite  AB  un   point  P,  tel  que  sa  dislance  au 

point  A  soit  égale  en  grandeur  et  en  signe  à  ■ — ; . 

*  s  s  s  ad  __  bc 

(  Kad      v 

L  expression  [x ; : —    représente  le  carre  de  HP, 

\  ad  —  bc  J 

H  étant  la  projection  de  M  sur  AB  ;  d'ailleurs  y2  est  le  carré 

de  MH  ;  on  a  donc 

KB-^  +  fx-** 

\  ad  —  6c  . 

L'égalité  (4)  exprime  donc  que  la  longueur  MP  est  cons- 
tante, c'est-à-dire  que  le  point  M  décrit  un  cercle  ayant  pour 

centre  le  point  P  et  pour  rayon  la  longueur — . 

Remarque.  —  La  distance  du  centre  P  au  point  A  a  pour 

Kad  K  .6c 

expression  ■ — ; ; —  ou r—  .  On  voit  donc  nue  si  — r  <  i . 

ad  —  6c  6c  ad 

ad 


—  ±11  — 

le  centre  P  esl  à  droite  de  B,  et  si  — -  >  i,  il  est  à  gauche 

du  point  A. 

Remarque  IL  —  On  peut  facilement  construire  autant  de 
points  que  l'on  veut  du  lieu  :  en  effet,  si  l'on  se  donne  un 
angle  x  auquel  doivent  être  égaux  les  angles  D  et  C;on  pourra 
construire  les  triangles  ADM,  BCM,  et  l'on  connaîtra  ainsi 
les  longueurs  MA,  MB  qui  déterminent  le  point  M,  pourvu  que 
a  soit  tel  que  l'on  ait  MA  -f~  MB  >  AB.  En  particulier,  si 
l'on  donne  à  a  les  valeurs  180°  et  90°,  on  obtient  très  faci- 
lement quatre  points  du  cercle,  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  AB.  Le  cercle  se  trouve  ainsi  parfaitement 
déterminé. 

3.  —  Pour  que  ce  cercle,  lieu  du  point  M,  se  réduise  à  une 
droite,  il  faut  que  son  centre  s'éloigne  à  l'infini.  Il  suffit,  pour 
cela,  que  l'on  ait  bc  =  ad. 

En  effet,  si  l'on  suppose  bc  =  ad,  l'égalité  (3)  devient 

x  =  -4r  (a2  -f  d2  4-  B?  —  bn-  —  c2). 

Cette  égalité  exprime  que  tous  les  points  M  se  projettent 
sur  AB  en  un  même  point  H  situé  à  une  distance  du  point  A 

égale  à  — -,  (a-  -f-  d*  -f-  K2  —  62  —  c2).  c'est-à-dire  que  le  lieu 

du  point  M  est  la  perpendiculaire  Hs  élevée  en  II  à  AB. 

Cette  droite  est  la  corde  commune  aux  deux  cercles  qui 
ont  respectivement  pour  centres  les  points  A  et  B  et  pour 
rayons  les  longueurs  a  -f-  delb-\-c.  En  effet,  quand  les 
angles  D  et  C  deviennent  égaux  à  180°  les  longueurs  MA  et 
M  L>  sont  respectivement  égales  à  a  -\-  d  et  /;  -f-  c. 

Remarque.  —  L'égalité  bc  =  ad  exprime  que  les  triangles 
BCM,  ADM  sont  équivalents,  car  les  angles  C  et  D  sont 
égaux,  par  hypothèse. 

4.  —  Pour  que  la  droite  Ha  passe  par  le  point  A,  il  faut 
que  la  dislance  AH  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

a*  _j_  d*  —  b1  —  c-  -f-  K2  =  o. 
En  effet,  c:i      supposant  celle  nouvelle  condition  réalisée 
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l'égalité  (2)  devient 

MA2  —  MB2  =  —  K2  ou  MB2  —  MA2  =  K2. 

Cette  égalité  exprime  bien  que  le  lieu  du  point  M  est  la 
perpendiculaire  à  AB  au  point  A. 

Remarque  I.  —  L'égalité  (o)  peut  s'écrire,  en  tenant  compte 
de  la  relation  ad  =  bc, 

(a  +  df  —  (b  +  c)2  -f  K2  =  o 
ou  K2  =  (6  +  c)2  —  (a  -f-  dy 

ou  encore        K2  =  (6  -j-  c  -f-  a-\-  d)  (b  -f-  c  —  a  —  d). 

Ainsi,  pour  que  le  sommet  M  décrive  la  perpendiculaire 
AY  à  AB,  il  faut  que  la  longueur  du  côté  fixe  AB  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  la  somme  des  longueurs  des 
côtés  mobiles  et  l'excès  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée 
BCM  sur  celle  de  la  ligne  brisée  ADM. 

Remarque  II.  —  Nous  avons  vu  que  le  lieu  du  point  M  est 
un  cercle  ou  une  droite  passant  par  les  points  d'intersection 
des  deux  circonférences  qui  ont  pour  centres  les  points  A 
et  B  et  pour  rayons  les  longueurs  a  -f-  d  et  b  -j-  c.  Mais  le 
point  M  est  lié  aux  points  A  et  B  par  des  lignes  brisées  dont 
les  longueurs  respectives  sont  a  -f-  d  et  b  -f-  c;  les  distances 
MA  et  MB  ne  peuvent  donc  être  supérieures  à  a  -f-  d  et  b  -\~  c. 
Par  conséquent  le  point  M  ne  peut  décrire  que  la  portion  de 
circonférence  ou  de  droite  qui  est  située  à  la  fois  à 
l'intérieur  des  deux  cercles  A  et  B,  entre  leurs  deux  points 
d'intersection. 

5.  —  Supposons  maintenant  que  le  point  M  parcoure  la 
perpendiculaire  AY  à  AB,  et  qu'en  outre  le  côté  MD  du  pen- 
tagone soit  égal  à  AD.  Soit  S  un  point  invariablement  lié  au 
côté  MD:  nous  pouvons  le  supposer  défini  par  sa  distance 
/  au  point  D  et  par  l'angle  w  que  fait  la  direction  DM  avec  DS 

Considérons  une  position  quelconque  de  la  ligne  brisée 
ADM  et  prolongeons  MD  jusqu'à  la  rencontre  de  AX  en  N. 
Les  triangles  ADM  et  ADN  sont  isoscèles;par  suite  la  droite 
MN  est  constamment  égale  a  ia.  Imaginons  le  cercle  décrit 
sur  MN  comme  diamètre  :  quelle  que  soit  la  position  de  MN, 
il  passe  toujours  par   le  point  A.  Prolongeons  DS  jusqu'aux 
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points  de  rencontre  de  la  circonférence  en  R  et  T  :  traçons 
les  droites  rectangulaires  AR  et  AT.  L'angle  RAM  est  cons- 
tant et  égal  à — ,  car  il  est  toujours  inscrit  dans  le  cercle  de 
rayon  a  et  intercepte  l'arc  MR  qui  est  constamment  égalàaw. 


(Fig,  2.) 
Par  suite  le  point  R  décrit  la  droite  AY'  et  le  point  T 
décrit  la  droite  A.V  qui  est  perpendiculaire.  D'ailleurs,  la 
droite  RT  est  constamment  égale  à  2  a.  Par  conséquent,  le 
point  S  de  la  droite  RT,  qui  est  entraînée  dans  le  mouvement 
de  la  droite  MD,  décrit  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  AX'  et  A  Y'  et  ont  pour  longueurs  respectives 
2  (a  -j-l)  et  2  (a  —  l). 
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QUESTION  3 


Résoudre  l'équation 

x1  —  ax3  -f  bx2  -f-  adx  -f  d2  =  o. 

Cette  équation  u'est  auire  que  l'équation  réciproque  du 
quatrième  degré,  au  sens  général,  signalée  par  M.  de  Long- 
champs  dans  son  étude  sur  les  équations  quadratiques.  On 
peut  la  résoudre  très  facilement  et  trouver  les  conditions 
de  réalité  des  quatre  racines;    en  effet,  en  divisant   par  x% 

d 

et  posant  x  H =  %. 

x 

nous  avons  l'équation 

z2  -{-  az  -\-  b  —  2(1  =  o. 

Il  faut  d'abord  que  l'on  ait 

a2  —  46  -f-  Sd  >•  o; 

puis,  l'équation  qui  donne  x  en  fonction  de  z  étant 

x"2 —  zx  -f-  d  =  o, 

on  doit  avoir  en  outre     z2  —  ^d  >  o. 

Ainsi,  l'équation  en    %    doit    avoir  ses  racines  réelles,  et 

comprises  en  dehors  de  l'intervalle  limité  par  les  valeurs 

Toute  valeur  de  z  qui  ne  répond  pas  à  ces  conditions 
donne  pour  x  un  couple  de  valeurs  imaginaires. 

Il  est  à  remarquer  que,  à  chaque  valeur  réelle  de  -  don- 
nant des  racines  imaginaires,  correspondent  pour  x  deux 
valeurs  imaginaires  conjuguées,  taudis  que  les  valeurs  de 
x  qui  proviennent  d'une  racine  imaginaire  de  z  ne  sont  pas 
conjuguées;  l'une  de  ces  valeurs  a  sa  conjugée  fournie  par 
l'autre  valeur  de  3. 

Nota.  —  La  question  a  été  résolue  par  MM.  Germain,  à  Belley;  Berthelot, 
à  Château  roux;  Yig.y,  à  Vitry-le-Frànçois  ;  P.  Godefroy,  à  Lyon;  Masserand,  à 
Passy;  Sarrazin,  à  Besançon;  A.  La  Chesnais,  lycée  Saint-Louis,  à  Paris 
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QUESTION  8 


Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on  connaît  deux 
côtés  et  la  ligne  qui  joint  le  sommet  de  l'angle  compris  au  centre 
du  cercle  inscrit. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé,  dont  on  connaît  CA,  CB  et 
CD,  D  étant  le  centre  du 
cercle  inscrit.  Les  lignes 
AD,  BD,  CD  sont  les  bissec- 
trices des  angles,  et  si  l'on 
fait  passer  un  cercle  par  les 
trois  points  A,  D,  B,  on  sait 
qu'il  rencontre  la  bissectrice 
CD  en  un  point  E  tel  que 
l'angle  DBE  est  droit.  Main- 
tenant, comme  on  a 

CAD  =  DAB  ==  BED, 
et  ACD  =  BCE,  les  triangles 
ACD,    BCE   sont  semblables 
et  donnent 

CD     _  CB 
cT  —  CE* 

Donc  il  est  Huile  de  trouver  le  point  E;  d'oii  cette  con- 
struction: 

On  prend  la  droite  CD,  et  sur  cette  ligne  prolongée  on 
prend,  à  partir  de  C,  une  quatrième  proportionnelle  CE  à  CD 
et  aux  côtés  donnés;  sur  DE  comme  diamètre,  on  décril  une 
circonférence,  et  de  C  comme  centre  avec  CB  comme  rayon, 
on  décrit  un  arc  de  cercle,  qui  détermine  le  point  B;  puis, 
sur  l'autre  demi-circonférence,  on  déterminera  le  poinl  \.  à 
une  dislance  CA  du  point  C. 

.Nota.  —  Cette  solution  très  simple  est  empruntée  à  la  Geometrical  Analysis 
do  Benjamin  Hallowell,  professeur  de  mathématiques  à  Philadelphie. 
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QUESTION  14 

.Solution  par  M.  Pierre  G.  la  Chesnais,  à  Henri  IV. 


Par  un  point  pris  sur  la  perpendiculaire  abaissée  dans  un 
triangle  rectangle  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l' hypoténuse, 
mener  une  droite  telle  que  la  portion  comprise  entre  les  deux 
côtés  de  l'angle  droit  ait  son  milieu  sur  l'hypoténuse. 

(Hallowell.) 

Je  suppo'se  le  problème  résolu. 

Dans  la  circonférence  dont  le  centre  est  en  E,  et  qui 
passe  en  M,  A,  N,  D  (D  étant  le  symétrique  du  sommet  A 


par  rapport  à  l'hypoténuse),  je  vois    que  l'angle   au  centre 
MED  est  double  de  l'angle  MAD  : 

MED  =  2(90°  —  B). 
.    D'ailleurs  le  triangle  MED  est  isoscèle,  et  j'ai 

180  —MED 


EMD  ou  PMD 


B. 


On  obtiendrait  donc  le  point  M  en  construisant  sur  PD 
comme  corde  un  segment  de  cercle  capable  de  l'angle  B, 
ce  qui  donne,  en  général,  deux  droites  répondant  à  la  ques- 
tion, MEPN,   M'PE'N'. 
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QUESTION  24 

Solution  par  M.  Deville,  canonnier  au  régiment   d'artillerie  de  Marine. 


On  donne  deux  triangles  OAB,  OCD  qui  ont  un  angle  0  com- 
mun. 4a  Mener  par  les  points  A.etB  deux  parallèles  AE,  BF,  qui 
coupent     respec-  0 

ti rement  OB  en 
E,  OA  en  F,  de 
façon  que  EF 
soit  parallèle  à 
CD  ;  déterminer 
comment  v  a  rie 
la  longueur  EF 
lorsque  la  direc 
tion  de  CD  varie. 
—  2°  Le  pro- 
blème étant  sup- 
posé résolu,  on 
mène  BD,  qui 
rencontre  AE  en 
G,  et  AC,  qui 
rencontre  BF  en 
H  ;  démontrer  que  GH  est  parallèle,  à  CD  ;  —  3°  Démontrer  que 
deux  parallèles  à  AE  menées  par  C  et  D  interceptent  sur  les 
deux  côtés  communs  une  droite  parallèle  à  AB. 

Je  suppose  le  problème  résolu  :  j'ai  alors  les  relations 


OA 


OE 


OF 

et  *■=■=-  = 


OE 


OF  OB'  ~ "00  OC 

De  ces  deux  proportions  je  tire  les  valeurs  de  OE  et  OF 
OC        _  __       OD 


OE2  —  OA  .  OB 


OF1  =  OA  .  OB 


<>l>  '  *    "  "     OC* 

Je  puis  donc  facilement  construire  le  point  E  ou  le  point  F. 

J  ai  de  plus  El  =  CD  . — r; 

Du 
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par  suite,  eu  remplaçaut  OE  par  sa  valeur, 

EF!  =  °A  •  °B  •  -Ô^ÔD  ■ 
Or,  on  a 

CD2  =  OC2  -f  OD2  —  2OG  .  OD  .  cos  0. 

Donc      EF2  =  OA  .  OB  .  (^-  +  -^-  —  2  cos  o). 

T>  f  0G 

Posant  —  =  t, 

le  tout  revient  à  chercher  les  variations  de  x  4-  —  ;    or, 

x 

x  étant  positif,  on  sait  que  cette  expression  passe  par  un 
minimum  pour  x  =  1  ;  ce  minimum  donne 

EF2  =  2  OA  .  OB  (1  —  cos  0)  =  4  OA  .  OB  sin2— -  . 

2.  Soient  M  et  N  les  points  où  CD  rencontre  AE  et  BF  ;  j'ai 

,       ,     ,.,,  AG  FB  EB         AH 

les  eçaliles       — -— r-  =  -— — •  =  -r^  =  — — . 
&  AM         FN         EC  AC 

Donc,  en  vertu  de  l'égalité  du  premier  et  du  dernier  rapport, 

GH  et  CD  sont  parallèles. 

3.  Soient  K  et  L  les  points  où  les  parallèles  CK,  DL  à  AE 
rencontrent  les  côtés  de  l'angle;  j'ai  la  suite  de  rapports  égaux 

OK  OC  01)  PL 

OA  "~~ôf7"  OF  """OB" 
Donc,  en  vertu  de  l'égalité  du  premier  et  du  dernier  rapport, 
KL  et  AB  sont  parallèles. 


QUESTION  29 

Solution  par  M.  Deville,  canonnier  au  régiment  d'artillerie  de  Marine. 


Les  diagonales  2a  et  2b  d'un  losange  sont  vues  sous  des  angles 
a.  et  (3  d'un  point  dont  la  distance  au  centre  est  c.  Prouver  que 
l'on  a  : 

b2(a2  —  c2)2  tg2  a  +  a2(b2  — -c2)2  tg2  p  =  4a2b2c2. 

Soit  0  le  centre  du  losange(*);  OA  =  OA'  =  a  ;  OB  =  OB' 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


—  235  — 

=  6;  P  le  point  donné  toi  que  APA'  =  a,  BPB'  =  p.  J'a- 
baisse PS  perpendiculaire  sur  AA';  j'ai 

A  A'2  =  AP2  +  AT2  —  2AP.AT  cos  a. 
En  posant  OS  =  x,      PS  =  y, 

je  trouve  facilement,  en  remplaçant  AP,  A'P  par  leurs  va- 
leurs et  élevant  au  carré, 

[y2  +  (œ  +  a¥][y2  +  (a?  —  tt)"l  cos  H  =  (a2  —  c2)2, 
Mais  x2  -f  y2  =  c2  ; 

j'en  tire 

(a2  —  c2)2  .  4a2(c2  —  x*) 

cos  2a  =    ,  .    . — — — --.  ;    sin2  x  = 


(a2  -|-  c2)2  —  4a2#2  '  (a2  -j-  c2)2  —  4a2*2 

et  tg2  ,  =  4^-x^ 

0  (a2  —  c2)2 

J  aurai  de  même  tga  r->  =  — — . 

(b2  —  c2)2 

J'en  tire 

c,      x%  =  (fl2  ~  c2)2  tg2  a  .    c2_y2_(^-c2)2tg2p 


4a2  J  46* 

et   en  ajoutant  ces  égalités  membre    à   membre,  j'aurai   la 
relation  énoncée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Puig.  de  Montpellier. 


QUESTION  30 

MoliM ion  par  M.  Maystre,  élève  au  Collège  du  Vigan  (Gard). 


Trois  cercles  A;  B,  C  sz  louchent  deux  à  deux,  et  une  tan- 
gente commune  à  A.  et  B  est  parallèle  à  une  tangente  commune  à 
A  et  C  ;  prouver  que  si  a,  b,  c  sont  les  rayons  et]),  q  les  distances 
des  centres  de  B  et  C  au  diamètre  de  A  qui  est  normal  aux  deux 
tangentes,  on  a  pq  =  2a*  =  8bc.       (Wolslenholme.) 

Menons  GK  perpendiculaire  sur  MB.  On  a 

A  M2  =  AB2  —  MB2  =  (a  -f  6)2  —  /)2  (i  ) 

AN2  =  AC2  —  NC2  =  (a  -f-  c2)  —  q*.  (J) 

Or  AM  =  (a  —  b),  AN  =  (a  —  c),  remplaçons  dans  (1) 
et  (3),  on  a  après  simplifications 
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4«&  =  p2, 
4.ac  =  q2  ; 

par  suite  pq  =  ^.a\J  bc. 

Le  triangle  KBG  donne 

BK2  =  BC2  —  CK2  =  BC2  —  MN2 
(p  -  qf  =  (6  +  c)2  -  (2a  -  (b  +  c))2. 


Développant  cette  dernière  égalité,-  remplaçant  p2,  q2, 
par  les  valeurs  trouvées  précédemment,  on  a 

pq  =  2a2. 

Nous  avons  trouvé  pq  =  ^ay  bc;  d'après    la  relation  pré- 
cédente on  a  2a2  =  4ay  bc 
ou  a2  =  46c  ; 
par  suite                           2a2  =  86c  ; 
donc                       pq  =  2a2  =  86c. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Musy,  collège  de  Pontarlier  ; 
G.  Pigeaud  et  G.  Berthelot,  à  Chàteauroux;  Vigy,  à  Vitry-le -François;  Colin, 
à  Bar-le-Duc;  Deville,  à  LorientJ;  A.  La  Chesnais,  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 


QUESTION  31 

Solution  par  M.Puig,  élève  du  Lycée  de  Montpellier. 


Déterminer  le  minimum  du  rapport  de  la  somme  des  volumes 
engendrés  par  un  riangle  rectangle  tournant  successivement 
autour  des  côtés  de  l'angle  droit,   au  volume  engendré  par  le 
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urianglc  tournant  autour  de  V hypoténuse,  en  supposant  que  le 
Ipérimètre  du  triangle  soit  constant,  les  côtés  étant  variables. 

Soient  a  l'hypoténuse,  b  et  c  les  autres  côtés;  Ji  la  hauteur 
I abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse;  le  vo- 
lume engendré  par  le  triangle  tournant  autour  de  l'hypoté- 

Inuse  est  -—  nah2; 

la  somme  des  volumes  engendrés  par  le  triangle  tournant 
j  successivement  autour  des  côtés  est 

-—  Tzbc  (b  +  c). 
6 

Donc,  l'expression  dont  on  cherche  le  maximum  est 
bc  {b  -f  r) 
ah9       ' 
les  quantités  a,  b,  c,  h  étant  liées  par  les  relations 
b2  -f  c2  =  a\ 
bc  =  ah, 
a  -f-  o  -f-  c  =  ip. 
De  ces  équations   on  tire  facilement  b,  c,  h  en  fonction 
de  a,  et  on  est  amené  à  chercher  le  minimum  de  l'expression 

a  (2/?  —  a)  _ 
ip  (p  —  a)  ' 
or,  on  sail,  par  la  nature  du  problème,  que  a  doit  être  posi- 
tif et  inférieur  à  p;  de  plus,  dans  ces  conditions,  le  numéra- 
teur augmente,  et  le  dénominateur  diminue,  lorsque  a  aug- 
mente ;  il  en  résulte  que  le  rapport  augmente  pour  ces  deux 
raisons.  Donc,  le  minimum   du  rapport  aura  lieu  lorsque 
nous   donnerons  à  a  la  plus  petite  des  valeurs  qu'il  puisse 
prendre  pour  donner  pour  b  et  c  des  valeurs  réelles. 
Or,  nous  avons 

6  -f-  c  =  2p  —  a  ;       bc  =  (b  -f"c)2  —  à1  =  2p  (p  —  a). 
Donc,  b  et  esont  racines  de  l'équation 

X2  —  (2|ï  —  a)  X  -f-  -P  (p  —  a)  =  o. 
Pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  que 
nous  ayons         (2p  —  af  —  8p  (p  —  a)  ^>  o 
ou  a2  -|-  4pa  —  4p2  >  0. 
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Comme  a  doit  être  positif,  nous  trouverons  comme  condi- 
tion a  >  2p  (y7  2  —  i). 
Donc,  le  minimum  de  a  a  lieu  pour 

a  =  2p  (y  2  —  i). 
En  portant  cette  valeur  dans  le  rapport  dont  on  cherche  le 

2\Jl(\l    2  —   I>. 

minimum,  on  trouve    — 

3  —  2  \  2 
Or,  le  dénominateur  étant  précisément  égal  à  (j  2 —  i)*, 

le  minimum  du  rapport  est     2  y  2, 

et  alors  le  triangle  est  isoscèle.  Ses  côtés  soDt 

a  =  2/3  (y  2  —  i) 

6  =  c  =  p\f2  (y7 2  —  l). 

Nota. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Varnier,  à  Bar-le-Duc; 
Jacquemet,  Vail  et  Lenoir,  école  Albert-le-Grand,  à  Arcueil. 

QUESTION  33 

Solution  par  M.  Auric,  au  Collège  d'Orange. 


Trouve)'  les  côtés  d'un  triangle,  sachant  qu'ils  sont  exprimés 
par  des  nombres  entiers  en  progression  arithmétique,  que  si  Von 
augmente  chaque  côté  de  5o  mètres,  le  rayon  du  cercle  inscrit 
augmente  de  \y  mètres,  et  que  si  chaque  côté  croit  de  6o  mètres, 
le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente  de  20  mètres. 

Soient  a  le  côté  moyen  du  triangle,  r  la  raison  de  la 
progression  et  x  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Les  côtés  du  triangle  sont  évidemment  a  -\-  r,  a,  a  —  r. 

On  a 

3a                      a  —  2r                      a                      a  A-  2.r 
V  =—  ,P  —  o  = ,p  —  b=--,p  —  c  = L 


Or,  assJl3L=J$i 


V 


»        12 


ou,  après  réduction    x  =  1/ — .  (1) 
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Les  énoncés  nous  donnent 


œ-f.i7=y (2) 

et         x  -f  20  =  \   — (3) 

De  (I)  on  tire  4>2  =  a2 —  12X2.  (4) 

Élevant  (2)  et  (3)  au  carré,  on  a 
(û3-f  i7)2X  12  =  («+  5o)2—  4?-2=o2  -f  iooa  -f  25oo— 4/-* 
ce  qui  donne  4080;  =  100a  —  968.  (o) 

De  même 
(x-\-  2o)2x  12  =  (a-f-  60)2  —  4>'2  =  a2  -f-  120a  -f-  36oo  ~?'42 
48003  =  I20rt  —  1200.  (6) 

Résolvant  les  équations  (o)  et  (6)  on  a 

x  =  rayon  du  cercle  inscrit  =  4  mètres. 
a  =  côté  moyen  du  triangle  =  26  mètres. 
En  remplaçant  dans  (4)  on  trouve 

r  =  raison  de  la  progression  =:  1 1  mètres. 

Nota.  —   La  même  question  a  été  résolue    par  MM.  Bablon,  au   collège 
d'Épinal  ;  Marsy,  à  Valenciennes  ;  Mosnet,  à  Thiers. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


55.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires,  Ox,  Oy, 
et  dans  un  plan  une  courbe  cp  quelconque,  mais  symétrique 
par  rapport  à  Or.  Soit  M  un  point  de  cette  courbe;  on  mène 
la  normale  en  M  à  la  courbe  9;  puis,  ayant  pris  le  point  M', 
symétrique  de  M  par  rapport  à  Ox,  point  qui  est  situé  sur 
9,  par  hypothî'sc,  on  mène  la  tangente  à  9  en  ce  point;  cette 
tangente  et  la  normale  en  M  donnent  deux  droites.  On 
considère  les  bissectrices  de  leur  angle  ;  cl  du  poinl  0  on 
abaisse  des  ^perpendiculaires  sur  ces  bissectrices;  Lieu  des 
pieds  de  ces  perpendiculaires.  (G.  L.) 

56.  —  On  considère  un  cercle  G  de  centre  0;  soit  AB  un 
diamètre  fixe  de  ce  cercle;  par  le  poinl  0,  on  mène  une 
circonférence  C  tangente  à  AJ3;  puis  on  mène  une  tangente 
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commune  aux  cercles  C  et  G'  ;  on  propose  de  trouver  le  lieu 
des  points  de  contact  de  cette  dernière  droite  avec  G',  lieu 
qui  se  compose  de  deux  droites  parallèles.  (G.  L.) 

57.  — On  considère  un  cercle  C,  et  une  droite  D,  tangente 
à  C  au  point  0;  sur  D,  on  prend  deux  points  A  et  B  tels 
que  OA.OB  =  K2,  K  étant  une  ligne  donnée  ;  par  ces  points 
A  et  B,  on  mène  à  G  des  tangentes  ;  soient  A'  et  B'  les  points 
de  contact.  D'un  point  fixe  P,  pris  dans  l'espace,  on  abaisse 
sur  A'B'  une  perpendiculaire  PI;  trouver  le  lieu  décrit  par 
le  point  I.  (G.  L.) 

58.  —  On  considère  l'équation  du  quatrième  degré 

(x  -f  a)    (x  +  a  -f  i )    (x  +  a  -f  2)    (x  -f  a  +  3)  -f  h  =  o. 
On  propose  de  résoudre  cette  équation,  et  de  montrer  que 
ses  racines  sont  imaginaires  si  h  est  supérieure  à   i,  deux 
à  deux  coïncidentes  si  h  =.  i ,  et  réelles  si  h  est  inférieur 
à   i.  (G.  L.) 

59.  —  Résoudre  l'équation 

X  (x  +  a)  {x  +  p)  (x  -f-  a  +  p)  -f  h  =  o. 

60.  —  Résoudre  l'équation 


i 


+  — V-r  +  -r^-T  =  ». 


X  X  +   I  X  +  2  X  ~\~  3 

et  plus  généralement 

ii                    i.i 
I L  ■ —  o; 

x    '     x  -f-  a         x  -\-  b         x-\-a-\-b 
on  fera  voir  que  les  trois  racines  sont   toujours  réelles,  et 
même  toujours  commensuraLles  si  a2  -f-  &2  est  un  carré. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


PARIS.   —   IMPRIMERIE  CHAIX,   20,    RUE   BERGERE.    —  21308-2. 
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NOTE  SUR  LA  DIFFERENCE 

ENTRE    LA   MOYENNE  ARITHMETIQUE    ET    LA    MOYENNE 

GÉOMÉTRIQUE  DE    QUANTITES    POSITIVES 

Par  M.   •!.  Bourgeta 

Suite,  voir  page  79.) 


Théorème.  —  La  moyenne  arithmétique  de  quantités  posi- 
tives dont  deux  au  moins  sont  inégales,  est  supérieure  à  In 
hinyenne  arithmétique  de  la  somme  des  racines  rea  de  leurs 
produits  r  à  r. 

Soient  A,.  \2.  A.,.  . .  A„ 

il  quantités  positives  qui  ne  soient  pas  toutes  égales.  Dési- 
Lii'uis  par  S'r,  S'r'...  les  sommes  de  ces  quantités  prises 
r  à  r  et  par  P,',  P£. .  .  les  produits  r  à  r  correspondants  de 
ces  mêmes  quantités  ;  Pj  renferme  les  mêmes  lettres 
que  S';. 

Le  théorème    fondamental  nous    donne  la  série  des  iné- 

g'  

galités  suivantes:  — —'     \'K- 

r 

Quelques-unes  de  ces  inégalités  peuvent  être  des  égalités. 
Ajoutons  membre  à  membre,  nous  aurons 

s;  +  s:  +  s;:'---  >VFr  +  \  S  +  VK  +  ... 

r 
Mais  au  numérateur  du  premier  membre  chaque  quantité 
a  sera  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  combinaisons  do 
n  —  i  lettres  (r  —  t)  à  (r  —  i  l,  nombre  que  nous  désigne- 
rons avec -Cauchy  par  (t!  —  i)r-iî  donc  l'inégalité  ci-dessus 
devient 

A,   -f-A2-f-  A,  +   ...  +An   .      r/    ,         r    -, 

("  -  i)r- 1  •  r >  v  p;  +  \  V 

+VK  +  ... 

JOURNAL  DE  MATH.  LLKM.  1KH2  li 


Mais  (»)r  = 
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n(n  —  i  )(n  —  2). . .  (n  —  /'  -f-  1) 


1.2        3 


_  (n—  i)(n  —  2)...(n  —r-\-  1)        n__      _        ^    _n_ 

1  .  2    . . .  (r  —  1  )  r  r 

Donc  ou  peut  écrire  l'inégalité  ci-dessus  sous  la  forme 

A.  +  A.+  ...  +  A„  >{/Fr+-{/'K  +  \/K-{-  ... 


n  (n)r 

C'est  le  théorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer,  car  les 
quantités P  sont  au  nombre  de  (w)r. 

Dans  le  cas  où  tous  les  nombres  seraient  égaux,  cette 
inégalité  deviendrait  une  égalité. 

Corollaire.  —  Posons 

Ai  =  6[,  A2  =  br2  A;J  ^  b%  ... 
l'inégalité  devient 

%  +  %  +  ••-  +  %     qh- q; 4- q";  . . . 


(n)r 

en  nommant  Q,,  Q,...  les  produits  r  à   r  des  quantités  61; 
&2...6„;  et  nous  pouvons  formuler  le  théorème  suivant: 

La  moyenne  arithmétique  des  puissances  r  de  n  quantités,  non 
toutes  égales ,  est  supérieure  à  la  moyenne  arithmétique  de  leurs 
■produits  r  à  r. 

Cas  particuliers.  —  Nous  tirons  de  ce  théorème  général  les 
cas  particuliers  suivants,  qui  peuvent  être  utiles  : 
as2  -4-  f  +  -2    >    II--  H-  s^"f  ■'•.'/ 


3  3 

ou  bien  x2  +  y2  +  sa  >  t/s  +  «œ  -f  «y,  (a) 

puis  x3  -f  y3  +  s3  >  3xyz.  (b) 

De  l'inégalité  (a)  on  peut  facilement  conclure  les  deux 
théorèmes  géométriques: 

1°  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  de  même  surface,  le 
oube  est  celui  qui  a  la  plus  petite  diagonale  ; 

2°  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  de  même  diagonale, 
le  cube  est  celui  qui  a  la  plus  grande  surface. 

Théorème.  —  La  moyenne  arithmétique  de  la  somme  des 
produits  r  à  r  de  11  quantités  positives,  non  toutes  égales,  est 
moindre  que  la  r°  puissance  de  leur  moyenne  arithmétique. 
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Soient  (tlt  a2,  a3   an 

n  quantités  positives,  non  toutes  égales.  Désignons  par  la 
notation  S„ <r  la  somme  de  leurs  produits  r  à  /■;  la  somme 
des  quantités  sera  désignée  pur  S„j,et  il  s'agit  de  démontrer 

(Iue  T~T  <    

ou  bien  que  S,,,,.  •<  (n)r  ( ■  """'■■) 

1°  Admettons  que  l'on  ait 

Sn-l,r<(n-l)r(-|^-y  (1) 

le  signe  =  de  la  relation  (2)  se  rappoilani  au  cas  ou  r  =  2. 
Je  dis  qu'on  peut  en  conclure 

S«,r<(n)r  (-^-J  (3; 

En  elïet,  nous  avons  identiquement  : 

S,,.,-  =  (/„  S„_i;,._i  -\-  S/(_i.,.  ; 
ou,  ce  qui  es  lia  même  chose, 

S„.,-=  (S„,i  —  SH_i.i)  S,,-],,-!  -f-  s„_i!r 
de  là  et  des  hypothèses  (1)  et  (2),  on  déduit 

S,,,,.  <  (S„,   -  S,,.,,,)  (n-  1 >,_,  (J*==fcLY" 

+  <»-■>■■(—)'• 

Posons  maintenant 

S,,-,., 
—  x- , 

//  1  —  n 

nous  obtiendrons,  après  quelques  transformations  faciles, 
Sr<(n),  ^— )-     — . 

Or,  nous  avons  démontré  (p.  80)  que,  six  est  différent  de 

,      ..,  '••'—  '-  +  ' 

1  unité,  <  1  ; 

./■' 

donc,  dans  ce  cas,    S,,,,.  •<  (n),  l  "  "'■'■-)  . 


Si  x  =  i,  la  fraction  se  réduit  à  l'unité  et  l'on  a  encore  la 
même  relation. 

Admettons  que      Hl  =  a>=  0,3=  . . .  =  o„_i 
et  que  an  diffère  de  ces  premières  quantités.  Nous  aurons  au 
lieu  de  (1)  et  (2)  les  égalités 

S„_,      =   (»-    0r(||^-) 

S;1_lj(._i  =  (n  —  i)r_,  (  n  "^  |  j  ; 

par  suite  on  arriverait  à  l'égalité 

,  v    /  Sn  i  \ r   rx  —  r  -4-  1 

\    n    }  xr 

mais,  a  „  étant  différent  de  «1  =  a2—  ...  ,    x  ne   peut  pas 

,     ,  >        -,               rx  —  r  4-  1 
être  égal  a  1,  donc est  moindre  que  1  ; 

donc  encore  S„,r  <<  (n)r  (  — - — j. 

2°  La  relation  (3)    étant  démontrée    dans    les  hypothèses 
(1)  et  (2),  et  l'inégalité 

s,,  <(''),-(%-)' 

étant  évidente  d'après  le  théorème  fondamental  de  la  page  70, 
nous  avons  donc  les  deux  relations 

Nous  en  concluons 

S3.a<(3)2(^|i-)2 
parle  théorème  que  nousvenons  de  démontrer. 
Des  relations  S^^  (3)3  ( — '— ) 

S,,2  <  (3)a(-^)' 
S,,,=  (^h(~ 
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nous  pouvons  passer,  par  le  même  théorème,  aux  relations 

s,,<(4)l(^-y 

s,.,<  (4)3  (-^y 

S,    <<<ù(^f) 

s,=(4»,(^y 

puis  delà  tirer  S5)5<<  (5)5f     °_  '  j 

s5,,<(5),(^i-y 

si3<'5,:,(^-y 
s,2<(5,2(A,y 

S5,i=(5)i(-jL)      etc... 

On  arrive  donc  de  proche  en  proche  à  démontrer  que  n 
et  r  étant  quelconques,  on  a 

Sn,r<(n)fl  (-^ 

C.  Q.    F.  P. 

Ce  théorème  comprend  le  théorème  fondamental  comme 
cas  particulier;  la  démonstration  que  nous  avons  développée 
en  suivant  l'analyse  de  Besso  est  ingénieuse  et  simple.  Il 
nous  paraît  difficile  de  l'aborder  directement,  même  pour 
des  cas  particuliers.  Pourrait-on  faire  voir  simplement,  par 
exemple,  que 

j.-yz  -f  xi/t  -f-  xiju  +  ...    <  /■''  +  ?/  +  s  +  /  -f  »  V'  ., 
io  ~~  \  5  / 

Corollaire.  —  De  ce  théorème  on  peu!  conclure: 

/"  Le  maximum  de  lu  somme  des  'produits  r  à  r  de  quantités 

positives  'Imit  lu  somme  est  constante; 
2"  Le  maximum  de  lu  somme  (le  quantités  positives   dont  l<i 

somme  des  produits  r  à   r  est  constante. 
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Remarque.  —  Nous  avons  démontré  à  la  page  81 ,  en  nous 
appuyant  sur  le  théorème  fondamental,  que 

x  \«  (  y  \p  fjL\t    <Y  x  +  y  + z  +  •  •  •  \a+^+ï+- 


P  /    \  Y  /  \  a  +  p  +  y  +  . . 

si    — .— , —  ne  sont  pas  tous  égaux. 
a       fi      y 

De  ce  théorème  on  déduit  immédiatement  : 

1°  Que  le  maximum  du  produit  xay|3z7.-.,  quand   x  -f-  y 
-j-  z. . .  reste  constant,  a  lieu  quand 
x    _    y    _    z 
a  fi  y  " 

2°  Que  le  minimum  de  la  somme  x -f-  y  +  z  ...,  quand  le 

produit  xayJz^  ...  reste  constant,  a  lieu  aussi  lorsque 

a  (3  y 

Cette  démonstration  est  à  l'abri  de  toute  objection.  La  dé- 
monstration habituelle,  au  contraire,  présente  cette  difficulté 
que  le  théorème  sur  lequel  on  s'appuie  suppose  que  les 
facteurs  du  proluit  ne  sont  assujettis  qu'aune  condition,  et, 
dans  le  cas  où  on  l'applique,  les  facteurs  sont  assujettis  non 
seulement  à  ce  que  leur  somme  soit  constante,  mais  encore 
à  cette  autre  condition  que  a  soient  égaux  entre  eux.  ,8  égaux 
entre  eux,  y  égaux  entre  eux,  etc. 


SUR 

UNE  THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DE  LA  PARABOLE 

Par  M.  tf.  Marchand,  ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique. 


1.  —  Soit  OX  un  axe  de  projection,  et  AB  une  droite  limi- 
tée; par  les  extrémités  A  et  B,  et  dans  le  même  sens,  on 
mène  deux  droites  faisant  avec  AB  un  angle  fixe  a.  Nous 
donnerons  le  nom  d'obliques  aux  parties  AR,  BR"  de  ces 
droites  comprises  entre  ABetOX,  ainsi  qu'à  toute  autre  por- 
tion analogue  de  parallèle  à  leur  commune  direction,  issue 
d'un  point  quelconque  de  AB. 
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Cela  posé,  faisons  la  construction  pour  le  point  G  milieu  de 
AB,  et  considérons  les  projections  des  trois  obliques  surOX. 
La  proposition  sui-  f, 

vante  est  évidente  : 


Si  l'on  regarde 
comme  positives 
les  projections  di- 
rigées dans  le  mê- 
me sens  que  celle 
de  l'oblique  du 
point  milieu  G  ou 
oblique  moyenne, 
comme     négatives 


£L 


Fi<). 


eelles  qui  sont  dirigées  en  sens  contraire  (en  marchant  de 
P'  vers  R'  par  exemple),  la  projection  de  l'oblique  moyenne 
est  la  moyenne  arithmétique  des  projections  des  obliques 
des  points  extrêmes. 

...  •  Tr^r  PR-hP"R" 

Ainsi  on  a  toujours  PR  = . 

En  particulier  si  le  point  A  est  sur  l'axe,  il  vient 

wr  =  ^21. 

Réciproquement,  se  donnant  C  comme  centre  et  sur  AB  de 
part  et  d'autre  des  longueurs  égales,  quelles  que  soient  ces 
longueurs,  on  aura  RP  -f-  R"P"  ==  2PR'. 

La  somme  des  projections  est  donc  absolument  indépen- 
dante de  la  valeur  de  la  demi-longueur  GA. 

2.  —  Lemme.  —  Dans  une  série  de  parallèles,  telles  quo 

mme  des  projections   sur   un  axe   déterminé  des  obliques 

menées  par  leurs  extrémités  soit  constante,  le  lieu  des  milieux 

cordes  est  une  droite  parallèle  u  l'axe. 

Alor  ."  en  effet,  le  triangle  CP'R'  est  invariable,  et  le  lieu 

cherché  es1   décrit   parle  point  Ç,   lorsque  CP'R'   glisse  le 

deOX. 

Remarques. —  1°  La   tangente  à   l'extrémité  du  diamètre 

ri. mi  la  corde  dont  les  deux  extrémités  deviennent  indéfini- 
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ment  voisines,  elle  reste  parallèle  a  la  direction  commune 

des  cordes,  et  si  du  point  de  contact  on  mène  une  oblique. 

la  projection  de  celle-ci  sera 
la  demi-somme  des  obliques 
issues  des  extrémités  d'une 
corde  quelconque. 

2°  Les  droites  AC.  DB  obte- 
nues enjoignant  les  extrémités 
de  deux  cordes  parallèles  quel- 
conques couperont  le  diamètre 
en  un  point  M  :  à  la  limite 
quand  CD  se  confond  avec  AB, 

la  proposition  s'appliquera  encore  aux  tangentes  issues  des 

points  A  et  B. 

3.  —  Si  nous  supposons  maintenant  l'angle  a  égal  à  go°, 
les  obliques  deviendront  normales  aux  cordes  et,  ainsi,  la 
sous-normale  de  la  tangente  menée  à  l'extrémité  du  diamètre 
sera  la  demi-somme  des  sous-normales  issues  des  extrémités 
d'une  corde  quelconque  du  système  et  égale  à  la  sous-nor- 
male issue  d'un  point  quelconque  du  diamètre  linéaire  de  ce 
même  système. 

4.  —  Gela  posé,  soient  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY; 
par  l'origine  je  mène  une  droite  OM  faisant  avec  OX  un  angle 

quelconque,  j'abaisse 
MP  perpendiculaire 
sur  OX  et  j'élève  la 
normale  à  la  corde 
OM  ;  je  suppose  enfin 
la  sous-normale  PB 
constante  et  égale 
à  2jo,  et  je  me  propose 
de  déterminer  les  pro- 
priétés de  la  courbe 
ainsi  définie. 


; 

VI 

s^S 

\  / 

\       C 

L 

Yx 

J 

/  '^ 

P' 

W 

-\^J</ 

'   P 

R 

X 

M." 


Fig. 


Je  prends  pour  cela  un  deuxième  point  M'  du  lieu  cher- 
ehé,  et  j'y  effectue  les  constructions  précédentes;  adoptant 
maintenant  OM,  pour  direction  de  cordes,  et  pour  diamètre 
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10  la  parallèle  à  OX  issue  du  point  milieu  de  OM,  je  trace 
MM"  eu  prenant  XM"  =  NM'  :  cette  corde  est  telle  que  la 
somme  des  sous-normales  issues  de  ses  extrémités  est  égale 
à  2p,  et  je  dis  que  M"  est  un  point  du  lieu. 

Nous  remarquerons,  pour  le  prouver,  qu'à  chaque  point  du 
lieu  correspond  un  triangle  rectangle  tel  que  OMK,  qui 
donne  pour  M  et  M'  :  OP  x  2jp  =  IIP2,  (1) 

OP'  x  2P  =  MF2,  (2) 

et  devra  donner  par  conséquent  pour  M*: 

OP"  X  2P  =~WF2  ;  (3) 

or  si  par  M"  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  le  prolongement  de  M  P'  en  K,  comme  M'J  =  JK, 
en  posant  M'J  =  s.  il  viendra 

M'K  =  2s; 
comme  aussi  ML  =  LP,  on  pourra  écrire  en  posant  ML  =  u  : 

MP  =  2u,     MP'  =  e  +  u,     M"P"  z=t  —  u- 
substituant  ces  valeurs  dans  (2)  et  (3)  et  retranchant  membre 
à  membre,  l'équation  (3)  de  condition  deviendra 

2/j  X  P'P'  =  4£«  ; 
à  cause  de  P'P"  =  M'K,  elle  peut  s'écrire 

or  les  triangles  semblables  M'M'Iv,  OMP  donnent 
M'K        MP 
M  K  ""   OP  " 
Donc  finalement  il  vient 

2/>xOP=HP,J 
i:'cst-à-dire  la  relation  (1)  déjà  connue  ainsi  ;  M"  est  un  poiut 
du  lieu. 

Corollaires.  —  /°  L'équation  du  lieu  est  : 
y2  =  2px. 

2°  La  somme  des  sous- normales  aux  extrémités  d'un  système 
quelconque  de  cordes  parallèles  tracées  dans  la  courbe  est  con- 
stante  et  égale  à  2p  : 

3°  Un  système  quelconque  de  cordes  a  pour  diamètre  une 
<lr<>i ic  parallèle  à  OX; 

4°  La  sous-normale  au  point  oit  une  conte  coupe  son  diamètre 
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cal  constante  cl  égale  à  p;  et  la  sous-normale  à  la  tangente  en 
son  point  de  contact  est  par  suite  constante  et  égale  à  p: 

5°  Inversement  à  (4°)  toute  droite  parallèle  à  OX  est  un  diamètre 

de  la  courbe,  car  si  en  0  nous 
élevons  OY  perpendiculaire  sur 
OX,  et  si  nous  prenons  à  partir 
du  point  0  une  longueur  O9  =  p, 
en  joignant  c^  au  point  I,  intersec- 
tion de  OY  avec  ID  diamètre  sup- 
posé, la  perpendiculaire  OJ  à  I<p 
sera  la  direction  des  cordes  con- 
juguées; 

6°  Si  on.  prolonge  OJ  jusqu'en  E 
sur  ID,  en  prenant  EM  =  OE,  le 
point  M  ainsi  déterminé  est  un 
point  du  lieu  ;  de  là  par  conséquent  une  construction  de  la  para- 
bole par  points. —  La  même  construction  donnera,  si  l'on  connaît 
la  direction  des  cordes,   la  position  du  diamètre  conjugué  : 

7°  Dans  la  précédente  figure,  si  l'on  fait  tourner  OM  autour 
du  point  0,  de  manière  à  tendre  vers  OY,  ID  se  rapprochera 
indéfiniment  de  OX,  et  à  la  limite  se  confondra  avec  lui.  OX  est 
donc  le  diamètre  conjugué  des  cordes  qui  lui  sont  perpendicu- 
laires, c'est-à-dire  l'axe  unique  de  symétrie  de  la  courbe;  d'après 
cette  discussion  même,  la  perpendiculaire  OY  est  par  suite 
tangente  à  la  courbe  au  point  0,  c'est-à-dire  la  tangente  au 
sommet; 

8°  Une  remarque  analogue  prouve  que.  si  nous  menons  IM,  cette 
droite  sera  tangente  à  la  courbe  au  point  M  ;  on  résout  ainsi 
le  problème  de  la  tangente  par  un  point  donné  de  la  courbe;  on 
peut  reconnaître  par  cette  même  construction  si  une  droite  IM 
est  une  tangente,  et  déterminer  alors  son  point  de  contact. 

9°  Si  de  M  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  OY.  PL  sera 
égale  à  10,  ce  qui  prouve  que  IM,  c'est-à-dire  la  tangente  à 
l'extrémité  d'un  diamètre  coupe  la  tangente  à  la  demi-distance 
entre  le  sommet  et  le  point  où  le  diamètre  conjugué  de  la  tangente 
rencontre  lui-même  la  tangente  au  sommet  (on  peut  dire  aussi 
que  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  est  la  moitié  de  l'or- 
donnée MQ  du  point  de  contact).  On  voit  enfin  que  si  l'on  joint 
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P<p,  cette  droite  sera  perpendiculaire  à  [M,  ce  qui  nous  permet 
de  mener  une  tangente  à  la  parabole  parallèle  à  une  direction 
donnée; 
10°  Menons  maintenant,  par  I,  IF  parallèle   a   P<p;  IF  sera 

P(D 

égale  à  — -,  coupera  OX  en  un   point  F  milieu  de  Oy,  à    une 

distance  du  sommet  égale  à  —   et  sera  perpendiculaire  à   IM; 

donc,  si  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  au  sommet  arec 
une  tangente  quelconque  on  élève  une  perpendiculaire  à  celle- 
ci,  celte  perpendiculaire  passera  par  un  point  fixe,  situé  sur  l'axe 

et  à  une  dislance  égale  il  —  du  sommet  de  la  courbe;  inverse- 
ment, si  d'un  point  situé  sur  l'axe  à  une  distance— du  sommet, 

on  abaisse  des  perpendiculaires  aux  tangentes  menées  par  les 
différents  points  de  la  courbe,  le  lieu  décrit  par  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  sera  la  tangente  au  sommet  : 

11°  Prolongeons  maintenant  IF  jusqu'à  sa  rencontre  en  Y  avec 
MP  prolongée  également,  les  triangles  F'PI,  IGF  seront  égaux; 

d'où  suit  que  PI  =  OF  =  — ;  donc  le  lieu  de  I  sera  une  per- 
pendiculaire ]'V  ii  l'axe,  dont  le  pied  V  est  le  symétrique  du 
foyer  par  rapport  au  sommet.  D'ailleurs  II  étant  égal  à  IF, 
IM  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  IF  ;  donc  si 
omis  joignons  MF,  on  aura  MF  =  FM:  par  conséquent  I"  le 
foyer  e8t  un  point  tel  que  si  nous  le  joignons  au  point  M  quel- 
conque  pris  sur  la  courbe,  celle  distance  est  égale  à  la  distance 
du  point  M  ii  la  droite  meure  p  rpendiculairement  a  Caxe  par 
le  symétrique  F'  du  foyer  par  rapport  au  point  <)  cette  droite 
prend  le  nom  de  directrice^  ;  3°  l'angle  formé  par  la  perpen- 
diculaire, abaissée  du  point  M  sur  la  directrice,  et  la  droite 
joignant  le  point  M  au  foyer,  est  biSSecté  par  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  M;  8°  la  distance  du  foyer  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe,   en  appelant  x   l'abscisse  du  point    M, 

aura  pour  expression  FM  =:  F'M  =  x  -| ; 
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42°  En  remarquant  que  angle  FMT  =  angle  MTF,  on  obtient 
également  cpM  =  TF=  x  -] ;  d'ow  tm  déduit  OT  =  x,  c'est-à- 
dire  que  la  sous-tangente  est  égale  à  2  x.  Notons  enfin  qu'en 
appelant  m  /a  tangente  de  l'angle  ITO  on  a 

P 


II 
2 


Fig.  5. 


D'où  p  =  my0. 

5.  —  La  théorie  de  la  parabole  étant  complètement  rame- 
née à  sa  définition  ordinaire,  il  n'y  a    pas   lieu   d'y  insister 

davantage.  Nous  ferons  remar- 
quer toutefois  qu'en  abordant 
la  question  comme  nous  l'avons 
fait,  ou  obtient  immédiatement 
une  construction  de  la  courbe 
par  points  :  en  effet  par  le 
x  point  tp4  tel  que  Ocpt  =  ip, 
élevons  une  perpendiculaire 
sur  OX  ;  d'un  point  R  arbitraire 
sur  OX  avec  un  rayon  égal  à  OR  décrivons  une  circonfé- 
rence; parle  point  M'  de  rencontre  de  la  perpendiculaire 
9tM'  avec  cette  circonférence  menons  une  parallèle  à  OX, 
le  point  M  obtenu  par  cette  nouvelle  intersection  sera  un 
point  de  la  parabole. 

6.  —  Comme  dernière  question  nous  nous  proposerons  de 
démontrer  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  parabole  l'enveloppe  des  normales  aux  cordes  me- 
nées du  sommet  aux  différents  points  de  la  parabole  et  passant 
parées  points,  est  la  développée  de  la  parabole  qui  a  même  axe 
que  la  proposée,  le  foyer  placé  en  son  sommet,  et  un  paramètre 
quatre  fois  moindre. 

Pour  le  montrer,  soit  M  un  point  d'une  parabole  rapportée 
à  son  axe  OX  et  à  sa  tangente  au  sommet  OY;  construisons 
son  ordonnée  MP,  sa  tangente  MI,  sa  normale  MS;  joignons 
enfin  le  foyer  F  à  l'extrémité  I  de  l'ordonnée    à    l'origine  de 
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la  tangente  et  an  milieu  M'  de  la  normale  :  la  figure  IFMM 
est  un  parallélogramme,  et  FM'  égale  et  parallèle  à  Ml  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
MS.  D'ailleurs,  comme  la  sous- 
normale    à    la    corde    FM',    PS, 

t  V 

est  constante   et  eçrale  a  — .   on 

D  2     ' 

voit  que  te  lieu  du  point  M'  est, 
d'après  un  théorème  démontré  ci- 
dessus,  une  parabole  dont  l'axe 
est  OX.  le  sommet  le  foyer  de  la 
proposée,  et  le  paramètre  le  quart 
de  celui  de  la  proposée.  Ce  qui 
établit  la  proposition  énoncée. 


QUESTION  35 

Solution  par  M.  Vazou,  élève  au  Collège  Rollin. 


Soit  K  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  triangle,  P  un 
point  du  cercle  circonscrit;  la  ligne  l'K  rencontre  en  Q  la  droite 
de  Simson  relative  au  point  P  ;  démontrer  que.  si  le  point  P  se 
déplace  sur  la  circonférence,  le  Heu  du  point  Q  est  le  cercle  des 
neufs  points  du  triangle.  <<-.  L.) 

Ce  théorème  résulte  Immédiatement  des  deux  suivants: 

I.  —  Lorsqu'on  prolonge  les  hauteurs  d'un  triangle  jusqu'à  la 
circonférence  du  cercle  circonscrit,  la  portion  de  la  hauteur 
extérieure  au  triangle  est  égale  a  la  longueur  de  cette  hauteur 
comprise  entre  la  base  correspondante  et  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs. 

En  effet,  joignons  BA',  l'angle  BAa  =  C  puisque  ce-  deux 
angles  ont  leurs  côtés  respectivementperpendiculaires;  l'angle 
lîA'K  —  C  comme  ayanl  même  mesure  ;  donc  BKo  =  BA'K, 
par  Mule  Koc  =  A'cc. 

II.  —  si  l'un  joint  un  point  P  de  la  circonférence  circonscrite 

a   un  triangle  an  point  de  rencontre  k  des  hauteurs  de  ce  triangle, 
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la  droite  de  Simson  relative  au  point  P  partage  en  deux  parties 
égales  la  ligne  PK. 

Prolongeons  PI  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la  circonfé- 
rence, prenons  IH 
=  IP  et  menons 
PB',  KHetBL.La 
droite  plétantper- 
pendiculaire  sur 
les  milieux  des 
bases  du  trapèze 
PHKB',  ce  trapèze 
est  isoscèle  etl'on 
a  HKB'=  PB'K; 
mais  PB'K  =  LBB' 
donc  HK  est  pa- 
rallèle à  LB  ;  or 
cette  dernière 
droite  est  paral- 
lèle à  la  droite  de 
Simson.  puisque 
LBA  =  APL  =  AGI  ;  donc  HK  est  parallèle  à  la  droite  de 
Simson  et  par  conséquent  cette  dernière  droite  GID,  paral- 
lèle à  HK  et  passant  par  le  milieu  I  de  HP,  partage  la  droite 
KP  en  deux  parties  égales. 

Revenant  maintenant  au  théorème  proposé,  nous  voyons 
que  le  lieu  du  point  Q  est  homothétique  du  lieu  du  point  P, 
K  étant  le  centre  d'homothétie  et  1/2  le  rapport  d'homothéfie. 
C'est  donc  un  cercle.  Or,  d'après  (I)  ce  cercle  passe  par  les 
points  a,  p,  y;  c'est  donc  le  cercle  des  neufs  points  du  triangle. 

>'ota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Deville,  à  Lorientj 
P.  Godefroy,  à  Lyon  ;  Puig,  à  Montpellier. 
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nl'ESTION  36 


Solution,  par  M.  R.  Godefroy,  au  Lycée  de  Lyon. 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  AB;  AC  et  au  point 
A  un  cercle  A  tangent  àla  droite  AB.  Soit  D  le  second  point  de 
rencontre  de  A  avec  AC:  si  par  un  point  fixe  ~2  de  AB  on  mène 
une  tangente  à  A,  cette  droite  rencontre  la  parallèle  a  AB  menée 
par  le  point  1)  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométri- 
que quand  on  fait  varier  le  cercle  A. 

Soit  E  le  point  de  contact  de  la  tangente  PI  et  du  cercle  A. 

Quel  que  soit  le  cercle  A  on  a  PE  =  PA  comme  tangentes 
à  une  circonférence  issues  d'un  même 
point  ;  or  le  point  P  est  tixe  et  la  lon- 
gueur PA  est  constante.  Le  lieu  des 
points  E  est  donc  une  circonférence 
de  centre  P,  de  rayon  PA  tangente  en 
A  à  la  droite  AC.  On  a  aussi,  quel  que 
soit  le  cercle  A,  IE  =  ID  (tangentes 
issues  d'un  même  point  à  une  circon- 
férence). Le  lieu  des  points  1  esl  donc 
le  lieu  des  points  équidistants  d'une  circonférence  et  d'une 
de  ses  tangentes.  On  sait  que  c'est  une  parabole  de  foyer 
P  dont  la  directrice  parallèle  à  AC  en  est  distante  d'une 
longueur  égale  à  PA  du  côté  opposé  à  P  par  rapport  à  AC. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bablon,  à  Épinal; 
Planlif,  à  Constantine  ;  Quintard,  à  Arbois;Berthetot  Pigeaud,  à  Ch&teauroux, 
Puig,  a  Montpellier;  K.œb.1,  à  Grenoble  ;  Paillard,  Vail  et  Lenoir,  école  Albert- 
le-Grand  Àrcueil  ;  Ambert,  à  Bordeaux  ;  Blessel,  à  Paris ;Bordier,  àBlanzac; 
Auric,  à  Orange;  Mary,  à  Perpignan;  P.Godefroy,à  Lyon;  Deville,  àLorient; 
Lacbesnais,  lycée  Henri  IV,  à  Paris  ;  Vazou,  collège  Rollin,  à  Tari-. 
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QUESTION  37 

Solution,  par  M.  R.  Godefroy,  au  Lycée  de  Lyon. 


On  considère  une  droite  AB  et  par  deux  points  fixes  A  et  Bpris 
sur  cette  droite  on  mène  des  cercles  tangents  à  cette  droite  et 
tangents  entre  eux.  A  ces  cercles  on  mène  une  tangente  commune 
extérieure.  Trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  milieu  de 
cette  tangente  commune .  (G.  L.) 

Soient  ABetCD  les  deux  tangentes  communes  extérieures, 

dont  l'une  AB  est  fixe  et  con- 
stante. La  tangente  commune 
intérieure,  étant  l'axe  radical 
des  2  cercles,  passe  parle  mi- 
lieu 0  deAB.qui  est  fixe  et  par 
le  point  variable  M,  milieu  de 
CD.  Le  point  de  contact  de  la 
tangente  commune  intérieure 
partage  cette  droite  en  deux 
parties  chacune  égale  à  la  moitié  de  l'une  des  tangentes 
communes.  Ces  deux  tangentes  étant  égales,  on  aura  enfin 
MO  =  AB  =  const.  Le  point  0  étant  fixe,  le  lieu  du  point 
M  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le  milieu  de  AB  et 
pour  rayon  AB  lui-même. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  des  Essarts,  Vail,  Pail- 
lard et  Lenoir,  à  l'école  Àlbert-le-Grand  (Arcueil)  ;  Ambert,  à  Bordeaux; 
Pigeaud,  à  Chàteauroux;  Bablon,  à  Épinal  ;  Ouinlard,  à  Arbois  ;  Puig,  à  Mont- 
pellier; Auric,  à  Orange;  Vigy,  à  Vitry-le-François;  P.  Godefroy,  à  Lyon; 
Varnier,  à  Bar-le-Duc;  Deville,  à  Lorient  ;  Vazou,  collège  Rollin,  à  Paris  ; 
P.  La  Chesnais,  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 
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QUESTION  39 

Solution  par  H.  Plig,  élève  au  Lycée  île  Montpellier. 


On  donne  deux  droites  rectangulaires  OA  et  OB,  et  deux 
droites  A,  A\  parallèles  à  OA.  Soit  M  un  point  pris  sur  A,  et 
supposé  mobile  sur  celle  droite.  Élevons  au  point  M  une  perpen- 
diculaire à  OM,  qui  rencontre  OA  au  point  A;  joignons  celui-ci 
au  point  C  de  rencontre  de  A'  et  de  OM,  e/  sur  cette  droite  A.C 
abaissons  de  O  une  perpendiculaire  01.  Démontrer  que  le  lieu  du 
point  I  osf  ?me  circonférence.  (G.  L.) 

Menons  OF  perpendiculaire  à  OM  jusqu'à  sa  rencontre  en 


F  avec  CA,  el  FP  perpendiculaire  à  OU.  Les  triangles  sem- 
blables OCB,  OFP  donnenl 

OP         GB         MD 


OF          OC          OM 

Or 

0F=°G-AM. 

MC 

Donc 

MD.AM  .  oc 
OM         MC 
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MD.AM 

0r-ona         -w-  =  0D: 

OD.OG         OD.OB  bc 

donc  OP  = 


M(  :  DB  b  —  c 

Donc  le  point  P  est  fixe,  et  la  droite  BP  est  constante.  On 
voit  que  le  lieu  du  point  F  est  la  parallèle  à  OA  menée  par 
un  point  fixe  P. 

Joignons  le  point  I  aux  points  P  etB;  les  quadrilatères 
inscriptibles  IOPF,  IGBO  nous  font  voir  que  l'angle  IPO  est 
égal  à  IFO,  et  que  IBO  est  égal  à  ICO.  Donc,  le  triangle  FOC 
étant  rectangle,  il  en  est  de  même  du  triangle  PIB;  par  suite 
le  lieu  du  point  I  est  la  circonférence  décrite  sur  PB  comme 
diamètre. 


QUESTION  kl 

Solution  par  M.  F.  Landry. 


Quelles  sont  les  heures  auxquelles  on  peut  faire  permuter  les 
aiguilles  d'une  horloge,  de  telle  sorte  que  la  nouvelle  position 
puisse  se  produire  par  le  mouvement  même  de  l'horloge? 

(Laisant.) 

Cette  intéressante  question  peut  être  résolue  ainsi  : 

De  o  h.  à  f2  h.  la  petite  aiguille  prend  toutes  les  positions 
sur  le  cadran.  A  chacune  de  ces  positions  correspond  une 
position  de  la  grande  aiguille,  une  seule;  et  cette  position 
est  déterminée  par  sa  vitesse,  qui  est  égale  à  douze  fois  celle 
de  la  petite  aiguille. 

Cela  posé,  soit  exprimée  en  minutes  par  e  la  position  de 
la  petite  aiguille  à  un  moment  donné,  celle  de  la  grande 
aiguille  sera  donnée  par  12e  dont  il  faudra  seulement  défal- 
quer les  tours  complets,  s'il  y  a  lieu. 

La  permutation  des  aiguilles  entre  elles  fora  que  la  nouvelle 
position  de  la  petile  aiguille  sur  lo  cadran  sera  déterminée 
par  12e  et  que  celle  de  la  grande  sera  e. 

Or,  pour  satisfaire  à  la  loi  des  vitesses  relatives,  il  faudra 
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que  le  nombre e qui  marque  la  nouvelle  position  delà  grande 
aiguille,  soit  égal,  sauf  la  suppression  qui  devra  être  faite 
des  tours  complets,  à  12  fois  le  nombre  12e  qui  marque  la 
position  nouvelle  de  la  petite  aiguille.  Cest-à-dire  que  la 
différence  entre  les  deux  nombres  12.12e  et  e  devra  être  un 
multiple  exact  de  60. 

Il  on  résulte  donc  144c  =  e  -j-  60K, 

60K 


(l  ou 


143 


Comme  K  ne  peut  être  qu'un  nombre  entier,  on  trouvera 
les  diverses  positions  e  de  la  petite  aiguille,  en  donnant  suc- 
cessivement  à  K  les  valeurs  1,  2,  3,..  143.  Au  delà  on  retom- 
berait sur  les  mêmes  positions. 

Ainsi  la  question  comporte  143  solutions  distinctes. 

Les  positions  correspondantes  de  la  grande  aiguille  seraient 
données  par  12c,  pour  chaque  valeur  de  e. 


QUESTION  I18 

Solution  par  M.  A.  Flburot,  élève  au  Lycée  de  Marseille. 


0.1  donne  mu'  circonférence  et  dans  cette  circonférence  une 
rorde  fixe  A  M.  Soit  G  le  point 
de  rencontre  des  tangentes  en 
A  et  B  à  lu  circonférence;  on 
prend  un  point  M  quelconque 
sur  la  circonférence,  on  mè- 
ne les  droites  MA,  MB,  et  par 
le  point  G  une  parallèle  à  la 
tangente  en  M  ;  cett  ■  parallèle 
rencontre  MA  onpomlV,  MB 
au  point  Q;  démontrer  que  PQ 
est  constant.     1  Mannheim) 

Le  triangle  ACP  est  iso 
scèle  :  en  effet,  on  a  :  angle 
APC  =  angle  RMA  comme 
alternes-internes,  et  angle  RM  =  angle  RAM  =  angle  PAC. 
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Donc  PC  =  AC. 

On  démontrerait  de  même  que  le    triangle  BCQ   est  aussi 
isoscèle,  et  que  l'on  a  CQ  =  BG. 
Donc  PC  +  CQ  ou  PQ  =  AC  +  BG  =  constante,  c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Moanat,  à  Thiers;  Roy 
Prémorant,  lycée  Saint-Louis,  à  Paris;  Collinet,  à  la  Ferté-Gaucher  ;  P.  La 
Chesnais,  lycée  Henri  IVr,  à  Paris;  Puig,  à  Montpellier;  Bordier,  à  Blanzac  ; 
Vazou,  collège  Rollin,  à  Paris  ;  Deville,  à  Lorient. 


NOTICE  BIOGRAPHIQUE  SUR  CHARLES  BRIOT 


Charles  Briot,  qui  a  pris  au  mouvement  scientifique  moderne 
une  si  large  part,  est  mort  le  20  septembre  dernier  au  bourg 
d'Ault  (Somme),  à  l'âge  de  soixante-cinq  ans.  Nous  voulons 
essayer  de  résumer  ici  la  vie  et  les  travaux  de  ce  savant 
regretté.  C'est  un  hommage  naturel  que  ce  journal  doit  à 
tous  ceux  qui,  comme  Charles  Briot,  meurent  après  avoir 
aimé  et  honoré  la  science  mathématique. 

Rien  n'est  plus  touchant  que  le  début  de  cette  vie  qui 
devait  être  si  bien  remplie.  Charles  Briot  était  fils  d'un 
tanneur  et  son  père,  après  lui  avoir  fait  donner  un  commen- 
cement d'instruction,  songeait  à  l'occuper  dans  sa  maison. 
Briot  s'étant  un  jour  cassé  le  bras,  il  fallut  abandonner  cette 
idée  et  songer  à  une  autre  carrière.  «  Je  n'étais  bon  à  rien, 
avec  mon  bras  cassé,  disait  plaisamment  Briot,  quand  il 
parlait  de  sa  jeunesse;  mon  père  ne  sachant  que  faire  de 
moi,  ni  comment  m'occuper,  ne  s'opposa  pas  à  la  continua- 
tion de  mes  études,  a 

C'est  l'institution  Barbet  qui  reçut  le  jeune  Briot  à  sa 
sortie  de  Sainte-Hippolyte  (Doubs),  sa  ville  natale.  On  ne  peut 
écrire  cette  notice  sans  rendre  justice  à  tous  ceux  qui  ont 
aidé  Briot  dans  ses  premiers  pas.  M.  Barbet  l'accueillit 
généreusement  et  il  ajouta  à  ce  bienfait  en  entourant  son 
jeune  élève  d'une  affectueuse  sympathie  et  d'une  sollicitude 
dont  Briot  a,  pendant  toute  sa  vie,  gardé  le  plus  vif  sou- 
venir. 

Un  autre  homme,  M.  Régnier,  était  dans  la  pensée  recon- 
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naissante  de  Briot  lié  aux  souvenirs  de  son  arrivée  à  Paris  et 
des  difficultés  qu'il  avait  rencontrées  à  cette  époque  de  sa 
jeunesse.  Briot  avait  alors  15  ou  16  ans  :  il  ne  possédait 
guère,  en  débarquant  de  Saint-Hippolyle.  qu'une  forte  instruc- 
tion primaire  et  il  avait  à  peine  commencé  le>  études 
latines.  Il  pouvait  être  de  la  force  d'un  élève  de  sixième; 
mais  il  était  trop  âgé  pour  qu'on  songeât  à  le  mettre  dans 
cette  classe.  «  M.  Barbet,  nous  a  raconté  M.  Régnier  qui, 
aujourd'hui  membre  de  l'Institut,  était  alors  professeur  de 
seconde  au  lycée  Saint-Louis,  plein  de  conliance  dans  les 
facultés  extraordinaires  de  son  protégé,  vint  me  le  présenter 
et  m'exposa  la  situation/ —  Je  n'ai  jamais  vu,  me  disait 
M.  Barbet,  une  pareille  facilité;  le  passé  répond  pour  moi 
de  l'avenir:  il  faut  tenter  l'aventure.  Je  ne  partageais 
pas  entièrement  la  conliance  de  M.  Barbet;  mais  je  me 
suis  prêté  à  l'essai  et  je  n'ai  pas  eu  à  le  regret  1er.  —  C'é- 
tait, ajoutait  M.  Régnier,  un  de  ces  rares  et  bons  esprits 
presque  aussi  aptes  aux  lettres  qu'aux  sciences,  et,  dans 
ma  longue  carrière  où  j'ai  rencontré  plus  d'une  intelligence 
d'élite,  je  n'ai  jamais  vu  aucun  exemple  d'une  telle  marche,  o 

Briot  fit  ainsi,  sous  la  direction  de  M.  Régnier,  trois  ou 
quatre  classes  en  un  an.  Les  lacunes  du  passé  ainsi  répa- 
rées, il  put  reprendre  son  rang  parmi  les  jeunes  gens  de 
son  âge,  à  la  tète  desquels  il  devait  marcher  désormais.  En 
mathématiques  élémentaires  il  remporta  le  premier  prix  au 
concours  général  et,  bientôt  après,  en  1838,  Briot  entrait  à 
l'École  normale,  le  premier  de  sa  promotion.  Reçu  agi* 
sa  sortie  de  l'École  en  1841,  il  prit  l'année  suivante  le  grade 
de  docteur  es  sciences  mathématiques. 

La  vie  universitaire  de  Briot  a  été  bien  remplie  depuis  cette 
époque  jusqu'à  sa  mort.  D'abord  professeur  à  Reims,  puis  à 
Orléans,  il  passa  du  lycée  de  cette  ville  à  la  faculté  de  Lyon. 
C'estau  mois  d'octobre  1848  qu'il  vint  à  Paris,  d'abord 
comme  professeur  au  lycée  Fontanes,  puis  comme  professeur 
de  mathématiques  spéciale-  au  lycée  Saint-Louis.  Il  occupa 
celte  chaire  importante  pendant  de  longues  années,  entouré 
de  nombreux  élèves  ([n'attiraient,  auprès  de  ce  maître  dis- 
tingué, des  succès  toujours  croissants.  11  ne  quitta  le  lycée 
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Saint-Louis  que  pour  entrer  ù  la  Sorbonne,  ou  il  professa 
successivement  l'astronomie  et  la  physique  mathématique. 
Il  faut  ajouter,  pour  être  complet  dans  celle  nomenclature, 
que  Briot  fut,  dans  l'intervalle,  en  1855,  maître  de  con- 
férences à  l'École  normale  et,  en  1864,  examinateur  d'ad- 
mission à  l'École  polytechnique. 

Les  travaux  scientifiques  de  Charles  Briot  sont  nombreux; 
ils  ont  tous  une  importance  réelle  et  quelques-uns,  comme 
la  Théorie  des  Fonctions  abéliennes,  ù  laquelle  1  Académie  des 
sciences  accorda  dernièrement  le  prix  Poncelet,  suffiraient 
pour  rendre  le  nom  de  Briot  impérissable  près  des  ma- 
thématiciens de  l'avenir. 

Voici  une  liste,  aussi  complète  qu'il  nous  a  été  possible 
de  la  faire,  des  livres  et  mémoires  publiés  par  Briot. 

1 .  Thèse  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe.  (Liouville,  tome  Vil,    1842,  15  pages.) 

2.  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  courbes  planes  algé- 
briques. (Liouville,  tome  X,  1845;  10  pages.) 

3.  Note  sur  l'attraction.  (Liouville,  tome  XI,  1845,  lOpages.) 

4.  Note  sur  un  thermomètre  à  indication  continue.  (Lyou, 
Société  agricole,  tome  IX,  1846,  2  pages.) 

5.  Note  sur  un  perfectionnement  dans  la  méthode  en  Géométrie. 
(Lyon,  Mémoires  de  1'A.cadémie,  tome  II,   1847,  3  pages.) 

6.  Sur  la  théorie  mathématique  de  la  lumière.  (Comptes  ren- 
dus, 1859,  1860,  1861,  1863,  1867,  1868.) 

7.  Essai  sur  la  théorie  mathématique  de  la  lumière. 

8.  Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des 
équations  différentielles.  (Comptes  rendus,  1854.) 

9 .  Recherches  sur  les  fonctions  doublement  périodiques.  (Comp- 
tes rendus,   1855.) 

10.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  au 
moyen  des  fonctions  elliptiques.  (Comptes  rendus,  1855.) 

11.  Étude  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire.  (Paris, 
Journal  de  l'École  polytechnique,  1856,  cahier  36.) 

12.  De  la  mesure  des  petites  forces  au  moyen  du  pendule. 
(Comptes  rendus,  1865.) 

13.  Théorie  mécanique  delà  chaleur. 

14.  Théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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15.   Théorie  des  fonctions  abéliennes. 

En  outre.  M.  Briot  a  publié  un  grand  nombre  d'ouvrages 
destinés  à  l'enseignernentclassique  :  Arithmétique,  Géométrie, 
Algèbre,  Trigonométrie,  Géométrie  analytique,  Mécanique.  On 
sait  que  parmi  ces  livres  et  ces  mémoires  quelques-uns  ont 
été  écrits  en  collaboration  avec  M.  Bouquet,  et  le  Mémoire 
n°  12  a  été  composé  en  collaboration  avec  M.  Jamin. 

C'est  par  cette  longue  suite  de  travaux,  par  cespublications 
diverses  et  aussi  par  son  enseignement  à  l'École  normale 
et  à  la  Sorbonne  que  Briot  avait  pris,  sur  la  génération 
présente  des  professeurs  de  mathématiques,  une  si  grande 
et  si  légitime  influence.  Un  journal  (le  XIXe  Siècle,  n°  du 
i  octobre  1882),  consacrant  un  article  à  la  mémoire  de 
Charles  Briot,  disait,  eu  parlant  de  ces  professeurs  et  eu 
rappelant  cette  influence  :  «  Chez  ces  jeunes  maîtres,  on 
trouverait  encore  autre  chose,  le  souvenir  et  la  reconnais- 
sance d'avoir  été  aimés  par  Briot  comme  des  enfants,  d'avoir 
été  conseillés,  soutenus,  poussés  par  lui  daus  les  commen- 
cements de  leur  carrière.  Briot  ne  considérait  que  comme 
un  prêt  les  services  qu'il  avait  reçus  de  M.  Barbet,  et  c'était 
une  de  ses  joies  d'homme  et  de  citoyen  de  pouvoir  en 
rendre  à  bon  escient  de  tout  pareils  aux  autres,  o  Nous 
tenons  à  nous  associer  ici  à  ce  langage.  C'est  celui  de  la 
vérité,  et  son  exactitude  sera  reconnue  par  tous  ceux  qui, 
comme  nous,  ont  eu  le  bonheur  de  recevoir  les  leçons  e 
conseils  de  Briot.  «  Si  vous  saviez,  disait-il  un  jour  à  quel- 
qu'un de  notre  connaissance,  comme  nous  aimons  les  pro- 
fesseurs qui  travaillent  !  o 

Tels  ont  été  la  vie  et  les  travaux  de  ce  maître,  un  des 
esprits  les  plus  justes  et  les  plus  excellents  que  nous  ayons 
connus.  Les  circonstances  ont  voulu  que  nous  fussions,  dans 
ce  petit  village  d'Ault  ou  il  est  venu  s'éteindre,  le  témoin 
attristé  des  derniers  jours  de  Briot.  .Nous  pouvons  dire, 
l'ayant  vu7  que  Brio  ta  su  mourir  aussi  bien  qu'il  avait  su  vivre. 
Il  a  vu  venir  la  mort  avec  calme,  et  s'est  préparé  en  phi- 
losophe et  en  sage  a  celle  suprême  épreuve.  Ses  dernières 
pensées,  après  celles  qu'il  devait  aux  siens,  ont  élé  pour 
celle  Écoic  normale  qu'il  aimait  si  profondément  et  dont  il 
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a  été  un  des  élèves  les  plus  illustres.  11  manifesta  le  re- 
gret de  quitter  la  vie  sans  avoir  pu  contribuer  à  faire  pré- 
valoir certaines  réformes  qui  lai  paraissaient  utiles  au  bon 
recrutement  de  cette  école.  Fidèle  aux  principes  de  toute 
sa  vie,  il  ne  voulut  avoir  à  son  enterrement  ni  cérémonies, 
ni  représentation  de  corps,  ni  discours;  mais  seulement 
ses  proches,  ses  amis  et  les  habitants  de  ce  petit  village 
de  Chàtenay,oii  il  passait  la  plus  grande  partie  de  son  exis- 
tence. (Gr.  L.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


61.  —  Résoudre  l'équation 

X  IX  3x 

H — zr~\ — ;; — r 


X  -|-    I  X  -j-   2  X  -fr  3 

+   (cc+i)(x-|-2j(.r+3)  =°- 

(G.  L.) 

62. —  On  considère  un  cercle  0,  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires AI3,  CD.  A  partir  du    point  Aon   prend  un  arc 
AQ,  et  dans  l'autre  sens  un  arc  AP  tel  que 
arc  AP  =  2arc  AQ. 

Soit  Q'  le  symétrique  de  Q  par  rapport  à  CD.  On  demande 
le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  I,  commun  aux  droites 
PQ'  et  BQ.  (G.  L.) 

63.  —  Les  premiers  termes  d'une  série  sont  1,7,  19. .. 
mais  on  a  perdu  la  loi  de  récurrence  des  termes  de  cette 
série  ;  on  sait  seulement  que  le  terme  général  u„  était  une 
fonction  entière  et  de  second  degré  en  n.  Retrouver  cette 
série,  et  démontrer  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est 
égale  à  n3.  (G.  L) 

Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLK. 

IMPRIMERIE   CENTRALE    DES    CHEMINS    DE    I  EU.  —   IMPRIMERIE   CHAIX. 
RUE   BERGERE,  20,    TARIS.   —   23864-2. 
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ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES 

du  troisième  et  du  quatrieme  degre 
(sens  général) 

Par  M.  Cî.  de  Lon^ehamp». 


1.  —  Nous  avons  déjà  indiqué  dans  ce  journal  (*),  en 
traitant  quelques  équations  quadratiques,  ce  que  nous  en- 
tendions, dans  un  sens  plus  général  que  celui  qui  est  ordi- 
nairement adopte,  par  équation  réciproque  du  quatrième  degré. 
Nous  nous  proposons  de  revenir  sur  ce  point,  parce  que  la 
définition  que  nous  avons  donnée  de  l'équation  réciproque, 
comme  celle  qui  est  ordinairement  employée,  renferme  une 
pétition  de  principe  dont  il  est  facile  de  la  débarrasser, 
comme  nous  allons  le  montrer.  Nous  avons  dit  qu'une  équa- 
tion était  réciproque  lorsque,  admettant  la  racine  x,  elle 

admettait  aussi,  et  nécessairement,  la  racine  — r.  Mais  cette 

x 

définition  suppose  l'existence  d'une  racine,  c'est-à-dire  le 
théorème  de  d'Alembert.  Il  n'y  a  évidemment  aucun  incon- 
vénient à  envisager  de  la  sorte  les  équations  réciproques 
dans  les  cours  de  Mathématiques  spéciales  ou  l'on  donne  la 
démonstration  de  ce  théorème.  Il  n'en  est  plus  de  même 
dans  les  cours  de  Mathématiques  élémentaires.  Ici  il  nous 
parait  nécessaire  de  ne  pas  préjuger,  dans  une  définition, 
l'existence,  non  démontrée,  des  racines  d'une  équation  du 
quatrième  degré.  Pour  ce  motif  nous  voulons  revenir  ici  rapi- 
dement sur  le  sujet  déjà  traité  dans  l'article  cité,  et  donner, 
des  équations  réciproques  du  quatrième  et  du  troisième  degré, 
dans  le  sens  général  que  nous  donnons  à  cette  expression,  une 
théorie  qui  nous  parait  à  l'abri  de   toute  objection. 

2.  — Nous  (liions  qu'une  équation  de  degré  m,  f(x)  =  o  est 
réciproque  lorsque  l'on  u  identiquement 

(*)  Juillet  1882,  Mathématiques  élémentaires^  p.  150. 
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f(x)=>x-f(i)  (1) 


pour  des  valeurs  convenablement  choisies  de  "k  et  de  k. 

Si  l'on  applique  cette  définition  à  l'équation 
Axl  +  Bx3  -f  G*2  +  Dx  -f  E  =  o, 
on  trouve,  par  un  calcul  facile,  la  condition  unique 

AD2  =  B2E, 
que  nous  avons  donnée  clans  l'article  cité. 

Cette  condition  étant  établie,  on  décompose  comme  nous 
l'avons  fait  voir  (*)  l'équation  donnée  en  deux  trinômes  du 
second  degré,  et  c'est  cette  décomposition  même  qui  prouve 
que  l'équation  proposée  a  quatre  racines.  On  évite  ainsi: 
1°  de  faire  reposer  la  définition  des  équations  réciproques  sur 
une  hypothèse  ;  2°  on  n'a  pas  à  distinguer  des  équations  réci- 
proques de  première  ou  de  seconde  espèce  (**)  et  l'on  traite 
un  problème  qui  renferme  les  unes  et  les  autres,  et,  avec  celles-ci, 
toutes  les  équations  réciproques  dans  le  sens  général  que  nous 
donnons  à  ce  mot. 

Il  faut  d'ailleurs  observer  que,  l'existence  des  racines  une 
fois  établie,  il  résulte  de  la  définition  (1)  que  si  cCj  est  une 

k 

.  racine,  —  est  aussi  une  racine  :  appelant  celle-ci  x2  on  a 
xt 

donc  xix%  =  /c. 

Soit  x3  une  troisième  racine,  est  la  quatrième  racine; 

x3 

on  peut  donc  dire  que      x3Xi  =  k 

et,  par  suite,  xixï  =  x%xk. 

Cette  propriété  des  racines,  en  adoptant  notre  manière  de 
voir,  est  donc  une  conséquence  de  la  définition  donnée  plus 
haut,  et  ne  doit  pas  être  prise  comme  définition,  pour  ne  pas 
admettre  l'existence  même  des  racines. 

3.  —  On  trouvera,  à  l'article  déjà  cité,  tous  les  détails  que 
nous  avons  donnés  pour  résoudre  l'équation  réciproque  du 
quatrième  degré.  Nous  ajouterons  ici  seulement  quelques 
mots  relatifs  à  l'équation  du  troisième  degré. 

(*)  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  p.  169. 
(**)  Algèbre  de  M.  Combette,  p.  370. 


Ou  aperçoit  la  racine 
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Soit  \xs  -f-  Bx2  -f-  Cas  -f  D  =  o 

une  équation  réciproque  (sens  général)  du  troisième  dogré. 
Ou  a  doue  identiquement,  par  définition  : 
Aaï"  -fBaJ*  +  Cas  +  D  =  À  (Aft?  -f  B/k«œ  +  Cfoc»  -f-  Djc8); 
el,  par  suite,  A  =  xD 

B  ==  \Gk 
G  ==  ÀBA2 
D  =  À.U3. 
En  éliminant  X  et  k  entre  ces  relations  on  trouve  entre  les 
coefficients  la  condition  unique 

AG«  =  B3D. 
L'équation  peut  alors  s'écrire 

A  (*'+-£)  + B*  (a +  -f)=o. 

G 
aJt  —  -    g- 

et  l'équation,  débarrassée  du  facteur  x  -| — —,  est 

A-  +  .(b-£)+a£-c. 

On  peut  facilement  résoudre  et  discuter  celte  équation. 

4.  —  Les  idées  el  les  calculs  qui  précèdent  s'étendent  sans 
difficulté  aux  équations  de  degré  quelconque;  mais  nous  ne 
voulons  pas  entrer  ici  dans  une  généralisation  facile  à  faire 
et  qui  s'adresserait  plus  particulièrement  à  l'autre  partie  de 
ce  journal.  Nous  ajouterons  seulement  quelques  mots  pour 
bien  préciser  notre  pensée  et  montrer  ce  qui  la  différencie 
de  celle  qui  préside  ordinairement  à  cette  théorie  des  équa- 
tions réciproques.  Pour  nous,  des  équations  réciproques, 
dans  le  sens  que  nous  attachons  à  ce  mot,  ne  sont  pas  seu- 
lement celles  dont  les  racines,  groupées  deux  à  doux  conve< 
nableme-nl,  jouissent  de  la  propriété  de  former,  dans  ces 
groupes,  Un  produit  toujours  égal  à  -|-  i  on  à  —  i;  tnais,  plus 
généralement,  dont  le  produit  est  toujours  égal  à  un  nombre 
donné  k. 

Nous  irons  même  plus  loin  dans  cette  voie,  el  nous  esti- 
mons qu'on  devrait  nom  mer  4qwUiotU  réciproques)  celles  dont 
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les  racines,  groupées  deux  à  deux  convenablement,  satisfont  a 
une  même  équation  homographique  en  involution  ;  de  telle  sorte 
enfin  que  les  racines  xt,  x[;  x2,  x'2;  . . .  xp,  x'p  de  l'équation 
proposée  (groupées  convenablement)  donneraient  les  rela- 
tions : 

AxiX'i  -{-  B(xi  -\-  x\)  -j-  G  ==  o 

kx%x\  -f-  B(x2  -\-  x'2)  -{-  G  =  o 


XxpX  -\-  B(xp  -f-  &p  +  G  =  o. 
Si  l'on  suppose  B  =  o  on  retombe  dans  le  cas  qui  vient 
le  nous  occuper,  celui  où  deux  racines  ont  un  produit  con- 
stant :  si  A  =  o  ou  a  un  autre  cas  d'abaissement  bien  connu 
et  dont  nous  avons  dit  un  mot  relativement  au  quatrième 
degré  (voir  Journal  des  Mathématiques,  p.  172).  Enfin  si  l'on 
suppose  A  et  B  différents  de  zéro,  ce  qui  est  le  cas  général, 
on  ramenefacilementcecasaceluid.es  équations  réciproques 
(sens  général),  en  observant  que  la  relation  homographique 
en  involution  Axx  -f-  B(x  -f-  x)  -f-  G  =  o 
peut  s'écrire 


A  A  A/  A2 

Si  l'on  change  alors  d'inconnue,  en  posant 

la    nouvelle  équation  en  X   sera    réciproque,  dans  le  sens 
que  nous  donnons  à  ce  mot. 


QUESTION  '6hl 


Dans  un  parallélogramme  on  donne  la  somme  des  côtés  et  des 
diagonales  2a,  un  angle  (3  et  l'angle  des  diagonales  a,  trouver 
les  côtés  et  les  diagonales. 

Li  figure  ci-après  donne 

œ  +y  '  +  *  +u  =  a,  (1) 

U*   -)-  Z*  —  2UZ  COS  a  =  X2,  (2) 
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u1  -f-  **  +  2UZ  cos  x  =  2/*>  ^) 

x*  -f-  y2  —  2xy  cos  p  =  4s2.  (4) 

Pour  résoudre  ce  système,  posons 
x  =  r\/  2  siu  y, 

y  =r^/Tcos  y,  fâZ 

«  =  ?-'sin  0, 
-  =  r  cos  0. 
Or  si  on  ajoute  (2)  et  (3) 
et  si  l'on  remplacer.  y,z,  u    c 
par  leurs  valeurs,  on  trouve 

r  =  r. 
Cela  posé,  substituons  dans  (2),  (3),(i-),  il  vient 

1  —  sin  2O  cos  a  =  2sin*  y,  (o) 

1  -f-  sin  2C1  cos  a  .—  2Cos2  y,  (6) 

1  —  sin  2<p  cos  3  =  2Cos2  0.  (7) 

Multiplions  (8)  par  (G),  il  vient 

1  —  sin*  26  cos2  a  =  sin*  29 
et  (7)  peut  s'écrire 

sin  29  cos  p  =  cos  28. 
Éliminons  sin  2y  entre  ces    deux  dernières  équations,   il 
vient         cos1  (5  —  sin2  2O  cos2  a  cos2  S  =  cos*  2O, 
d'où  cotg  28  =  sin  a  cotg  p.  (8) 

De  même  cotg  29  =  sin  fi  cotg  a.  (9) 

Or  (\)  donne 

r\yj  2  (sin  y  +  cos  y)  -f  sin  0  -f  cos  °]  =  a 
et  en  appliquant  la  formule 
sin  a  -|-  cosa=  2sin45cos(|^.  —  45)  =y  2    cos(ja  —  45). 

on  a         rv'^tv^  2    cos(y  —  45)  -f  ros(0  —  45)]  =  a, 

a 

«l 'oïi  r  = — _ ■"• 

\/  2[V  2  cos(<p  —  45)  -f-  cos(fJ  —  451 
Les  équations  (S)  et  (9)  donnenl  8  et  y;  par  suite  r  «'-1  connu 
par  suite  aussi  .r,  y,  r,  1/. 
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QUESTION  391 


Calculer  les  éléments  d'un  trapèze  inscrit  dans  un  cercle,  con- 
naissant un  angle  et  la  surface. 

Soit  a  l'angle  donné  BDG,  R  le  rayon  du  cercle  circonscriL, 

m2  la  surface. 
Soient  en  outre 

BD  =  x,  CD  =  y, 
on  a 
p.    AB  =  y —  2ED  =  7/  —  2»  cos  a 
BE  =  oc  sin  a. 

n      ,         AB+CD 

Or  m2  ==  : .  BE  : 


donc  en  remplaçant 
21/  —  2X  cos  a 


m  - 


œ  sin  a 


ou  nv  =  a;»/  sin  a  —  ar  sin  a  cos  a, 

D'un  autre  côté  enjoignant  BG,  on  a 

BG2  =  x2  -f-  y2  —  2xy  cos  a. 
Menant  le  diamètro  GF,  et  remarquant  que  l'angle  en  F 
est  égal  à  a,  on  a 

BG  =  2R  sin  a  ; 
dès  lors  4R2  sin2  a  =  œ2  -f-  y"1  —  ixy  cos  a.  (2) 

Les  équations  (1)  et  (2)  résolvent  la  question. 

_        ■  .  m2  4-  x2  sin  oc  cos  a 

De  (1)  on  tire     y  =5 : ;  , 

v  '  J  x  sin  a 

portant  cette  valeur  dans  (2)  et  réduisant,  il  vient 

xl  sin4  a  —  4R2x2  sin2  a  -j-  m1  =  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  cette  équation 

et  de  calculer  y. 
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QUESTION  40 

ftolqtion  par  M.  Puig,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  si  de  ces  points  on  mène  des 
tangentes  <)  une  parabole,  elles  forment  avec  une  droite  fixe  un 
triangle  isosrclc. 

On  peut  toujours  faire  passer  la  droite  fixe  par  le  foyer: 
car  si  elle  n'y  passail  pas,  on  lui  mènerait  une  parallèle  par 
le  foyer. 

Soit  M  un 
point  du  lieu. 

Menons  par 
ce  point  une 
parallèle  MK  à 
l'axe,  et  joi- 
gnons MF, 

D'après  un 
théorème  con- 
nu, on  a  TME 
=  T'MF;  d'ail- 
leurs le  trian- 
gle MÎT'  de- 
vant être  isos- 
cèle.  il  s'en- 
suit que  l'on  a 
MKF  =  MFK, 
donc   Le  trian- 

MFK  ssl  aussi  isoscele; l'angle  MFK  est  égal  à  l'angle 
TED  que  fait  la  droite  ûxe  avec  l'axe,  donc  la  droite  FM  ;i 
une  direction  fixe,  et  Le  Lieu  du  point  M  es!  La  droite  FM 
déterminée  de  façon  qu'elle  fasse  avec  l'axe  un  angle  double 
de  l'angle  de  T'1"  avec  L'axe. 
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QUESTION  41 

Solution  par  M.  Devin,  élève  au  Lycée  Charlemagne. 


Si  Ion  considère  une  parabole  rapportée  à  son  axe  Ox  et  à  sa 
tangente  au  sommet  Oy;  la  normale  en  un  point  quelconque  M 
de  cette  parabole  rencontre  l'axe  en  B  et  la  tangente  au  sommet 
en  I;  soit  G  le  milieu  de  MB;  si  l'on  joint  OC,  la  hauteur  IH  du 
triangle  OIC  est  la  polaire  de  l'origine  par  rapport  au  cercle 
décrit  sur  MB  comme  diamètre. 

Menons  la  tangente  MT  au  point  M  à  la  parabole  ;  elle 

rencontre  la  tan- 
gente au  sommet 
en  A. 

DeMabaissons 
la  perpendicu- 
laire MP  sur  l'axe 
Ox 
On  a  OT  =  OP 
par    suite    AM 

=  AT 
et,  si  l'on  joint 
AC,  MH  =  HP 
Or,  MT  est  aussi 
la  tangente  en  M 
au    cercle   décrit 
sur  MB;  par  suite 
MP  est  la  polaire 
de  A  par  rapport 
à  ce  cercle. 
Alors  H,  milieu 

de  MP,  est  le  pôle  de  Oy  et  la  droite  IH,  qui  passe  par  H 
et  qui  est  perpendiculaire  sur  OC  est  bien  la  polaire  de 
l'origine  0  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  M. 

Remarque.  —  Ceci  prouve  que  le  point  I  décrit  la  droite 
Oy  quand  le  point  M  parcourt  la  parabole, 


—  273  — 

D'oît  l'on  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — Si  l'on  décrit  le  cercle  sur  la  normale  MB 
en  un  point  quelconque  M  d'une  parabole,  celle  normale  et  la 
polaire  du  sommet  de  la  parabole  par  rapport  à  ce  cercle  se 
coupent  sur  la  tangente  au  sommet. 

Nota.  —  La  môme  question  à  été  résolue  par  M.  Puig,  à  Montpellier. 


QUESTION  42 

Solution  par  M.  Mosnat,  à  Tbiers. 


On  considère  une  parabole  P;  d'un  point  M,  mobile  sur  cette 
courbe,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MA  sur  son  axe.  0  étan 
le  sommet  delà  courbe,  on  imagine  une  ellipse  ayant  pour  axes, 
en  grandeur  et  en  position.  OA  et  MA.  Trouver  le  lieu  des  foyers 
de  cette  ellipse. (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

(G.  L  ) 

Nous  distinguerons  deux  c 

Premier  cas.  —  OA  es!  le  petil  axe  de  l'ellipse.  Pour  obte- 
nir les  foyers,  il  faut  alors  décrire,  de  0  comme  centre,  avec 
MA  comme  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  MA  aux  deux 
points  cherchés  :  soient  F  et  F'  ces  deux  points. 

Le  triangle  rectangle  OAF  donne  AF2  =  OFs  —  OA2. 

Mais  OF  =  MA  et  MA2  =  -ip  .  OA,  par  conséquenl 
AT2  =  OA  (2P  —  OA)  =  OA.O'A, 
si  nous  prenons  00'  =  zp. 

Le  lieu  cherché  esl  donc  au  cercle  décrit  sur  00'  comme 
diamètre. 

Deuxième  cas.  —  OA  est  le  grand  axe  cl  par  suite  le  lieu 
irs. 

Le  lieu  se  compose  du  cercle  décril  sur  00'  comme  dia- 
mètre ci  de  la  droite  <  >'\. 

Nota.  —  La  môme  question  n  i  par  MM.    Puig,  a    Montpellier 

Gaullaider.  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 


journal  Di   m  na.  i  i.i. m.  1882.  !-• 
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QUESTION  49 

Solution  par  M.  Puig,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


Construire  un  triangle  dont  on  connaît  un  angle,  la  hauteur 
issue  du  sommet  de  cet  angle,  et  la  somme  des  perpendiculaires 
abaissées  du  pied  de  cette  hauteur  sur  les  deux  autres  côtés. 

(Hallowell.) 
Le  quadrilatère  ADEF  est  inscriptible,  le  diamètre  étant 

la  hauteur  donnée  ;  l'an- 
gle au  centre  EOF  est  le 
double  de  l'angle  en  A, et 
par  suite  la  corde  EF  est 
connue  en  grandeur. 

En  outre,  dans  le  tri- 
angle EDF,  on  connaît 
le  côté  EF,  l'angle  op- 
posé qui  est  égal  au  sup- 
plément de  l'angle  en  A 
donné,  et  la  somme  des 
deux  cotés  qui  compren- 
nent cet  angle;  on  sait 
donc  construire  ce  tri- 
angle ;  il  suffît  pour  cela 
de  construire  sur  EF  un 
lC  segment  capable  du 
demi-supplément  de  l'angle  donné  ;  de  F  comme  centre,  avec 
la  somme  donnée  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence 
qui  rencontre  en  K  l'arc  de  ce  segment;  on  joint  le  point  F 
au  point  K;  celte  ligne  rencontre  en  D  la  première  circonfé- 
rence tracée;  le  diamètre  DA  donne  le  sommet  A  du  triangle  ; 
pour  le  construire  complètement,  il  suffit  de  mener  en  D  une 
tangente  au  cercle  AD  jusqu'à  la  rencontre  avec  les  lignes 
AEet  AF. 

Nota.  _  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Deville,  à  Lorient; 
Mosnat,  à  Thiers;  Toussaint,  à  Bar-le-Duc;  Fleurot,  à  Marseille;  Gaullaider 
au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
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QUESTION  GO 

Solution  par  M.  Marst,  élève  an  Lycée  de  Lille. 


Résoudre  l'équation 

:  +  -' 


X      '       X  -f  I       '       x  4-  2       '      X  -f-  3 

et  plus  généralement 

j_  ,        l        i        '        , L_  — 

ïfï-fa     '     x  -}-  b  "^  x  +  a  +  b  —  °  ' 
on  fera  voir  que  les  trois  racines  sont  toujours  réelles,  et  mêms 
toujours  commensurables,  si  a*  -f-  b"  est  un  carré  parfait. 

(G.  L.) 
Je  résous  l'équation  générale.  Pour  cela,  je  groupe  ensem- 
ble le  premier  et  le  dernier  terme,  puis  le  second  et  le  troi- 
sième, ce  qui  donne 

(»  +  •+*)  ((iE+a)'(a.+t)  +xix  +'„  + ,,))  =  * 

On  a  la  première  solution 

a  +  h 
x  = — ; 

puis  il  reste  l'équation 

(r  +  «)(a3  +  &)  +  ^(^  +  (<  +  ty  =  ° 
ou  ix*  -f-  2(a  -f-  b)x  -f-  aô  =  o. 

La  quantité  sous  le  radical  i 

(a  -f-  &)'  —  2rt^> 
ou  a"  -f-  6*. 

Donc  les  racines   sont  toujours  réelles,    et  de    plus  elles 
seront  commensurables  si  a-  -f-  &■  est  un  carré  pariait. 
Appliquons  à  L'exemple  donné.  Ici 

a  ==  i ,    6  =  2,    «  -f-  6  =  3 ;    a' -f- 6*  =  5} 
donc  on  a  pour  les  raci;. 


x  = 


-  3    •-  ^5 


Nota.  —  La  même  Question  o  i  par  MM.  Léon  Chevalier,  à  Sainte1 

H.irbr;  DoriUo,  .1  l. orient;  Desplonques,  à  Condé  sar-l'Eseaati 
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ÉGALITÉS  ET  INÉGALITÉS  SIMULTANÉES 

ET    QUADRATIQUES 
Par  M.  €i.  de   Liongchamps. 


1.  —  Nous  supposons  connus  les  principes  démontrés 
dans  tous  les  cours,  exposés  dans  tous  les  ouvrages  élémen- 
taires, principes  relatifs  à  la  théorie  des  inégalités.  Nous 
nous  proposons  seulement,  dans  cette  note,  d'appliquer  ces 
principes  à  des  égalités  et  inégalités  simultanées.  Ce  pro- 
blème est  très  élémentaire;  il  offre  pourtant  quelque  diffi- 
culté et  il  n'est  pas  à  notre  connaissance  qu'il  ait  été  encore 
abordé,  au  moins  d'une  façon  générale  et  méthodique.  Nous- 
même,  dans  ce  petit  travail,  ne  traitons  que  le  cas  le 
plus  simple,  celui  où  les  égalités  et  inégalités  considérées 
sont  quadratiques. 

Nous  définirons  d'abord  en  quoi  consiste  au  juste  le  pro- 
blème que  nous  allons  essayer  de  traiter. 

Soient  U  et  V  deux  fonctions  de  la  lettre  x,  fonctions 
quadratiques,  c'est-à-dire  susceptibles  d'être  décomposées 
en  facteurs   du  premier  ou  du   secoud  degré  tout  au  plus. 

1°  Exislc-t-il  des  nombres  x  satisfaisant  à  la  fois  aux  deux 
conditions 

U  =  o  U  =  o 

V>o     °U     V<o? 

Ceci  constitue  un  premier  problème  qui  ne  comporte 
qu'un  nombre  déterminé  de  solutions,  ce  nombre  pouvant 
être  zéro  ;  et  il  faut  trouver  ces  solutions. 

2°  Existe-t-il  des  nombres  x  satisfaisant  à  la  fois  aux  deux 
conditions 

U>0  U>G 

ou     „ 
V>o  \<o  :;  etc.. 

C'est  un  second  problème,  problème  dans  lequel  on  peut, 

dire  qu'on  cherche  à  résoudre  des  inégalités  simultanées  ;  les 

solutions  peuvent  être  en  nombre  infini  ou  ne  pas  exister  du 

tout.  Dans  le  premier  cas  on  doit  chercher  s'il  y  a  des  limites 


entre  lesquelles  on  doit  choisir  la  valeur  de  x  et  déterminer 
ces  limites. 

V\\  troisième  problème  se  présente  aussitôt  à  l'esprit  quand 
on  s'est  posé  les  deux  questions  précédentes,  problème  dans 
lequel  on  se  proposerait  de  trouver  des  nombres  x  satisfai- 
sant aux  trois  conditions  : 

U  >  o  U  >  o 

V>o     ou     V  >  o,     etc.. 
W  >  o  W  <  o 

et  beaucoup  d'autres  :  mais  nous  n'aborderons,  et  encore  dans 
le  cas  le  plus  simple,  que  les  deux  premiers  problèmes.  Peut- 
être  celte  étude  cngagera-t-clle  quelqu'un  de  nos  lecteurs  à 
poursuivre  et  à  développer  une  question  qui  nous  parait  une 
des  plus  intéressantes  et  des  plus  délicates  de  l'algèbre  élé- 
mentaire. 

2.  —  On  propose  de  trouver  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à 
la  fois  aux  deux  conditions: 

x2  +  px  -f-  q  =  o, 
x  —  a  ^>  o. 
Ce  problème  revient  à  résoudre  les  deux  équations  : 

ce*  +  px  +  q  =  o,  (I) 

x  —  -/  —  7  =  0.  (2) 

en  exigeant  que  y  soit  positif.  Nous  supposerons  p"  —  4*7       o, 
car  s'il  en  est  autrement,  il  n'y  a  aucun  nombre  qui  puisse 
satisfaire  ù  la  condition  (1). 
L'équation  qui  détermine  y  est  : 

y'1  4-  y  (»«  +  p)  +  *a  +  P«  -f-  9  =  0. 

Cette  équation  admet  deux  racines  y',  ij",  car  : 

(2a  -f  p)«  —  4(a»  +  py.  +  q)  =  p«  —  47. 

Mais  il  faut  encore  que  ces  racines  soient  positives. 

Si  a«  3p. p%  »|_  q  <  o,  il  y  ;i  une  racine  positive,  l'autre  est 
négative;  il  y  a  (loue  seulement  an  nombre  x  satisfaisant 
au  problème,  c'est  La  racine  supérieure  à  x;  si  %*  -f-  p*  -f-  7 
">  o,  les  deux  nombres  //',  y0  sont  tous  les  deux  positifs  ou 
ions  1rs  deux  négatifs;  positifs  ei  20c  -}- ;>  <.'  o.  négatifs  si 
-  *  +  p  ]  ■  "  • 

En  résumé  : 


*2  +  p-  -f-  <7  !>  o 
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**  -\-  px  -\-  q  <C  o  une  solution. 

2a  -f-  p  <  o  deux  solutions, 

27.  -j-  p  ^>  o  zéro  solution. 

3.  —  Trouver  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  fois  aux 
deux  conditions  :        x2  -J-  px  -}-  q  =  o,  (1) 

x2  -f-  p'x  -f-  q'  >  o.  (2) 

Conformément  à  la  méthode  que  nous  avons  indiquée, 
nous  posons  :  x'2  -}-  p'x  4~  ?'  —  V  =  °-  (3) 

Nous  supposons  p2  —  4g  ^>  o,  bien  entendu,  et  nous  exa- 
minerons d'abord  le  cas  particulier  où  p  =  p.  Les  équations 
(I)  et  (3)  entraînent  celle-ci  : 

y  —  g'  —  qi 

puisqu'on  exige  que  y  soit  ^>  o,   on  répondra  donc  que  si 
q'  —  (/  >  o  il  y  a  deux  solutions;   il  n'y  en  a  aucune  si 

?'  —  g<°- 

Abordons  maintenant  le  cas  général  et. supposons  dans  ce 
qui  va  suivre  p'  —  p  <  o. 

Les  équations  (I)  et  (3)  donnent  pour  déterminer  y,  et  en 
appliquant  la  règle  connue  : 

tf  —q  —  yY  =  (p<j  —  CJP  —  PU)  (p  —  P), 

ou  y2  +  y\2{q  —  q)  -f  p(p'  —  p)\  -f  T  =  o.  (4) 

En  posant  : 

T  —  \q  —  qf  —  (p  —  p)  (pq  —  qp)> 
S=p(p  —  p)  -f  2  {q'  —  q). 
Il  est  facile  de  vérifier  que   l'équation  (4)  admet  deux  ra- 
cines différentes;  on  trouve,  en  effet, 

i2  {q  —  q)  +  p(p'  —  p)\2—^=(p  —P)2  (P2  —  4r/)- 

quantité  positive,  puisque  nous  supposons  p'  —  p       o  et 

p2  —  4?  >  °- 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  qui  précède,  on  forme 
le  tableau  suivant  : 

T  <C  o  une  solution  et  une  seule, 

^       \  S  >  0  deux  solutions, 

{  S  <  o  zéro  solution, 

t  -       (  S  >  o  une  solution, 

l  S  <<  o  zéro  solution. 
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Remarque.  —  On  ne  peut  pas  avoir  à  la  fois  S  =  o  et  T  =  o, 
sans  avoir  nécessairement  :  ou  bien  p  =  p  avec  q  =q,  ou 
p-  —  _l<7  =  o  avec  l'une  des  conditions  S  =  o,  T  =  o. 

Celle  remarque  est  évidente,  elle  peut  se  vérifier  par  un 
calcul  facile. 

4.  —  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  trouver  toutes  les 
valeurs  de  x  qui  satisfont  aux  deux  inégalités  simultanées  : 
x'2  _|_  px  _|_  (£  >  0, 

X  X  ^     o. 

«a 

Nous  supposons </  ;>  o;  si  non  la  première  iuégalité 

4 
aurait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  le  problème  serait 
immédiatement  résolu  par  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  l'intervalle  a,  -j-  x  . 

Considérons  les  deux  équations  à  trois  inconnues 
H  =  x'  +  px  +  q 

Lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  arbitraire  x,  il  en  ré- 
sulte pour  y  et  pour  z  des  valeurs  correspondantes  bien  défi- 
nies y',  z;  les  seules  conditions  imposées  sont  y'  ]>  o,  s'  >  o. 
Appelons  a^  la  plus  petite,  xt  la  plus  grande  racine  de 
l'équation  x%  -f-  px  -\-  q  =  o 

et  supposons  d'abord 

a-  -f-  pa  -f  q  <  o, 
alors  -y.  est  compris  dans  l'intervalle  xf  x%  et  les  valeurs  de  x 
qui  satisfont  aux  deux  inégalités  sont  celles  qui  sont  com- 
prises entre  x2  et  -j-  oo  .  Si,  au  contraire,  *"  -(-  p-j.  -f-  q  >  o, 
deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  a  est  inférieur  ;i  xt 
ou  supérieur  ù  x2;  dans  la  première  hypothèse  on  peut 
prendre  pour  x  toutes  les  valeurs  comprises  entre  (t  et  xx 
et  cnlre'a'a  el . -f-  x  ,  dans  la  seconde  seulemeul  toutes  les 
valeurs  de  X  supérieure-  ii  y..  Pour  distinguer  ces  deux  der- 
niers cas,  on  peut  remarquer  que  ïc,  -\-JX^  =  —  p  ef  que  si 
a   C  cct  on  a  aussi  y.    £  xt  et  par  suite 

ja  ■      ./■,  -f-  .r.,     ou      2a  -f-  /;  <  o. 

Si  au  contraire  a>- ./•...  oo  a  de  même  2*  -f-  p  >  o  et 
l'on  peut  résumer  celte  discussion  ainsi  qu'il  suil: 
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Étant  données  les  deux  inégalités 

x2  +  px  -f-  q  >  o 
x  —  y.  >  o, 
avec  la  condition  p2  —  44  >  o 

et  ayant  posé  x2  -f-  px  -f-  q  =  o  : 

4°  Si  a2  -f-  p%  -\-  q  <  o , 

tes  solutions  sont  déterminées  par  les  nombres  supérieurs  à  la 
plus  grande  racine. 

2°  Si  a2  -f-  pa  +  q  >  o, 

on  distinguera  les  deux  hypothèses  2*  -f-  p  <<  o  et  ix  -j-  p  >  o: 
dans  le  premier  cas  on  pourra  prendre  pour  x  tous  les  nombres 
de  l'intervalle  qui  sépare  y.  de  la  plus  petite  ravine  et  aussi  ceux 
qui  sont  supérieurs  à  la  plus  grande  racine  :  dans  le  second  aïs  , 
*m  prendra,  pour  x,  les  nombres  supérieurs  à  a,  et  ces  nombres 
seuls. 

5.  —  Supposons   enfin  que  l'on  veuille  résoudre    les  deux 
négalités  simultanées  : 

x%  -f-  px  -j-  q  >  o 
x2  -\-  p'x  -\-q'^>  o. 
■  Nous  supposons,  pour  des  raisons  déjà    données,  p-  —  47 
•■■>  o.  p"1  —  47'  >  o  et  nous  nommons  xti  x2,  les  racines  de 
l'équation  x-  -f-  px  +  q  =  o  (1) 

œ3,  œ4,    celle  de  a;2  -f-  px  -f  g'  =  o  (2) 

En  posant  y  =  x-  -f-  px  -f-  c/ 

.c  =  j?2  -J-  p'a?  -f-  (/'•> 
on  aura  donc  y  =  (x  —  xt)  (x  —  x2) 

z  —  (x  —  x3)  (x  —  xj  ; 

avec  les  conditions  y  ^>  o 

5  >»  o. 
Nous  nous  plaçons  dans  le  cas  général,  celui  où  les  équa- 
tions (1),  (2),  n'ont  pas  de  racines  communes,  celui    où  l'on 
a,  par  conséquent,  T  <  o,  en  posant 

t  =  (q  —  q')*  —  (p  —  p)  (pq  —  W), 

Xous  distinguerons  trois  cas  dans  la  discussion  qui  va  suivre 
suivant  que  les  racines  sont  rangées  en  grandeur  croissante 
dans  l'un  ou  l'autre  des  ordres  suivants  : 

1°  X±,      £C2,      X:t,      Xi') 
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t)0  -y  rf\  /y»  iy\      • 

&  ^l'  <■'  .IJ  cC2  5  *^t  5 

30  Y>  /-y»  /y*  T1      ■ 

"-^l»  «^3»  >^4»  «'î  5 

.rt  désignant,  nous  le  supposons,  la  plus  petite  des  quatre 
racines. 

Dans  la  première  hypothèse,  x  peut  varier  depuis  —  x 
jusqu'à  x{  ;  puis  de  x2  à  x3  ;  enfin  de  a?A  ù  -f-  oc . 

Dans  la  deuxième,  de  —  oc  à  xl  et  de  a^  à  -|-  °°  • 

Enfin  dans  la  troisième  de  —  x  à  oc<  et  de  x2  à  -f-  oc. 

On  peut  faire  rentrer  ces  deux  derniers  cas  dans  un  énoncé 
unique  en  disant  que:  x  peut  varier  depuis  — oc  jusqu'à  la 
plus  petite  des  racines  et  depuis  la  plus  grande  jusqu'à  -f-  x  . 
Il  y  a  donc  deux  cas  principaux  à  distinguer;  dans  l'un  il  y 
a  trois  intervalles  pour  la  variation  de  x,  dans  l'autre  il  n'y 
en  a  plus  que  deux  et  l'on  peut  se  proposer  de  reconnaître 
immédiatement  et  sans  résoudre  les  équations  dans  lequel  des 
deux  cas  on  est  placé. 

Soit  ce2  -f-  px  -f-  q  =  o, 

l'équation   qui  admet  la    pins   petite   racine  xt  ;  pour  avoir 
l'ordre  xt  x%  x3  xK 

il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  racines  de  cette 
équation  satisfassent  l'une  et  l'autre  a  l'inégalité 
■  >■*-  -f-  p'x  -f-  q   >  o. 

Or  si  l'on  avait  T  ^  o,  nous  avons  vu  plus  haut  (deuxième 
cas)  qu'une  seule  des  racines  xt,  x2  répondait  à  cette  con- 
dition; on  n'a  pas  d'ailleurs  T  =  o;  on  doit  donc  enfin  sup- 
poser T  >  o.  Ainsi  dans  l'hypothèse  T  >  o,  on  peut  avoir 
l'ordre  xit  x2,  x3,  a?t  ;  de  plus  on  ne  peut  avoir  que  celui-ci 
puisque  xt  est  la  plus  petite  racine  (V.  le  deuxième  cas). 
Concluons  donc  :  Si  l'on  propose  de  résoudre  les  deux  inéga- 
lités 17  >  o,  V  >o. 

U  =  x*  -j-  px  -f-  q,    V  =  x2  -f-  p'x  -f-  q'. 

Les  équations  U  =  o,  V  =  o  ayant  comme  racines  quatre 
nombres  différents,   x,    désignant   le   plus  petit  d'entre  eux,  x, 

le  plus  grand,  si  V  représente  celle  de  ces  deux  équations  qui 

admet  pour   racine  \,.  a  gant  calculé   la  fonction 

T=  (q  —  <i')2  —  (p  — p>  ûpq'  —  qp')- 

Si  T  ">  o,     x  peut  carier  dans  trois  intervalles: 
1"  De  —  x   à  x,  : 
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2°  Dans  l'intervalle  des  deux  racines  comprises  entre  xt  et  x4: 
3°  De  x4  à  -\-  oo . 

Si,  au  contraire  T  <C  o.  x  pcwï  varier  seulement  dans  deux 
intervalles 

1°  De  —  ^  à  xt  : 

2°  .De  x4  a  -f-  x  . 

Remarque.  —  Si  l'on  a  T  =  o,  cas  particulier  que  nous 
avons  réservé,  on  voit  encore  que  x  peut  varier  comme  dans 
l'hypothèse  T  <  o. 

6.  —  Dans  les  discussions  qui  précèdent,  nous  avons, 
pour  plus  de  clarté,  donné  aux  inégalités  considérées  un 
sens  défini.  On  remarquera  que  la  méthode  que  nous  avons 
suivie  est  applicable,  sauf  des  modifications  évidentes,  aux 
inégalités  ayant  un  sens  différent  de  celui  que  nous  avons 
adopté  dans  notre  exposition.  Nous  ferons  d'ailleurs  ici  une 
dernière  remarque  pour  montrer  comment  on  peut  par  un 
changement  de  variable  transformer  le  sens  d'une  inégalité  du 
second  degré. 

Considérons  l'inégalité  : 

x2  -\-px  -f-  q  >  o.  (1) 

1°  Supposons  d'abord  q  <^  o. 

Posons  :  x  =  ^?, 

A 

on  aura  :  -^  -f  -^  -j-  q  >  o. 

ou  en  multipliant  par  X2  : 

qX2  +  P(I  &  +  (f  >  °< 
et  en  divisant  par  le  facteur  négatif  q: 

X*+pX  +  g<o.  ^  (2)   ^ 

L'inégalité  (1)  se  trouve  aiusi  transformée  en  une  égalité 
équivalente,  mais  de  sens  différent. 
2°  Si  q  >  o,  on  posera  d'abord  : 

x  =  y  -\-h, 

x*  -j-  px  -\-  q  =  y2  -\-  (2J1  -\-  p)y  -f-  h2  -\-  ph  -f-  q; 

et  comme  l'on  suppose  p2  —  49  ^>  o.  il  y  a  une  infinité  de 

valeurs  de  /;,  savoir  celles  qui  sont  prises  dans  l'intervalle 

de  deux  racines  de  l'équation  ; 
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œ2  -\-  px  -f-  q  =  o, 
satisfaisant  à  l'inégalité  : 

//2  -f-  ph  -+-  q  •<  o. 
On  retombe  ainsi  dans  le  cas  précédent. 
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Mathématiques. 

On  donne  deux  sphères  O  et  O',  et  un  plan  P  ;  on  pro- 
pose de  mener  un  second  plan  Q  tel  qu'il  coupe  les  deux 
sphères  suivant  deux  cercles  dont  les  projections  sur  le  plan 
P  soient  des  ellipses  ayant  leurs  axes  respectivement  égaux 
aux  quatre  longueurs  données  a,  b,  a\  b'.  Le  plan  Q  sera 
déterminé  par  son  intersection  avec,  le  plan  P  et  l'angle  des 
deux  plans.  —  Discuter. 

—  Chercher  la  condition  pour  que  le  polynôme  ce*  -f-  for2 
-f-  c  soit  divisible  par  x-  -f  px  -f-  q. 

—  Résoudre  le  système  suivant  : 

um  Vn  __  ax  .    un  vm  _  fly  . 

u    v'J  =zz  b  ;  i<V  v1  =  c. 

—  Résoudre 

col  g  ce  —  tg  x  =  sin  x  -\-  cos  x. 

—  Étudier  la  variation  de  distance  d'un  point  fixe  A  à  un 
point  d'un  cercle  O  donné. 

Physique. 

Soit  une  balance  dont  le  fléau  pèse  5o  grammes,  la  lon- 
gueur du  lléau  esl  de  <>"'.  |<>  ;  son  centre  de  gravité  ot  ;io"',oi 
au-dessous  de  l'aie  de  suspension  ;  l'aiguille  indicatrice  a 
om,2o  de  longueur.  On  demande  :  I"  Le  déplacement  de  l'ai- 
guille pour  un  poids  p  mis  dans  l'un  des  plateaux  ;  |°  quelle 

modification  il  faudrait  apporter  à    L'appareil  pour    qu'il    put 

peser  des  poids  décroissants  jusqu'à  i  milligramme.  On  ad- 
mettra que  Le  déplacement  minimum  ippréoiable  à  l'œil  un 
poui  l'extrémité  de  l'aiguille  ''si  de  i   i  millimètre. 
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—  Soit  un  cône  qui,  plongéparsa  pointe  dans  l'eau,  émerge 
d'une  hauteur  égale  à  a,  el,  plongé  dans  le  mercure,  émerge 
d'une  hauteur  égale  à  b  ;  on  demande  la  hauteur  totale  du 
cône  et  la  densité  de  la  matière  dont  il  est  fait.  —  Applica- 
tion, a  =  0.2  ;  b  =  0.9  ;  densité  du  mercure,  13.59. 

—  Considérons  un  tube  à  deux  branches  réunies  par  un 
tube  capillaire  ;  une  des  branches  est  fermée,  et  a  im,5o  de 
hauteur  ;  on  a  versé  du  mercure  dans  le  tube,  de  façon  à 
enfermer  un  certain  volume  d'air.  A  la  pression  de  o'",70,  et 
à  o°,  le  mercure  s'élève  de  1  mètre  dans  la  branche  fermée 
et  de  o,n,40  dans  la  branche  ouverte  ;  on  demande  quelle 
sera  la  position  de  la  colonne  mercurielle  à  la  pression  P 
et  à  la  température  T  ;  le  coefficient  de  dilatation  cubique  du 
mercure  est  0,00006  ;  le  coefficient  de  dilatation  cubique  de 
l'air  est  o,oo36  ;  ou  négligera  la  dilatation  du  verre.  —  Ap- 
plication :  P  =  0.720  ;  T  =  ioo°. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Juillet  1882. 

BORDEAUX 

p 
Résoudre  sin  a;  =  —  cotgœ;  discuter. 

9 

Application  :  p  =  23,  q  —  3o. 

—  Un  terrain  triangulaire  a  pour  côtés  i3o,  140,  i5o  mètres; 
on  creuse  tout  autour  un  fossé  qui  raccourcit  chacun  des 
trois  côtés  de  3  mètres;  la  profondeur  du  fossé  est  de  im,5o. 
On  répand  ensuite  sur  le  triangle  la  terre  provenant  du 
déblai  à  une  hauteur  uniforme.  Quelle  sera  cette  hauteur  ? 

—  On  donne  un  cylindre  horizontal  de  rayon  R  ;  on  pose 
sur  ce  cylindre  une  tige  rigide  AB,  pesante,  de  longueur  2L, 
dont  le  poids  est  p  par  unité  de  longueur.  Lorsque  la  tige 
estposée  horizontalement, s'appuyantsur  sonpointmilieu,  elle 
reste  en  équilibre.  On  suspend  à  son  extrémité  A  un  poids  7r, 
la  tige  roule  sans   glissement  sur  le  cylindre  et  prend  la 
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position  A'JB'  oii  elle    est  immobile.   Trouver  à  ce  moment 
l'angle  que  fait  A'B'  avec  l'horizon. 

Application  :  L  =  i,  R  =  2,  r.  =  5,  p  =  12. 

—  Somme  des  /i  premiers  termes  d'un»'  progression  géomé- 
trique décroissante. 

Le  premier  terme  est  égal  à  a,  la  raison  à  q.  Calculer  celte 

somme  quand  n  =  12,  a  =  110,  ci  =  — —  .    Dans    ce  cas    on 

10 

demande  la  différence  qu'il  y  a    entre   cette   somme  et  le 

nombre  qu'on  obtiendrait  si  la  progression  était  continuée  à 

l'infini. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  R  un  triangle  isoscèle 
tel  que  la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  h.  Maximum  de  h.  Calculer  la  dislance  de 
la  base  au  centre  du  cercle  dans  le  cas  ou  R=  1 3 5  et  h  =  255. 

—  Résoudre  siu  (a  -j-  as)  =  -—  cos  (a —  x). 

Cas  oii  a-=  i8°3o'. 

—  Calculer  le  périmètre  et  la  surface  d'un  hexagone  régu- 
lier inscrit  dans  une  circonférence  de  rayon  R.  Calculer  en 
outre  le  volume  et  la  surface  engendrés  par  cet  hexagone  en 
tournant  autour  d'un  diamètre  passant  par  un  de  ses  sommets. 

Tansformer —  et  calculer  cette  cx- 

a —  b\c         a-\-bfc 
pression  pour  c  =  3.  b  =■  8.  a  =  20. 

TOURNON 

Dans  une  sphère  donnée  inscrire  un  cylindre  tel  que  son 
volume  augmenté  de  trois  fois  les  volumes  des  segments 
sphériques  qui  ont  même  base  que  lui  donne  une  somme 
égale  à  -a''.  Maximum  de  ce  volume. 

NANTES 

Les  racines  d'une  équation  du  deuxième  degré  ont  40* h* 
pour  différence,  et  (a*  —  &*)*pour  produit. Calculer  ces  racines. 
Montrer  que  si  "  et  b  sont  entiers,  ces  racines  sont  des  nom- 
bres positif  sentiers  et  carrés  parfaits. 
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TOULOUSE 

Les  angles  consécutifs  A  et  G  d'un  trapèze  sont  droits.  On 
donne  les  côtés  parallèles  AB  =  a,  CD  =  b  et  le  côté  AC  =  //. 
On  coupe  le  trapèze  par  une  droite  EF  parallèle  à  AB  et  de 
longueur  x.  Calculer  les  segments  AF,  CF  de  la  droite  AC  par 
la  considération  des  aires  des  trapèzes  ABEF,  CDEF,  ABGD. 

Si  on  fait  tourner  la  ligure  autour  de  AC,  calculer  les 
volumes  engendrés  par  les  trapèzes  ABEF,  EFDC.  Déterminer 
x  de  façon  que  ces  volumes  soient  égaux. 

—  Le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  est  quadruple  eu 
grand  axe  de  l'orbite  terrestre.  Connaissant  la  durée  de  la 
révolution  sidérale  de  la  terre,  évaluer  en  jours  solaires 
moyens  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  la  planète 
proposée. 

MARSEILLE 

On  coupe  un  tétraèdre  SABC  par  un  plan  parallèle  aux 
deux  arêtes  opposées  SA,  BG;  démontrer  que  l'intersection 
est  un  parallélogramme;  maximum  oii  minimum  de  cette 
surface. 

—  Démontrer  que  dans  un  pentagone  régulier  les  diago- 
nales qui  n'aboutissent  pas  au  môme  sommet  se  coupent  en 
moyenne  et  extrême  raison. 

—  Inscrire  dans  uu  triangle  équilatéral  ABC,  de  côté  o, 
un  triangle  équilatéral  DEF,  de  surface  égale  à  la  moitié 
du  premier.  Calculer  les  segments  AD,  DB,  en  fonction  de  a. 

NANTES 

Un  levier  pesant  a  la  forme  d'un  triangle  rectangle  OBA; 
l'angle  A  est  égal  à  a;  la  matière  dont  le  triangle  est  com- 
posé est  homogène;  il  peut  tourner  dans  un  plan  vertical 
autour  de  l'angle  droit  0.  Quelle  force  faut-il  appliquer  sui- 
vant le  côté  AB  pour  maintenir  ce  levier  en  équilibre  dans 
une  position  donnée,  en  supposant  du  reste  son  poids  connu 
et  égal  à  P. 

BESANCON 

On  donne  un  cercle  de  rayon  R  ;  sur  le  diamètre  AB 
on  construit  un  triangle  équilatéral  ABC;  on  prend  sur  OA 
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une  longueur  OD  =  a;  on  tire  CD,  eton prolonge  cette  droite 
jusqu'à  sa  seconde  intersection  M  avec  la  circonférence.  Dé- 
terminer la  longueur  de  la  corde  AM. 

MONTPELLIER 
Simplifier  l'expression 

„3  £3  „3 

+  77 rm — -r  + 


(a  —  b)  (a  —  c)         (b  —  c)  (b  —  a)         (c  —  a)  (o  —  b) 
—  Résoudre  l'équation 


cos 

4 


PAU 


La  diagonale  d'un  rectangle  est  2S.  Si  l'on  allonge  le 
plus  petit  côté  de  a,  en  raccourcissant  le  plus  grand  de  b, 
la  diagonale  resle  la  même;  calculer  les  côtés  du  triangle. 

—  On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC,  et  on  partage 
BC  en  quatre  parties  égales.  —  On  joint  chacun  des  points 
de  division  au  sommet  A.  Calculer  les  quatre  angles  en  A, 
et  le  rapport  de  chacune  des  lignes  de  division  au  colé  BC. 

—  Deux  droites  rectangulaires  AH,  A.C  étant  données, 
ainsi  qu'une  circonférence  de  ra^onR  tangente  à  ces  droites, 
trouver  sur  AH  un  point  B  tel  qu'en  menant  de  ce  point  une 
troisième  tangente,  la  surface  du  triangle  ABU  ainsi  obtenu 
soil  égale  à  un  carré  donné  m2. 

—  Résoudre  l'équation 

5 
c  )s2  x  = sin  x. 

12 


QUESTIONS  PROPOSEES 


64.  — On  donne  un  demi-cercle  construit  sur  la  droite 
PQ  comme  diamètre  ;  soienl  A  et  B  deux  points  pris  sur  la 
cire  «nférence,  el  tels  que  P  \  -j-  QB  =  aR  ;  les  droites  PB  ol 
QA  se  coupent  en  un  point  C. 
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1°  Démontrer  que  le  triangle  CPQ  jouit  de  celte  propriété 
que  l'inverse  de  la  hauteur  relative  à  PQ  est  égal  à  la  somme 
des  inverses  des  côtés  qui  la  comprennent. 

2°  Établir  que  cette  propriété  s'applique  aussi  au  triangle 
CAB;  en  considérant  la  hauteur  issue  du  point  C. 

3°  Étudier  la  variation  de  AB  quand  le  point  A  est  supposé 
mobile  sur  la  circonférence,  et  montrer  que  cette  longueur 
passe  par  un  maximum  relatif  quand  la  figure  PABQ  est  un 
demi-hexagone  régulier. 

4°  Ayant  projeté  les  points  P,Qsur  AB,  on  obtient  deux 
points  A',B\  On  propose  d'établir  la  relation  qui  existe  entre 
A'B'etAB.  (G.  L.) 

65.  —  Démontrer  les  propositions  suivantes: 

1°  La  somme  de  trois  cubes  consécutifs  est  toujours  divi- 
sible par  trois  fois  le  terme  du  milieu,  et  toujours  par  9. 

2°  Le  nombre  — - —  est  toujours  un  nombre  en- 

4 
tier  ;  il  est  de  plus  toujours   un   nombre   composé,  excepté 

pour  n  =  1 . 

3°  Les  nombres  de  la  forme  arithmétique  w*  -\-  ri*  -(-  i  sont 
toujours  composés,  excepté  pour  n  =.  1.  (G.  L.) 

66.  —  On  considère  deux  cercles  A  et  Af  se  coupant  ortho- 
gonalement.  On  prend  sur  A  un  point  quelconque  A,  et  on 
mène  par  ce  point  à  A  une  tangente  qui  rencontre  A'  aux 
points  B  et  C  ;  par  ces  points  et  par  le  point  A',  diamétrale- 
ment opposé  à  A,  on  fait  passer  une  circonférence  qui  ren- 
contre AA'  en  un  point  I.  Trouver  le  lieu. décrit  par  ce  point 
I,  lieu  qui  est  une  circonférence.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE  DES  CHEMINS   DE   KBi;     —    IMPRIMERIE   cil  m. 
RUE   BERGÈRE,    20,   PARIS.    —   2j070-2. 
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